Una aventura por el infinito

Por Juan Pablo Rossetti

. ;Qué es el infinito?

. Hotel Hilbert

. La paradoja de Aquiles y la tortuga.

. Sumas infinitas

. La serie geométrica y la serie armoénica

. jLos nimeros racionales son numerables! ... ;y los reales?
. jLos nimeros reales no son numerables!

. El método de la diagonal de Cantor

. jHay infinitos tipos de infinito!
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0 3.1. ;Qué es el infinito?

- Bueno Clara, esto no es fécil de contestar porque no
es fécil saberlo. Los seres humanos llevan siglos pensén-
dolo. Muchas personas brillantes dedicaron a este tema
buena parte de su vida, y atin asi, todavia queda mucho
por conocer.

- sPero entonces, nunca vamos a entenderlo?

- No lo sé -contest6 el Maestro, algo ruborizado porque
no podia satisfacer la curiosidad de la nifia, que siempre le
hacfa muchas preguntas, y generalmente se quedaba muy
contenta con sus respuestas-. Pero quizds te pueda contar
algunas cosas que van a gustarte.

- iQué suerte! Pensé que me estaba diciendo que no valia
la pena pensar en el infinito, que no podriamos com-
prenderlo.

- En verdad, quizd no podamos entenderlo bien. Pero
sacaso alguien en este mundo comprende algo totalmen-
te? A veces creemos que comprendemos algo porque ya
oimos hablar sobre ese tema, o podemos decir algo sobre
él 0, alo sumo, nos acostumbramos a eso. Y asi, nos que-
damos tranquilos, creyendo que lo entendemos, aunque
en realidad no sea tan asi. De cualquier modo, creo que
serfa muy bueno que escucharas lo que te quiero contar
sobre el infinito. Te aseguro que podriamos aprender co-
sas muy interesantes.
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Clara se quedé mirando al Maestro con curiosidad sobre esta nueva leccién y con gran-
des expectativas. Ya habia tenido muchas lecciones durante éste, su primer afio en el
colegio secundario, y le habian gustado.

El Maestro comenzd:

- Pensd en algunos conjuntos que ya conocemos, como por ejemplo, en N, el conjunto
de los niimeros naturales; en Z, el de los niimeros enteros; Q, los niimeros fraccionarios,
también llamados racionales; o R, los nimeros reales. Acordate que podemos escribir
estos conjuntos asi:

N-={1,2,3,4,5,6..}
Z=1{.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

Q={%:m,nez,n¢0}

No es fécil describir al conjunto R, pero sabemos que consta de los nimeros racionales y
los irracionales. Estos tltimos son los que tienen una expresién decimal que no termina
nunca, ni es periddica. Pero no nos preocupemos por eso ahora.

:Estos conjuntos tienen algo en comin? ;Qué opinds?

- No estoy segura. ;Serd que son todos conjuntos de niimeros? -preguntd la nifia, trans-
formando su inseguro tono de voz al comienzo en una alegre sonrisa, al ir descubriendo
que estaba en lo cierto.

- Si, asi es, Clara. Ahora, decime algo acerca de la cantidad de elementos de estos conjuntos.
- Perdén. ;Qué quiere decir con eso, Maestro?

- Es sencillo. Por ejemplo, el conjunto {1, 2, 3} tiene tres elementos, el 1, el 2 y el 3,
nada miés. El conjunto {-1, 0, 1} también tiene tres elementos. El conjunto formado por
los meses de un afio tiene 12 elementos. Esto es simple. Ahora pensemos en el conjunto
de los niimeros naturales, que denotamos con N, o lo que es lo mismo, el conjunto {1,
2, 3, 4, 5,...}. Fijate que los puntos suspensivos indican que los niimeros siguen, y lo
hacen indefinidamente. Ahora te hago una pregunta: ;Cudntos elementos tiene N? O lo
mismo, ;cudntos numeros naturales hay?

- Me acuerdo que una vez aprendimos que no hay un niimero que sea mayor que todos
los demds.

- Asi es, Clara. Si proponés un niimero natural A/ muy grande como el mayor de todos,
por mds grande que sea M, ocurre que el siguiente, o sea M+1, es otro niimero natural
que, obviamente, es mayor que M. Por consiguiente, no existe un niimero natural mayor
que todos los demds.

- iFue exactamente asi como me mostré que los niimeros no se terminaban nunca!

- Bien. Y si no se terminan, entonces ;cudntos hay?

;Infinitos?

- {Por supuesto! Hay infinitos niimeros naturales. También podemos expresar esto mis-
mo diciendo que “(el conjunto) N es infinito”.

Una aventura por el infinito




- Esta dltima forma me resulta un poco mds dificil, Maestro, pero no importa.

- No es dificil, Clara, te acostumbrards. Solamente estamos diciendo que si un conjunto
tiene infinitos elementos, entonces lo llamaremos conjunto infinito, y ademds, antes he-
mos asumido que si un conjunto tiene mayor cantidad de elementos que M, para todo
numero natural M, entonces tiene infinitos elementos.

- Creo que lo estoy entendiendo.

- Bien. Sigamos que ahora comienza lo mds interesante:
:Cdémo son los conjuntos que mencionamos recién, N, Z, Q y R? Me refiero a la canti-
dad de elementos que tienen.

- Bueno...(Clara pensaba, muy concentrada)... Z es mds grande que N. Q también.... y
R mis grande atn. Aunque no conozco tan bien el conjunto R como los otros.

- Estd bien Clara. Pero quiero que me digas cudntos elementos tienen. ;Son conjuntos
finitos o infinitos?

- ;Son conjuntos infinitos! -contesté Clara contenta.

- Correcto. Ahora me gustaria ver si podemos contar mejor cudntos elementos hay en
cada uno de estos conjuntos. Me refiero a algo mds profundo e importante que simple-
mente decir si es infinito o no. ;Podrias ayudarme?

Ella se qued6 pensando un rato antes de contestar. Estaba un poco sorprendida por esto
de “contar la cantidad de elementos” de un conjunto infinito. Ya el infinito le parecia algo
raro, y ahora esto era mds raro atn. Luego dijo:

- Maestro, si estos conjuntos son infinitos, entonces no hay nada mds para contar en ellos...
js0 i 2!

El rostro de la nifia cambié stibitamente al pronunciar estas palabras. Siempre habia pen-
sado que al tratarse de algo infinito no habia mds nada que contar, es decir, la respuesta
infinito le parecfa mds que suficiente. Pero confiaba en la sabidurifa del Maestro, y entonces,
al ver que ¢l indagaba mds profundamente sobre esto, por primera vez en su vida pensé que
quizd podrian existir “distintos infinitos”. ;Seria posible? Aunque no lo comprendia bien
esto la estremecid. Por unos instantes sinti6 un tironeo interno entre su curiosidad y entu-
siasmo, que la invitaban a continuar, y sus intenciones de no complicarse que le decian que
se olvidara del infinito. En medio de estos pensamientos, oyé que el Maestro continuaba:

- Clara, ésta es, justamente, una de las cuestiones interesantes que quiero que pensemos
juntos. Tendremos que dilucidar, por ejemplo, si por ser dos conjuntos infinitos tienen
la misma cantidad de elementos o no. ;Me acompands en esta aventura por el infinito?

Clara pensé un momento mds. ;Se podria realmente responder bien estas preguntas?
¢Seria ella capaz de hacerlo? Su entusiasmo e inquietud vencieron cualquier duda o pe-
reza mental, y respondid:

- 8i, Maestro. {Me gustaria explorar el infinito! He escuchado hablar otras veces sobre el
infinito y pienso que el tema le interesa a mucha gente, ;verdad? Pero nunca he sabido ni
siquiera por dénde empezar a pensar si escucho infinito. Siento que alli se acaba todo.
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- Asi suele suceder, Clara. Parece mentira, pero justamente al hablar de infinito, se nos
suele terminar todo porque no sabemos cémo continuar, no imaginamos qué mds se
puede analizar. ;Me alegro mucho que hayas decidido acompanarme! En este mismo
momento podemos plantearnos una pregunta concreta muy interesante: ;Es la cantidad
de elementos de Z mayor que la de N? No creas que es una pregunta ficil, al contrario.
Es algo que tendremos que pensar bastante para poder responder, incluso debemos po-
nernos de acuerdo en algunas cosas bdsicas desde dénde partir.

- Mmhbhbh... -Clara ya se habia puesto a pensar. Vacilaba, hasta que dijo- No sé, me con-
fundo un poco. Primero pienso que N es mds pequenio que Z. Pero después pienso que
los dos son infinitos, y entonces deben tener la misma cantidad de elementos.

- Aji -dijo el Maestro, sin decirle si estaba en lo cierto o no-. Dijiste cosas interesantes, aunque
debemos elaborarlas mejor. Precisamente a este punto queria llegar. Aunque pueda parecer
contradictorio, si lo analizamos desde un punto de vista es verdad que Z tiene todos los ele-
mentos de N y otros mds, es decir, Z contiene propiamente a N. Sin embargo, si lo miramos
desde otro punto de vista, también va a ser verdadero que ambos conjuntos tienen la misma
cantidad de elementos; aunque no por ser ambos infinitos, sino por una razén més sutil que
veremos enseguida. Para entenderlo bien, conviene que avancemos con cierto cuidado.

En simbolos: sabemos que N < Z, que significa que N esta contenido y es distinto a Z, y veremos que
card N=card Z, que significa que los cardinales o cantidad de elementos de los dos conjuntos es la misma.

- Realmente me intriga saber bien cémo es -dijo Clara-. Y hay una cosa que no entiendo.
Usted me dijo una vez que ¢/ rodo es mayor que la parte, o algo parecido. ;Con Zy N
como serfa? ;No hay una contradiccién?

- Como sabemos, Z son todos los enteros, en este caso es e/ todo, y N es la parte, pues
existe una correspondencia entre N y Z*. Pero fijate, Clara, que no decimos que Z y N
sean iguales, sino sélo que veremos que la cantidad de elementos que tienen uno y otro
es la misma, que es una afirmacién distinta que decir que Z y N son iguales.

- Entonces, ;me estd diciendo que veremos que hay conjuntos con la misma cantidad de
elementos, pero que uno es una parte del otro?

- ;Si, Clara! {Es asombroso! Sucede que estamos acostumbrados a contar conjuntos fi7i-
tos, y eso nunca podria suceder entre ellos, estd totalmente vedada esta posibilidad. Pero
traténdose de un conjunto #nfinito, en efecto, el todo puede tener la misma cantidad de
elementos que una parte del mismo. Es mds, esta propiedad podria ser la mismisima
definicién de lo que significa que un conjunto sea infinito .

El Maestro prosiguid:

- Si un conjunto finito A contiene a otro conjunto finito B, y ademds A es distinto de
B, entonces sabemos que la cantidad de elementos de A es mayor que la de B. ;Esto es
sencillo, verdad? El caso finito no nos da ningtin problema. Pero nosotros pensaremos
ahora en el caso mds interesante: jel infinito!

"Esta es la definicién de conjunto infinito propuesta por el matematico aleman J. W. Richard Dedekind, en el siglo XIX, y es equivalente
(aceptando ciertos axiomas) a la definicion usual de conjunto infinito que asumimos mas arriba.
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- Estoy sorprendida, Maestro. Creo que estoy comenzando a entender algo, pero a su vez
me parece que algunas cosas me quedan en el aire.

- Estd bien, Clara. En realidad todavia no hemos demostrado nada, sélo mencionamos lo
que sucederd: ;N y Z tienen la misma cantidad de elementos! Voy a explicirtelo mejor,
y vos misma serds capaz de hacer razonamientos con las herramientas que aprendere-
mos. Primero, nos viene bien revisar algunas cosas del caso ficil, cuando todo es finito.
Veamos. El cardinal de un conjunto es la cantidad de elementos que tiene el conjunto.
Por ejemplo, en tu curso son 28 compafieros en total, entonces podriamos decir que el
conjunto formado por los alumnos de 1. afio B de este colegio tiene 28 elementos; o
equivalentemente, que el cardinal de este conjunto es 28.

- Entiendo. Pero disculpe, Maestro, ;no he pasado a ser un simple elemento de un con-
junto, no?

- (risas)... jNo! Bueno, si y no. Sigues siendo Clara, sélo que ademds, puedes formar par-
te de este conjunto que te estoy proponiendo. Es un conjunto muy sencillo. ;Y cudntos
alumnos hay en 1. ano A?

- Hay 30. Ellos son dos mds, pero en la mayoria de las competencias entre los dos cursos
hemos ganado nosotros.

- Te felicito, pero olvidd eso. Sélo digamos que, como 30 es mayor que 28, el conjunto
de alumnos de 1.° A es mayor que el de 1.° B. En otras palabras, si A y B denotan estos
dos conjuntos, entonces el cardinal de A es mayor que el cardinal de B. En simbolos
escribimos card(A) > card(B).

- Esto ha sido muy ficil.

- Seguro. Ahora decime, por favor, cudntos alumnos son en 2.° afio, que hay una sola
divisién.

- Son 30 también.

- {Qué bien! Esto nos servird. Si llamamos C al conjunto de alumnos de 2.° afio, entonces
el cardinal es 30, es decir card(C) = 30. Como ya sabiamos que card(A) = 30, entonces
podemos decir que

card(C) = card(A)

- Esto también ha sido muy f4cil.

- Si, claro. Veamos ahora si me seguis en esto. En tu dltimo cumpleanos, invitaste a todos
los nifios de 1.° Ay de 1.° B, ;verdad? Y también a tus primos, a tus vecinos, y a algunos
nifios y nifias mds. En uno de los juegos -l que yo te propuse que hicieras- todos tuvie-
ron que quitarse los zapatos. Ahora bien, no se sabia exactamente cudntos nifios eran,
¢sverdad? De modo que no sabemos cudntos zapatos habia. Tampoco cudntos zapatos
izquierdos y cudntos derechos habia. Sin embargo, es claro que la cantidad de zapatos
izquierdos era igual a la cantidad de zapatos derechos. ;Estds de acuerdo?
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- Si. Todos habfan traido sus dos zapatos y se los quitaron.

- Bien. Si denotamos con ZI y con ZD los conjuntos de zapatos izquierdos y derechos
respectivamente, entonces, lo que hemos dicho es que:

card(Zl) = card(ZD).

- Esto también ha sido sencillo, Maestro.

- Pronto entenderds a donde quiero llegar. Aunque no parezca, lo de los zapatos es algo
muy importante. Disculpame que te lo remarque, pero posiblemente todavia no vislum-
bres su valor: jpodemos afirmar que estos dos conjuntos tienen el mismo cardinal ain
sin saber cudntos elementos tienen estos conjuntos!

- Si Maestro, estoy de acuerdo, sélo que me parece que de algin modo ya sabia esto.

- Bueno, tanto mejor. Entonces estds bien preparada para lo que sigue. Concentrate
por favor, que no es tan sencillo. Pensemos en los niimeros naturales y en los niime-
ros naturales pares. Ahora veamos la correspondencia que asigna a cada nimero natu-
ral 7 el doble del mismo, es decir, al nimero 7 le asigna el nimero 27. Esto se puede
expresar como 7 +— 27 donde 7 varfa entre los elementos de N. Es decir, a la izquier-
da, van apareciendo todos los nimeros naturales, y a la derecha sélo los de la forma 27,
o sea, los nimeros naturales pares (que denotaremos, como conjunto,

el 2 x 1 =2; el que le corresponde al 2, no es el 2, sino el 2 x 2 = 4;
al 5 le corresponde el 2 x 5 = 10, etc. Pensemos que ésta es una corres-
pondencia entre los conjuntos N y NP. A este tipo de correspondencia, la
llamaremos correspondencia biunivoca entre N y NP porque a cada elemento
de N le corresponde uno, y solo uno, de NP, y viceversa. Si tomamos un —=
nimero par cualquiera, por ejemplo el 42, entonces sabemos que hay un %@
Ginico nimero natural que le corresponde, que es el 21, porque 42 = 2 x 21.
Conviene que denotemos esto por:

con NP por naturales pares). El ndmero par que le corresponde al 1 es %
§

";

Correspondencia biunivoca natural

N N~ @

y que recordemos su nombre. ;Cémo era, Clara?

- Usted dijo “correspondencia biunivoca”. Ahora creo recordar que una @@

vez vimos esto, con un dibujo asi:

Tenfamos que unir con lineas las cosas que se correspondian. Unimos el

Correspondencia biunivoca

perro con su cucha, la bicicleta con el casco y la paleta con la pelota. ;Esto ™
es una correspondencia biunivoca? -pregunté Clara, con cierto orgullo. 0

. . . &
- Si, eso es. Ahora debés tener en cuenta que si nos piden unir con lineas e ‘
los objetos que se corresponden tendemos a recurrir al sentido comdn, N

a la légica. Sin embargo, uno bien podria unir el perro con la pelota, %@

la bicicleta con la cucha, y la paleta con el casco, y eso seria o#7a corres-

©

pondencia biunivoca, distinta de la anterior. ;Lo entendés? En cambio, si Correspondencia no biunivoca

dibujdramos tres lineas, una que sale de la paleta y llega a la pelota, otra
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desde el perro a la pelota y otra desde la bicicleta a la cucha, entonces, no serfa una co-
rrespondencia biunivoca.

Problema 3.1. Ayudar a Clara a responder las siguientes preguntas (las respuestas y
soluciones se encuentran en el Capitulo 6).

Enumerar todas las correspondencias biunivocas que hay entre el conjunto {1, 2, 3} yel {4, B, C}.

¢Cudntas correspondencias biunivocas hay entre los conjuntos {1, 2, 3, 4} y {4, B, C, D}?

El Maestro prosiguié:

- Cuando hay una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos, podemos identificar
los elementos de un conjunto con los del otro, justamente a través de dicha correspon-
dencia. En ese caso, ;qué sucede con la cantidad de elementos de ambos conjuntos?

- Creo que son iguales -respondi6 Clara.

- Por supuesto. Exactamente esto es lo que sucedia en el ejemplo de los zapatos izquier-
dos y derechos. Habia una correspondencia biunivoca entre esos conjuntos que llamd-
bamos ZI 'y ZD, por lo tanto, sus cardinales eran iguales.

Veamos mds ejemplos, Clara. Te voy a decir una correspondencia de la vida real, a ver si
podés responder si es biunivoca o no: cada persona tiene un nombre, un primer nombre
de pila. Podemos pensar esto como una asignacién:

persona — nombre de pila de la persona

- ;Tengo que contestar si es una correspondencia biunivoca?
- Asi es. ;Qué te parece?
- ;Puede haber personas con el mismo primer nombre?
¢
- Seguro. Este es un ejemplo de la vida real.
g ]

- Entonces, esta asignacion no es biunivoca porque hay personas distintas que tienen el
mismo nombre.

- iMuy bien! Lo estds entendiendo. Hagamos un ejemplo mds. Pensemos que a cada pais
le asignamos su ciudad con mayor cantidad de habitantes, es decir:

pais — ciudad mds populosa del pais

¢Esta asignacién es una correspondencia biunivoca?
- Creo que si, pero no estoy tan segura.

- Bien, Clara. Analicemos esto porque al no decir claramente cudles son los conjuntos
de salida y de llegada de la asignacién pueden crearse confusiones. Si pensamos que va
desde el conjunto de los paises al conjunto de todas las ciudades del mundo, entonces
no es biunivoca porque quedarian ciudades sin nombrar. Ahora, si consideramos que la
asignacién va del conjunto de paises al conjunto de las ciudades mds populosas de cada
pais, entonces si es una correspondencia biunivoca. Por consiguiente, para decidir si una

Aventuras matematicas




asignacién o correspondencia es biunivoca o no, es fundamental decir cudl es el conjun-
to de llegada de la asignacién.

- Estd bien. Ya no es tan sencillo, pero lo he seguido.

- ;Serfas capaz de decir qué ciudad se le asigna a Brasil?

- Si, creo que es San Pablo -dijo Clara bastante segura, porque conocia algo sobre Brasil.
- ;Y a Colombia?

- No estoy segura, pero arriesgaria Bogotd porque es la capital.

- Correcto. Ahora, asumamos que en el afio 2010 hay 198 paises. Si quisieras memorizar
esta asignacién para los 198 paises, yo te diria el pais y ti deberfas responder con su
ciudad mds populosa. ;Cudntas ciudades deberias saber?

- Creo que 198.

- {Por supuesto! Esto es asi porque la correspondencia es biunivoca. Claro que para respon-
der bien no alcanza con saber los nombres de las ciudades, pero al menos hay que saberlos.

-Y el Maestro prosiguié-

Ahora que tenés claro este ejemplo y los anteriores, estds lista para lo siguiente: ;No te pa-
rece que cuando hay una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos, es natural pensar
que esos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos?

- 81, yo creo que si.

- Me alegro. Porque esto nos servird jpara el caso infinito! Si revisamos todo lo que
hemos dicho verds que no necesitamos que los conjuntos sean finitos para hablar de
correspondencia biunivoca. Y que es natural pensar que cuando se puede establecer una
correspondencia biunivoca entre dos conjuntos, estos tienen la misma cantidad de ele-
mentos. Tomaremos esto como punto de partida, como definicién de lo que significard
para nosotros que dos conjuntos infinitos tengan la misma cantidad de elementos. A
partir de ahora, Clara, al oir “infinito” no te quedards

paralizada, sino que vas a poder pensar en las corres-
pondencias biunivocas.

Ahora, Clara comprendia mejor porqué el Maestro ha-
bia usado los paises y sus ciudades mds habitadas, y los
zapatos izquierdos y derechos. Estaba preparando el te-
rreno para el caso infinito, aunque éste fuera totalmen-

Definicion: Dos conjuntos (infinitos) tienen la misma can-
tidad de elementos si se puede establecer una correspon-
dencia biunivoca entre ellos. En simbolos, card A = card B
si existe una correspondencia biunivoca A < B. En este
caso, se dice que los conjuntos Ay B son coordinables.

te distinto. Ahora podia imaginarse mejor las cosas. Estaba sumida en esos pensamientos
cuando el Maestro continud.

- Para hacer mds cortos nuestros enunciados, te propongo que en lugar de decir que
entre un conjunto y otro hay una correspondencia biunivoca, digamos que esos dos
conjuntos son coordinables. ;Qué te parece?

- No hay problema. S6lo me tengo que acordar de esta palabra, coordinable, que es-

nueva para mi.
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- Asf es. La repetiremos varias veces, te la vas a acordarte bien. También, tenés que
recordar que llamdbamos cardinal a la cantidad de elementos de un conjunto. O sea
que ahora, si dos conjuntos son coordinables, estamos diciendo que tienen el mismo
cardinal. No importa que no sepamos bien cudl es su cardinal, como en el caso de los
conjuntos infinitos, pero igual podemos decir que tienen el mismo cardinal si hay una
correspondencia biunivoca entre ellos. Ahora volvamos al comienzo. ;Te acordés de la
pregunta sobre la cantidad de elementos de N y de Z2

- Creo que si. Era, si tenfan la misma cantidad de elementos, o si el cardinal de N era
menor que el de Z.

- Correcto. Ahora también podemos enunciarla preguntando ;son N y Z coordinables?

Me gusta enunciar las cosas de una manera sencilla. Si ya nos hemos puesto de acuerdo
g y p

en lo que significa "ser coordinable a", entonces el enunciado se simplifica.

- Ahora, me gustaria saber la respuesta, Maestro, entenderla.

-sSon N y Z coordinables? ;O no lo son? Si no lo fueran, entonces el cardinal de Z
deberia ser mayor que el de N. En simbolos: card Z > card N. ;Te parece que lo podrds
resolver, Clara?

- Tal vez si. Ahora tengo mds elementos para pensarlo. Espero poder hacer algo.

- Si. Confio que vas a poder porque te gusta pensar, y eso es todo lo que se necesita: in-
terés, curiosidad, un poco de concentracién. Clara, cada vez que te veo pensando siento
que la llama de la curiosidad intelectual estd viva en los nifios y jévenes del siglo XXI.

- Maestro, estoy recordando lo que me explic6 sobre los niimeros naturales y los nime-
ros naturales pares. Son coordinables, ;verdad?

_sFst4 >
sEstds segura:

- Creo que si. Usted mismo me mostré la correspondencia 7+ 2. Es biunivoca, por lo
tanto jlos nimeros naturales y los niimeros naturales pares son coordinables!

- Asi es. Por un lado, esto ha sido sencillo porque la correspondencia 7+— 27 lo es. Sin
embargo, como ya dijimos, la conclusién de que una parte propia de N sea coordinable a
N podria resultar inquietante. Alguien podria confundirse y creer que esto significa que
el todo es igual a la parte. No queremos tener problemas con los filésofos. En verdad, no
podemos tenerlos porque lo que hacemos es matemdtica. En este sentido no hay ningtin
problema. Repitamos: no decimos que N es igual a NP sino que son coordinables, que
no es lo mismo. En matemdtica debemos ser cuidadosos. Los detalles cuentan. A veces
hay diferencias sutiles.

- Me parece sutil, pero creo que lo entendi. Si, ahora lo veo bien: N y NP no son iguales,
obvio, pero si son coordinables.

- Absolutamente. Ahora, esto sélo puede ocurrir entre conjuntos infinitos y no entre
conjuntos finitos. ;Podrias decir, Clara, qué es un conjunto finito?

- Bueno, ya lo vimos, pero igual me parece dificil. Para mi, es cuando cuento sus elemen-
tos y en alglin momento termino de contarlos.
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- Bien. En otras palabras, estds diciendo que se puede establecer una correspondencia
biunivoca entre el conjunto dado y alguno de los conjuntos {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4},

etc. ;Y cudndo un conjunto es infinito?
- Cuando no paro de contar sus elementos.

- Estd bien. También podemos decir que es infinito cuan-
do no es finito, o sea, cuando no es coordinable a ninguno
de los conjuntos {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, etc. Lo
que estamos haciendo es dar una definicién formal de lo
que significa conjunto infinito.

Definicion. Un conjunto es finito cuando es el conjun-
to vacio o es coordinable con alguno de los siguientes
conjuntos: {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}, ... en general,
el{1,2,3,4,..,n}, donde n es algiin nimero natural. Un
conjunto es infinito cuando no es finito.

Pero dejemos ahora la definicién, y volvamos a la pregunta
interesante. Estabas por responder sobre N versus Z.

Clara se concentré durante unos minutos. El Maestro
también pensaba, aunque no sabemos si en este problema o en otras cosas. Hasta que Clara
respondié:

- Estoy lista. Ahora que comprendi el caso N versus NP, me da toda la impresién que
esto es igual. Todavia no puedo escribir la correspondencia completa, pero estoy segura
que N y Z son coordinables.

- Bien. Has dado un buen paso, Clara. Pudiste comenzar a escribir una correspondencia,
¢verdad? Me gustaria ver si te puedo ayudar. Una forma de estar completamente seguros
de que son coordinables es poder escribir la correspondencia biunivoca.

- Eh, bueno, esto es lo que escribi:

12345 6789 1011..
1-12-23-34-45-56..

Y me gustaba como iba, salvo que al 0 del conjunto Z de los enteros no sé como ponerlo para
que se corresponda con uno de los nimeros naturales de arriba.

- Clara, afortunadamente puedo ayudarte en esto. Hay muchas formas de incorporar el cero.
Un viejo y sencillo truco consiste en correr todo un lugar para la derecha en la segunda fila, y
entonces queda el primer lugar libre y podés poner el cero alli. Si lo escribimos a tu manera,
nos queda de la siguiente forma:

N12 3456789 1011..

Z 01 -12-23-34-45-5..

Fijate que s6lo agregamos el 0 al comienzo de tu lista de niimeros enteros, y los deméds se
corrieron un lugar.

- iEse truco fue muy bueno! -dijo Clara entusiasmada, al ver que el Maestro habia podido com-
pletar la correspondencia que ella habia iniciado-. De modo que ;N y Z son coordinables!

- Asi es. Me alegro que hayamos respondido la pregunta inicial. Apuesto a que nunca oiste
hablar del Hotel Hilbert.
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- No Maestro. ;Tiene algo que ver con esto?

- §i, en particular con el truco que hicimos. Es un Hotel peculiar, muy interesante. Pero la
semana que viene hablaremos sobre él. Hoy ya hemos tenido suficiente, ;no crees?

- Si. Todavia me queda tiempo para la merienda y mds tarde tengo mis practicas de véley.
Aunque me quedo con la intriga de saber el porqué un hotel puede ser tan especial para la
matemdtica. Gracias Maestro. jHasta la préxima clase!

- Adids, Clara. Hasta la semana que viene. Que disfrutes de tu partido de vdley.

El Maestro se quedé pensando: “Esta nifia me da mucha alegria. A veces me preocupa un
poco ver que a los alumnos les cuesta sentarse a pensar con profundidad. Pero Clara lo hace.
Le encantd pensar sobre el infinito. Quiere entender. jLe gusta aprender y superarse! ;No es
acaso el pensamiento abstracto y profundo algo que nos distingue de los demds seres vivientes
de La Tierra? ;No es acaso, el pensamiento matemadtico, algo maravillosamente profundo?

Problema 3.2. Ayudar a Clara a:

- Hallar una correspondencia biunivoca entre los niimeros naturales y los niimeros na-
turales impares. Denotaremos al conjunto que forman estos tltimos con NI, es decir,
NI={1,3,5,7,9, 11, ..}. De modo que en este problema se demostrard que los con-
juntos N y NI son coordinables.

- Hallar una correspondencia biunivoca entre los nimeros naturales pares, NP, y los
cuadrados perfectos, es decir aquellos nimeros de la forma 7* = 7 . n, donde 7 es un
numero natural. Si denotamos este conjunto por CP, entonces:

CP={1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, ...}.

0 3.2. Hotel Hilbert

- Maestro. ;Me contaria sobre el hotel que mencioné
la clase pasada?

- Por supuesto. Es un hotel muy sencillo, en algtin sen-
tido - aunque el Maestro sonrefa mientras decia esto,
como si escondiera una sorpresa detrds de sus palabras-.
No tiene cosas especiales como pileta, cancha de tenis,
gimnasio y todo eso que se estila en los grandes hoteles.
Pero tiene una caracteristica particular, sélo una: los nd-
meros de sus habitaciones son 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...

- ;Quiere decir usted que sélo tiene una planta? ;Que
no tiene varios pisos? Una vez que estuve en un hotel
asi me tocd la habitacién 22. Me gustaba porque jera
un ndmero capicua!
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- Clara, si te fijés bien en lo que dije, notards que los niimeros de las habitaciones son 1, 2,
3,4, 5,...., y contindan, indefinidamente, es decir, ;TODOS los nimeros naturales! Si, es
un hotel con juna cantidad infinita de habitaciones! Tantas, como niimeros naturales hay.

- Uaaauuuu. No me lo esperaba. Pero... jes posible?
- {Si... en nuestra imaginacién!
- Claro. Voy a empezar a imagindrmelo.

Clara continué:
- Pienso en un hotel que tiene sus habitaciones en una linea muy larga, como un tren,
pero que no termina...

- Estd bien, podés imaginarlo asi, quizd te ayude para lo que viene.

- Estoy preparada para escucharlo, Maestro, me interesa.

- Muy bien, Clara. Lo que me gusta del Hotel Hilbert es que siempre encuentro lugar alli.
- Ah, claro, siempre hay habitaciones vacias, al ser infinitas -pensé Clara en voz alta.

- No exactamente. Un dia llegué al hotel y estaba lleno. Todas las habitaciones estaban
ocupadas. Yo no tenfa otro lugar a donde ir y ya era de noche. Ademds, llovia. Pero el
conserje fue muy amable conmigo. Levantd el teléfono y enseguida me dijo que yo
disponia de la habitacién nimero 1. Me quedé boquiabierto, era la primera vez que me
sucedia una cosa asi. ;Te podés imaginar cémo me consiguié ese lugar?

- No. ;Alguien dejé el hotel justo en ese momento?

- No, Clara. Nadie dejé el hotel, ni tampoco puso a dos pasajeros que estaban separados
en una misma habitacién. {Pero consiguié un lugar! Digamos que se trata de un “truco
matemdtico”. Pensalo un rato, a ver qué se te ocurre.

El Maestro la inst6 a que intentara hallar una solucién antes de escuchar la respuesta. Clara se
concentré mucho pensando en el problema. Y los dos estuvieron un rato en silencio. Ella pen-
saba en el problema y el Maestro en la existencia del infinito. Mds tarde el Maestro explicé:

- Lo que hizo el conserje fue pedirle a los pasajeros que se mudaran a la habitacion
siguiente de la que estaban; es decir, quien estaba en la habitacién niimero 1 debia cam-
biarse a la nimero 2; quien ocupaba la 2 a la 3; el de la 3 a la 4; y asi sucesivamente.
Como en este mundo imaginario todos eran muy amables accedieron gentilmente a
mudarse, y asi, enseguida se liberé la habitacién nimero 1, que el conserje me ofrecid.
Como ves, jnadie se quedd sin habitacién!

- {Qué barbaro! Estaba lleno, pero le hicieron lugar. ;Cuesta creerlo!

- Asi es, Clara. Nuestra intuicién estd acostumbrada a hoteles finitos, es decir, con una
cantidad finita de habitaciones. Por eso, esto nos sorprende tanto. Fijate que si ademds
de llegar yo, esa noche llegaban varias personas, el conserje podia acomodarlas a todas.
Simplemente, le pedia a los pasajeros que en lugar de moverse de una habitacién a la
siguiente, o sea, de la nimero 7 a la 7+1, lo hicieran de la nimero 7 a la #+4, donde £ es
el nimero de personas que llegaron. De ese modo, quedaban las primeras & habitaciones
libres para ser ocupadas por los nuevos pasajeros.
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- iIncreible! Es un hotel fascinante. Usted dijo que sélo tenfa una particularidad, pero es
una muy especial.

- Es verdad... (risas). Ahora, Clara, ;sabés cémo se relaciona esto con el 0 de Z en la
correspondencia con N?

- Mmhbh... déjeme pensarlo un poco, Maestro.

El Maestro nuevamente le dio tiempo a Clara para que piense sola el problema, antes de
darle alguna explicacién.

- Ya estd -dijo Clara- lo entendi.
- Muy bien. {Contame lo que pensaste!

Y Clara dio una excelente explicacién que alegrd y asombré al Maestro en partes iguales.
Entonces el Maestro agregd:

- iExcelente, Clara! Voy a repetir lo que dijiste, desde mi punto de vista: El 0 seria yo, que
llegué al hotel donde ya estaban alojados todos los demds niimeros enteros que serfan
los pasajeros. Como ves me hicieron lugar, simplemente corriendo a todos un lugar mds
adelante, y poniéndome a mi primero. Es lo mismo que hicimos con tu correspondencia
biunivoca. Habias apareado los enteros distintos de cero con los naturales. Pero luego
pusimos el cero al principio, corriendo todos los otros enteros un lugar hacia la derecha.
Es como haberle hecho un lugarcito al cero en la habitacién nimero 1 del hotel.

- iPor supuesto! Ahora veo que podria haberme dado cuenta de todo apenas comenzé a
plantear el problema.

- Hay una cosa mds en el Hotel Hilbert que te asombrard. Si aquella noche que llegué
solo hubiera llegado un contingente de infinitas personas, numeradas 1, 2, 3, 4, 5,....,
iel conserje también las habria alojado!

- j¢A infinitas, también?!

- Si. En ese caso les habria dicho a los pasajeros que se corrieran de su habitacién niimero 7 a
la habitacién nimero 27, y asi, todas las habitaciones impares habrian quedado libres. ;Me
seguis? De este modo ubicaba a la persona niimero 1 en la habitacién niimero 1, que estaba
libre, a la persona 2 en la habitacién 3, que también estaba libre, por ser impar, a la persona
3 en la habitacién 5,ala4 enla7,la 5 enla 9, etc. En general, habria ubicado a la persona
nimero £ en la habitacién nimero 2 4-1. {Esto es posible en nuestro gran Hotel Hilbert!

Problema 3.3. Si llegan al Hotel Hilbert dos contingentes, A y B, de infinitas personas cada
uno, a las que podemos enumerar como a8, 05,a,0,8,4,4, ... 171, 172, ba, b ” 175, 176, b7, bs,
¢Podré el conserje ubicar a todas estas personas, cada una en una habitacién distinta?

Aclaracién: el hotel ya estd lleno, no se puede echar a ningtin pasajero, ni juntarlo con
otro en una misma habitacién, pero si se puede reubicar (es decir, mover de una ha-
bitacién a otra) a los pasajeros que el conserje considere necesario, y no se debe dejar
ninguna habitacién vacia.
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Problema 3.4. Si llegan al Hotel Hilbert infinitos contingentes A'; A% A% A% A% A% A7...

de infinitas personas cada uno, a las que podemos denotar de la siguiente manera:
a las del contingente A' con a;, a3, a;, a;, a;, a;, a5, a;,...
a las del contingente A* con a7, a;, a7, a7, aZ, aZ, a7, a;,..

H 3 3 3 3 3 3 3 3 3 .
a las del contingente A’ con a2, a2, a?, a?, aZ, a2, a2, al,..; etc.

¢Podri el conserje ubicar a todas estas personas, cada una en una habitacién distinta?

0 3.3. La paradoja de Aquiles y la tortuga

- Maestro, ;se acuerda que un dia dijo: ;"eso es filoso-
Maestro, ; da q dia dijo: ;

fia"?

- Si, Clara. La filosofia es la madre de las ciencias, de
algtin modo las engloba a todas.

- Aquel dia me gusté mucho la clase. ;Podria ense-
flarme un poco mas?

- Disculpame, Clara, es que yo no sé¢ mucho de filo-
soffa. Sélo sé algo de matemdtica. Pero aprovechemos
que estds interesada para contarte algo que ocurrié de
verdad, y forma parte de la historia de la filosoffa. Lo
mds interesante para nosotros serd la parte matemdti-
ca del asunto porque ayuda a comprender y resolver
un problema filoséfico.

- Suena superinteresante, Maestro.

- Lo es! ;Ya verds!

Hacia el siglo V a.C., los griegos hacian grandes pro-
gresos en casi todo, especialmente en filosofia. Parece mentira que un pueblo “antiguo”
haya hecho avances tan profundos. Fue algo maravilloso. Seguramente habrés oido algu-
na vez sobre los tres grandes fildsofos griegos: Scrates, Platén y Aristételes, ;verdad?

- Si, pero muy poco. Me gustaria saber mds.

- Sélo para mencionar la importancia que daba a la matemadtica Platén -uno de los mds
célebres pensadores de la historia de la humanidad- hay que saber que se le atribuye
haber tenido en la entrada de su gran escuela un cartel que decia: no entre a esta escuela
quien no sepa geometria.

El Maestro hizo una pausa, y sus palabras quedaron resonando en la cabeza de Clara. Prosiguié.
- Conmovedor, ;no te parece? Pero dejemos a Platén y pasemos a Zenén de Elea, filésofo grie-

.7 . 7 7 . . . .
go también, apenas anterior a él. Zendn hizo una serie de razonamientos interesantes, elabora-
dos inteligentemente, que llevaban a la conclusién de que el movimiento no era posible!
g q que j p
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- 1¢Cémo?! ;En serio? —pregunté Clara asombrada.
- Asi es. Bueno, se trata de una paradoja.
- ;Qué es una paradoja, Maestro?

- Es una afirmacién que suena absurda. Es opuesta a lo que piensan casi todos, pero se
presenta en forma légica, e induce a pensar que es verdadera. Para mi, una buena para-
doja es algo que si lo pensds de un modo, sacds una conclusién, y si lo pensis de otro
modo, sacds otra que es contradictoria con la anterior. Por consiguiente, alguna de las
formas en que estds pensando es errénea, no es valida. ;Entendés?

- Creo que si, pero no sé si conozco alguna.

- Bueno, te voy a contar una que planteé Zendn de Elea. Se llama la paradoja de Aquiles
y la tortuga.

- Ah, jconozco a Aquiles porque lef la Iliada para ninos! -dijo Clara.

- Muy bien, es ese mismo Aquiles. Cuando se lo menciona en la Iliada original, frecuen-
temente su nombre va acompanado por un adjetivo en griego que significa el de los
pies ligeros. El fue un héroe de la guerra de Troya, historia que cuenta magistralmente
Homero. Pero Aquiles también era muy veloz y por eso es el protagonista de esto que te
voy a contar. En la antigua Grecia se celebraban los juegos olimpicos (los actuales estin
hechos a semejanza de aquéllos). Ah, ;qué pueblo fantdstico el griego! -y el Maestro hizo
una pausa, se qued6 un rato mirando hacia el infinito con cara de admiracién, segura-
mente pensando en los griegos. Luego retomd.

- Perdén por distraerme. Volvamos a la paradoja. Zenén imaginé una carrera entre Aqui-
les, el de los pies ligeros, y una tortuga. ;Quién creés que ganaria semejante carrera?

- Aquiles, obvio. Aunque en la fibula de la liebre y la tortuga, ;pierde la liebre! En esta
carrera, jpasa algo raro también?

- No, Clara -dijo el Maestro sonriendo-. Aquiles no se tirarfa a dormir en medio de una
carrera. Aqui, el tinico problema menor que él tiene es que debe darle una pequena ven-
taja inicial a la tortuga. Es poca ventaja, asi que todos asumen que la descontard en los
primeros momentos, y luego ganard la carrera con total comodidad.

. L A (i R
Y qué pasé? ;Gand Aquiles?

- Bueno, aqui viene lo interesante. jAquiles no puede pasar a la tortuga!
- Pero ;por qué? ;No corre mucho mds ripido?

- Si, pero lo que Zendn plantea es que desde un punto de vista puramente abstracto y
racional, Aquiles no podrd ni siquiera alcanzarla. Podriamos poner asi el razonamiento:
para superar a la tortuga, Aquiles, primero debera llegar al lugar donde se encuentra la
tortuga al instante de inicio de la carrera, ;estds de acuerdo?

- Si, claro.

- Eso le tomard un cierto tiempo. Durante ese tiempo, la tortuga también avanzd, y dejé
atrds ese lugar. De modo que la tortuga sigue estando delante de Aquiles.
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- Si. Pero todavia no veo cudl es el problema.
- Paciencia, Clara, no estamos lejos. Nuevamente, para superar a la tortuga, Aquiles, pri-

mero deberd llegar al lugar donde ella se encuentra. Esto le tomar4 un cierto tiempo. Es
el segundo intervalo de tiempo que se ha consumido. Pero nuevamente, la tortuga avan-
26 durante ese segundo intervalo de tiempo, y entonces, contintia delante de Aquiles.

Clara prestaba mucha atencién a esta explicacién. El Maestro continud:

- Bien. Ahora la situacidn se repite por tercera vez. Aquiles debe llegar primero donde se
encuentra la tortuga, y esto le toma un cierto tiempo, que es el tercer intervalo de tiempo
que ha transcurrido. Pero mientras tanto, la tortuga avanzo nuevamente. Y asi, la misma
situacion se repite, es decir, la tortuga estd delante de Aquiles, y ya van tres intervalos de
tiempo consumidos. Y asi sucesivamente, esto se repite, y se repite, jindefinidamente!

- Creo que lo estoy siguiendo, Maestro.

- Si bien Aquiles y la tortuga estdn cada vez mds cerca entre si, Aquiles siempre estd detrds.
Y lo importante, es que ya se ha tomado muchos tiempos para acercarse, muchisimos. En
verdad, jnecesitaria infinitos tiempos para alcanzarla! Entonces, aqui viene la importante con-
clusién: si Aquiles necesita infinitos tiempos para alcanzar a la tortuga, es imposible que lo
consiga. Por consiguiente, desde un punto de vista puramente racional jel movimiento no
puede existir! Zenén de Elea continda con su argumento, diciendo que quizis el movimiento
esté sblo en nuestra imaginacién. De acuerdo con este razonamiento, el movimiento no es
posible, ya que se necesitaria tiempo infinito para lograr moverse. ;Qué te parece?

- jAsombroso! -respondi6 Clara, desconcertada e intrigada.

- Zenén pensaba que quizd todo estuviera en nuestra mente. Que tal vez el mundo exterior
no existia, sino en nuestra imaginacion. El filésofo continuaba haciendo implicaciones,
consistentes con su razonamiento, donde “demostraba” que el movimiento era imposible.

- Y usted qué opina?
El Maestro sonrié y continu sin responder la pregunta.

- Hay otras paradojas similares que planteé Zenén. Por ejemplo, una muy conocida dice
que para llegar a un lugar, primero debes recorrer la mitad de la distancia, pero antes, debes
recorrer la mitad de la mitad, y antes de esto, la mitad de la mitad de la mitad, y asi sucesiva-
mente, de modo que nunca puedes comenzar. Si bien los argumentos y las situaciones en sus
paradojas son aparentemente distintos, los fildsofos dicen que son esencialmente iguales, de
manera que podemos quedarnos con la de Aquiles y la tortuga, y pensar sélo en ella.

- Y qué sucedié con estas paradojas?

- Por empezar, algunos pensadores y filésofos quedaron asombrados con la paradoja de
Zenén. Tal vez quedaron un poco desorientados.

En ese momento, Clara razoné asi:

- Si Aquiles necesita infinitos tiempos para pasar a la tortuga, no entiendo cémo puede
pasarla. Y yo creo que la pasa, jestoy segura que la pasa! Quiero decir, que el movimiento
tiene que ser de verdad, no puede ser s6lo una pelicula en mi cabeza.
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- Te entiendo, Clara. En aquel tiempo, un rey, dijo: "¢/ movimiento se demuestra andan-
do", y entonces salié de su palacio con gran pompa, hizo un paseo por las calles princi-
pales de la ciudad, y regresé6 muy satisfecho de si mismo, creyendo que habia acabado
con la paradoja, y que todos podian olvidarse de ella. ;Qué te parece?

- No s¢, no me parece muy inteligente lo del rey, ;no?

- Ciertamente no aport6 nada para “desentrafar” la paradoja. Todos podemos movernos,
o creer que lo hacemos -el Maestro ri6 al decir estas palabras- y que los demds coincidan
con nosotros en esto. Pero de lo que se trata este problema es de encontrar cudl es el error
en el razonamiento planteado. Por otra parte, si todo fuera un suefio, o una pelicula en
nuestra mente, ;podriamos distinguirlo? ;Cémo? Lo que los pensadores querfan enten-
der -y supongo que ahora vos también- era, desde el punto de vista racional, qué estaba
sucediendo con el razonamiento de Zendn.

- ¢Y lo lograron?

- No en aquel momento. Bueno, no por muchisimos afios, jpor siglos! Como te dije, en parte
fue la matemdtica la que proveyd argumentos para dar por tierra definitivamente con la para-
doja. Como ves, Clara, aqui el infinito aparece como elemento fundamental. Y quizé la falta de
comprension del mismo, fue lo que llevé a no poder resolverla bien durante tanto tiempo.
Pero vayamos ahora al argumento matemdtico. Zenén dijo que el problema era la suma
de infinitos tiempos, jverdad?

- Si, eso dijo. .. 0 al menos, eso dijo usted que él habia dicho -respondi6 Clara riéndose.

- No es momento para chistes -bromeé también el Maestro-. jMejor serd que te concentres!
Zenén asumié que al tener que realizar una accién en infinitos tiempos, eso significaba que
le tomaria tiempo infinito, y por lo tanto no seria posible. Paséndolo a términos matemdti-
cos, serfa que al sumar infinitos tiempos, el resultado de la suma da una cantidad infinita de
tiempo, y por eso resultaba imposible el movimiento. Sin embargo... jno es asi!

- ¢Qué cosa no es asi?

- La suma de infinitos intervalos de tiempo, ;puede ser finita! No tiene por qué ser infi-
nita. ;Te sorprende?

- §i, por supuesto. Creo que yo me imaginaba que si siempre seguia sumando, y suman-
do, entonces la suma se iba haciendo mds y mds grande, y no podia parar.

- Si. Se va haciendo mds y mds grande, es verdad. Pero eso no significa que se haga jtan grande
como uno quiera! Es decir, no significa que la suma deba ser infinita. Dicho en otras palabras,
si los ntimeros a considerar se van haciendo muy pequefios, entonces la suma de infinitos
ntmeros puede dar resultado finito. Es el caso de la suma de uno, mds un medio, mds un
cuarto, mds un octavo, etc. Lo que no debemos hacer es confundir nsmeros con niimeros na-
turales. En nuestro caso, no estamos sumando niimeros naturales, sino nzmeros fraccionarios
o niimeros reales, que pueden hacerse verdaderamente muy pequeos.

La suma de infinitos numeros (reales, o fraccionarios) positivos puede ser finita. Por lo tanto, la
suma de infinitos tiempos, no tiene porqueé ser infinita, puede ser finita.
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- Entonces, cuando Aquiles necesitaba “infinitos tiempos” para pasar a la tortuga, en
realidad no necesitaba “tiempo infinito”. O sea que j;la puede pasar sin problema?!

- Correcto. En la clase que viene, podriamos aprender bien las sumas infinitas, si te interesa.
Hasta ahora, s6lo te lo he dicho, pero podemos entenderlo bien, convencernos, jdemostrarlo!

- S8i, Maestro, me gustarfa. —dijo Clara verdaderamente interesada en aprender sobre
sumas de infinitos términos.

- En el tiempo que nos queda hoy, veamos un ejemplo interesante, donde sumamos
infinitos términos y, sin embargo, la suma es finita. Los términos a sumar son, como

dijimos, simplemente los inversos de las potencias de 2, o sea, nimeros de la forma zl—k,
donde % es un niimero natural o el cero. Entonces, realizamos las siguientes sumas: prime-

ro sélo el 1, en segundo lugar hacemos 1+ , luego 1+ % + i, segulmos conl+3 1y 1 é ,
y continuamos haciendo sumas. La qumta suma es: 1+ % +1.1 56 ? y asi segulmos

1.,1,1,1_.1 1
Por cjemplo, la décima suma es: 1+ 5+ 2+ 5+ 75+ 55+ &4 64 + 55 128 555 t 515+ Y conti-

nuamos, nunca paramos. ;Cudnto dard la suma total?
- Lo estoy pensando, Maestro.

- Mis que saber cudnto da la suma total, lo que me gustaria saber, es si se va haciendo
muy grande o no. ;Qué creés?

Y Clara comenzé a escribir los resultados de las sumas anteriores.
3 7 15 31 63

2 4 8 16 32
-Y estos niimeros, gse van haciendo tan grandes como uno quiera, o no? El resultado de
la suma total ;serd infinito?

- Maestro, las sumas van dando 1, =

- Parece que no se hacen muy grandes, Maestro. Hasta ahora, son todas fracciones me-
nores que 2.

- iMuy bien! Te diré el resultado, para que vos pienses el porqué. Esta suma infinita da

. Exactamente 2. Con este ejemplo, podemos comprender bien el porqué la paradoja
2. Exact te 2. C te ejempl d der bien el porqué | doj
provenia de haber asumido, erréneamente, que el resultado de sumar infinitos tiempos,
o nimeros positivos, era infinito.

Dicho esto, Clara y el Maestro se despidieron. Ella se fue pensando en la tltima suma,
aunque a mitad de camino, ya con ganas de llegar de vuelta a su casa, pensé que era una
suerte que el movimiento fuera posible, y que lo de Zendn no fuera correcto. Habia sido
una clase muy provechosa.

Problema 3.5. Ayudar a Clara a calcular la suma infinita anterior:

Se puede usar calculadora o computadora (aunque no es necesario). Para cada nime-

ro natural 7, consideremos las sumas parciales S de los primeros 7 términos, es decir,

S—1+1+1+1+ +i'
2 4 8 2"
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Calcular S

0 520 y Smo. Mis adelante, veremos que esta suma infinita es una serie geomé-
trica 'y, por lo tanto, no hace falta sumar para obtener los resultados, porque se cumple

1 . , . y
que S, =2- P Probar esta igualdad, sacando comtn denominador en la expresion de

S recordando que 1+ 2 + 2% + 2>+ ... + 2%' = 25 1. Observar que esa identidad muestra
que S < 2 para todo 7, y en consecuencia la suma infinita no es mayor que 2. Por otra
parte, las sumas parciales S calculadas para 7 = 10, 20 y 100 muestran que al crecer 7,
las S se acercan tanto como uno quiera a 2.

0 3.4. Sumas infinitas

Aquel dia, el Maestro y Clara, se hallaban enfrasca-

dos en la cautivadora y dificil tarea de sumar infini-
tos nimeros. A Clara le costaba entender lo que esto
significaba. EI Maestro le mostraba nuevos ejemplos
para que ella comprendiera mejor las cosas. Si bien
no estaba del todo convencida, lo aceptaba de buen
grado. En ese momento, Clara le dijo al Maestro:

- :Me lo podria explicar de nuevo, por favor?

- Por supuesto, con todo gusto. Antes, quiero hacerte
notar que estamos aprovechando la conversaciéon que
tuvimos sobre la paradoja de Aquiles y la tortuga para
adentrarnos en un mundo apasionante, el de las “su-
mas infinitas”, donde aparecen conceptos que los ma-
temdticos han llamado sucesiones, series, limites,... ah
las series infinitas.... qué interesante, jqué interesante!

- Mmmhh, veremos.

- iYa vas a ver! Ahora, comencemos con una sucesién infinita de niimeros, una bien
sencilla, por ejemplo la de los nimeros naturales impares. Escribamos la sucesidn de este
modo, Clara, que asf se la ve muy bien:

1,3,5,7,9,11, 13, 15, ...
- No termina nunca, jverdad, Maestro?

- Asi es. Los puntos suspensivos al final significan eso. Es una tira de niimeros que sigue y si-
gue, no termina. Tiene comienzo, pero no tiene fin. En este caso sabemos cémo contintia. Por
ejemplo, si te pido que me digas cudl es el décimo término de esta sucesién, ;qué contestds?

- Aver..el 19.
- Bien. ;Y el término ubicado en el lugar nimero 1002

Clara comenzé a hacer unos garabatos en su libretita, y bastante ripidamente respondié:

-esel 199.
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- Muy bien. Lo estds entendiendo. ;Cémo lo calculaste? ;A mano, o con alguna férmula?
- No sé bien, Maestro; pero no fue dificil.

- ;Sabrias reconocer una férmula general para los términos de esta sucesién?
Si te doy la férmula 27 - 1, con 7 variando en los nimeros naturales, ;podés reconocer
ahi una sucesién?

El primer término esel 2 X 1 - 1, o sea, el 1. El segundo término esel 2 X 2 - 1, o sea el
3. Y si seguimos asi, ;qué tenemos?
- Es la misma sucesion que tenfamos, la de los niimeros impares -respondié Clara.

- iPor supuesto! La tinica diferencia es la forma de presentarla, pero es la misma sucesién.
Por eso, si te pido el décimo término de la sucesion, basta con reemplazar 7 por 10 en la
“f6rmula” que tenemos, 27 - 1, para obtener 2 X 10 - 1 = 19.

- Y para el término niimero 100, Maestro, también se puede hacer asi, ;no?, o sea
2x100-1 =199, sestd bien?

- Si, muy bien. Ahora tenemos un modo de calcular ficilmente los términos de esta su-
cesion. Pero continuemos con la suma infinita, a la que también llamaremos serie o serie
infinita. Vayamos sumando los términos, uno por uno. Comencemos con el primer tér-
mino: tenemos 1. Sigamos, hagamos ahora el primero més el segundo, es decir, 1 + 3, y el
resultado que obtenemos es 4. Sumemos ahora los tres primeros términos de nuestra suce-
sién, es decir, 1 + 3 + 5. Obtenemos 9. Ahora los cuatro primeros, 1 + 3 + 5 + 7, ;cudnto
da? 16. Fijate, que para sumar los cuatro primeros términos, también podriamos sumar el
cuarto término al resultado de la suma de los tres primeros, o sea hacer 9 + 7, y llegariamos
igualmente a 16. Ahora, ;cudnto da la suma de los primeros cinco términos?

- Esficil. Da.... 1 +3 + 5+ 7 + 9 = 25, o también podia hacer 16 + 9 y llegar al 25.

- Perfecto. Esto es muy ficil. Pero ahora viene una pregunta diferente. ;Qué sucede si
sumamos zodos los términos, en el orden en que lo venimos haciendo? ;Cudnto dirfas
que da esta “suma’, o mejor dicho, esta “serie”?

- Al ir sumando, se va haciendo algo demasiado grande, ;verdad? A ver, dan 1, 4, 9, 16,
25, y luego 36, 49,... Las sumas se agrandan cada vez mds, jy no van a parar!

- jAsi es! Y si estas sumas parciales se van haciendo tan grandes como uno quiera, entonces
vamos a decir que la suma total, o sea la serie, tiende a infiniro.

- ;Por qué se dice asi? ;No se podria decir que la suma total da infinito?

- Bueno, si, s6lo que hay que tener cierto cuidado. Te estds adelantando un poco, Clara, eso
no es malo. Usamos la palabra “tiende 4’ porque pensamos en cdmo van evolucionando
las sumas parciales, en su tendencia. También se expresa esto diciendo que el /Zmite (de las
sumas parciales) es infinito. Aunque esto pueda sonarte un poco raro, te vas a acostumbrar
apenas calcules el resultado de dos o tres series, como estamos haciendo. Ahora me gustaria
que comparemos esta serie, con la anterior que vimos. ;Te acordds? En ambas, siempre vas
sumando cosas positivas, y por lo tanto las sumas parciales van creciendo cada vez mds. Pero
hay una diferencia esencial: mientras que aquéllas no superaban el 2, éstas crecen tanto como
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se quiera, y tienden a... -y el Maestro hizo una pausa para que Clara contestara.
- iInfinito!

- Muy bien. Entonces debemos ser rigurosos, ya que el sélo hecho que las sumas parcia-
les vayan creciendo y creciendo no significa que tiendan a infinito.

- Creo que lo entiendo, Maestro, aunque me gustaria entender mejor qué significa lo de
“tan grande como uno quiera’.

- A ver, Clara decime un niimero grande.

- Mil —dijo Clara, con cierto temor a decepcionarse si el Maestro le hacia el chiste tonto
de decirle “1.001, te gané¢”. Afortunadamente, el Maestro la sorprenderia con otra “gra-
cia” mucho mejor.

- Bien. Sumemos los primeros 32 términos de nuestra sucesion. ¢Cudnto es, Clara?
Ella sacé su calculadora y comenz6 a manipularla hdbilmente. Al cabo de un rato dijo
- iDa 1.024!

Y al terminar de pronunciarlo, se asombré cuando se dio cuenta de que este nimero era
apenas mayor que 1.000, el que ella habia elegido.

- Ves, Clara. Dijiste un ntimero, y nuestra serie, lo superé. No sélo eso, sino que si suma-
mos los primeros 33 términos también supera, o los primeros 100 también, o con mayor
generalidad, si # > 32, entonces la suma parcial de los primeros 4 términos es mayor
que 1.000. Ademds, si hubieras dicho otro niimero grande, distinto de 1.000, también
podriamos haber descubierto cudntos términos necesitdbamos para superar tu niimero.
¢Hacemos otra prueba?

- Bueno, digo 10.000.

- Entonces yo digo 101. Si hacemos la suma parcial de los primeros 101 términos, da
10.201, que es mayor que diez mil. ;Querés hacer una prueba mds?

- No, Maestro, le creo.

- Eso es lo que significa “tan grande como uno quiera”, o lo mismo, “que tiende a infinito”.
¢Qué ocurre, no se entiende? -preguntd el Maestro al ver a Clara algo desconcertada.

- No, no es eso. Entiendo que esta suma “tiende a infinito”. Lo que no descubro aun, es
cémo hizo para saber que la suma de los primeros 32 términos daba mayor que 1.000,
sin calcularlo. Porque ademds, si sumamos los primeros 31 términos, da 961, que es
menor que 1.000. O sea, que 32 es el menor niimero de términos que sumados superan
al nimero 1.000. Y lo mismo pasa con el 101 y el diez mil j{Estoy sorprendida!

- Bueno, Clara, el cdlculo que hice se basa en un lindo truco. Si te acordds de cudnto
daban las sumas parciales y pensas en ellas lo vas a descubrir.

- A ver, daban 1, 4, 9, 16, 25, 306, 49,.... jAh! ;Son los cuadrados perfectos! Entonces,

cuando tenemos k términos, la suma parcial es £

- Asi es, ya estds muy cerca.
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- Ahora tengo que ver qué nimero # al elevarlo al cuadrado da mayor que 1.000. Sé que 30 por
30 es 900, y con una cuentita mds, llego a que el primer nimero que cumple esto es el 32.

- Muy bien, me alegro que lo hayas descubierto. Lo tnico que no hiciste fue demostrar
que las sumas parciales dan realmente los cuadrados perfectos. Esto se logra, por ejemplo,
verificando que si a la suma parcial de los primeros 4 términos le sumamos el siguiente tér-
mino, que es (2/k+1), entonces se obtiene (k+1)?, pues k* + (2k +1) =k® + 2k +1=(k +1)°.
Ahora estamos seguros que las sumas de los primeros niimeros impares da siempre un
cuadrado perfecto.

- Maestro, creo que me estdn empezando a gustar las series.

- Me alegro. ;Veremos mis!

0 3.5. La serie geométrica y la serie arménica

- ¢Clara te acordds de la serie 1+1+1+1+-..+in+--- ?

2 4 8 2
- 8i, la vimos hace poquito. Dijimos que “tiende a 2” ;verdad?
- Asi es. Vimos que sus valores se acercaban tanto a 2 como uno
querfa, por lo tanto, tiende a 2, o también, decimos que su limite
es 2. Lo que queria contarte ahora, es que si bien esta serie nos ha
resultado muy especial, porque nos ha mostrado por primera vez
que la suma de infinitos nimeros positivos puede ser finita, en
realidad, desde otro punto de vista, no es rara, inclusive es un caso
particular de algo mds general.

Clara miraba intrigada. El Maestro continud.

- Se trata de las series geométricas, donde se toma el pardmetro »
igual a un medio. En general, 7 puede ser cualquier niimero entre
cero y uno. Se considera la suma de las potencias de 7 :

L+7+ 7+ 7+ 7+ 7+ 7"+ .. laserie geométrica (de razén 7)

y se demuestra que tiende a ——

1-r"
1 1 1
- Ah, ya veo, Maestro: sir ==, entonces —— =——=—=2.
2 1-r 4.1 1
2 2

- Bien. Ahora te propongo que me ayudes a demostrar que realmente la serie geométrica
de razén r tiene limite finito igual a ﬁ . Serd s6lo una manipulacién algebraica. {Ma-
nos a la obra! Escribimos § =1+ 7+ 7+ 7+ 7+ 7+ /* + ... + 7. Multiplicamos ambos
miembros por 7, ;qué nos queda?

-Creoquer. S =r+ P+ P+ + P+ P e+ "+

- Bien. Ahora restamos miembro a miembro la primera identidad de la segunda. Clara,
spodés escribirlo?, por favor.
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- A ver ..., se simplifica casi todo a la derecha del signo igual ;no? Queda r.S, =S, =r"* -1

- Bien. Ahora s6lo hay que despejar S de esta ecuacién. ;Podrés hacerlo?
r n+1 _ 1
r-1
- Te quiero recordar que para hacer el tltimo paso 7 - 1 debe ser distinto de cero, y esto
es asi porque habfamos tomado » menor que 1. También podemos escribir esto asi:
1 -r n+1 1 r n+1l
"1l-r  1-r 1-r

- Si. Me queda (r-1).S, = r"* -1 y entonces S, =

, v ahora s6lo nos queda decir que cuando 7 satisface que 0 < 7 < 1, en-

n+l

tonces 7" se va haciendo cada vez més chico a medida que 7 crece, de modo que I tiende a cero
-r
. . . ; . 1 ,
cuando 7 tiende a infinito. Y asi llegamos a que la serie tiende a —=—, como querfamos mostrar.

1-r
- Maestro, voy a escribir bien todo para poder revisarlo en mi casa.

- Muy bien. Quizd te gustaria calcular cudnto da la serie geométrica de razén un tercio,

1 .
o sear = -. Escribila, por favor.

2 3 4 5 6
Y Clara escribi6 1+ : + (1) + (EJ + [1) + [EJ + [lj T
3'(3) "\3) "3) "3) "3

Problema 3.6. Calcular cudnto da esta serie, es decir, el valor de la suma total.

- Qué lindo. Nunca pensé que en un ratito iba a poder calcular varias sumas infinitas.

- Bueno, justo éstas que hemos visto se pueden calcular bien, pero otras pueden ser
extremadamente dificiles. Hasta ahora, mirando cudnto van dando las sumas parciales,
pudimos intuir o vislumbrar si la seria tiende a infinito o no.

- ¢Y no siempre es asi?

- No, Clara, para nada. Lo veremos ahora mismo. Analizaremos una serie que es bastante dis-
tinta de las anteriores, por lo que deberds estar muy atenta. En lugar de tomar los niimeros na-
turales, tomemos sus inversos, y consideremos la sucesién que forman, que la escribimos asi:

111111
, El §I Zl gl E, 7,...
Como siempre, los puntos suspensivos indican que sigue indefinidamente. También se
. o1 .
puede describir como la sucesién — donde 7 varia en el conjunto de los nimeros natura-
] N1 1 TS
les. El primer término es =, el segundo, > el tercero, 3 y en general, el término 7-ésimo
, 1 ,
es el nimero =, para cada niimero natural 7. ;Alguna pregunta?
- No, estd clarito cudl es la sucesién.
- Bien. Ahora pensemos en la serie, conocida como serie arménica. Es decir:
It =+t 4= =+ =4 A +... la serie arménica
Comencemos a calcular las llamadas sumas parciales de la serie, que van dando los siguien-

tes niimeros: primero el 1; segundo tenemos 1 + 1/2 = 3/2; luego hacemos 1 + 1/2 + 1/3,
que da 11/6; continuamos con 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 25/12; etc. Apuntamos a saber si
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tiende a infinito o a algtin nimero finito.

- Maestro, jse puede hacer alguna de las manipulaciones algebraicas de la clase pasada
para tener una expresién de las sumas parciales?

- No, que yo sepa. Por eso, esto se presenta, a priori, como dificil. Primero vamos a ana-
lizar la serie numéricamente, es decir, calculando cudnto van dando aproximadamente las
sumas parciales, y tratando de ver si crecen mucho o no.

- :Saco mi calculadora, Maestro?

- Si, claro, la vamos a usar, y también necesitamos una computadora, aunque me temo que
no serdn suficientes- comentd el Maestro en voz apenas audible-. Comencemos, Clara. Al
principio las sumas parciales van creciendo relativamente a buen ritmo a medida que suma-

mos los términos. Al comenzar, pasamos de 1 a 3/2, o sea, a 1,5, luego al % =1,833, luego

25 o Lo
a =~ =2,0833. Pero cuando ya hemos sumado muchos términos, al sumar el siguiente no

logramos modificar mucho la suma. Por ejemplo, el término nimero 1.000 es 1/1.000, o sea,
0,001. De modo que sélo modificamos la suma en el tercer digito después de la coma. Si pen-
sis en el millonésimo término, el nimero a sumar serd 1/1.000.000, o sea 0,000001, que es
muy pequeno, y sblo modificards el sexto digito a la derecha de la coma, sestds de acuerdo?

- Si. Se estd complicando, pero creo que lo entiendo. Siga, Maestro, por favor.

- Si sumamos los diez primeros términos, tenemos 1+1/2+1/3+1/4+...+1/10. ;Por favor,
podés calcular su valor numérico aproximado?

Usando velozmente su calculadora, Clara respondié:
- Da7.381/ 2.520, que es aproximadamente 2,928968254.

- Bien. Aumentd, pero no mucho. Si seguimos sumando, tantos términos como quera-
mos, shasta dénde podremos llegar? ;Podremos superar cualquier niimero grande, por
mds grande que éste sea? Por ejemplo, ;podremos alcanzar el 10? ;Y el 100? ;Qué te
parece? Dicho de otro modo, la gran pregunta es si esta serie tiende a infinito o no.

- Parece muy interesante. Pero no lo sé. Esto es nuevo para mi.

- Es verdad. Tenés que tomarte tu tiempo para asimilarlo. Recordd que lo que tenemos es una
tira muy larga de nimeros, tan larga, que no termina, y que los debemos ir sumando, ordenada-
mente. Y tenemos que intentar deducir si esa suma puede llegar a superar el nimero 100 o no.

- Maestro, entiendo la pregunta. Pero tengo que hacer muchas cuentas para ver qué va
sucediendo con esta serie.

- Clara, no es dificil escribir un programa que haga estas sumas. Sélo lleva unas pocas lineas.
Por ejemplo:

n := 10 (n representa la cantidad de términos que vamos a sumar)
sum := 0

. 1
ara 7 desde 1 hasta 7 hacer sum := sum + =
Para j desde 1 hasta # h
mostrar el valor de “sum” J

mostrar el valor de “sum” en notacién decimal.
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Clara escribié el programa (de sélo cinco lineas) en su computadora.
- Hagamos correr el programita -dijo el Maestro.

- La respuesta en la pantalla es: 7.381/ 2.520 = 2,928968254.

- Debemos interpretar el resultado asi: los primeros diez términos de nuestra serie suman
7.381/ 2.520 que es igual, o aproximadamente igual, a 2,928968254. Ahora, simple-
mente cambiando el valor de 7 en la primera linea del programa, por ejemplo de 10 a
100, obtendremos el valor de la suma parcial de los primeros cien términos de la serie
armoénica. ;Querés hacerlo Clara?

Clara puso 7=100 y obtuvo la respuesta
14.466.636.279.520.351.160.221.518.043.104.131.447.711 /
/2.788.815.009.188.499.086.581.352.357.412.492.142.272 igual (aprox.) a 5,187377518

Luego, fueron calculando los valores aproximados de las sumas parciales para los primeros
1.000 términos, los primeros 10.000 y el primer millén de términos. Al principio, la com-
putadora respondi6 rdpidamente, pero luego empezé a demorarse bastante. Se dieron cuenta
que tardarfa mucho intentar con 10 millones. Escribieron los resultados en una tabla:

cantidad de terminos 10 100 1.000 = 10.000 ' 100.000 ' 1millon
valor suma parcial | 2,92896 ' 5,18737 | 7,48547 | 9,78760 | 12,0901 14,3927

- Tarda mucho, Maestro. Y solo hemos logrado sumar algo menos que 15, con el primer
millén de términos.... {Es poquisimo!

- Me alegro que hayamos escrito el programita y la tabla, Clara, aunque los resultados en este
caso no nos permiten saber la respuesta, ni siquiera intuirla.

- Mirando la tabla no soy capaz de decir nada, porque le estd costando muchisimo crecer.
Super6 el 10, pero estd lejisimos del 100. Aunque la serie sigue creciendo un poco, creo que
no vamos a poder contestar su pregunta Maestro.

- iPodremos Clara! Esta es otra maravilla de la matemdtica. Es capaz de mostrarte cosas que
parecen muy dificiles, pero cuando encuentras un buen camino, se tornan sencillas. Como
ves, en este caso el conocimiento de las primeras sumas parciales no nos ha servido de mucho.
Seguimos desorientados. Pero una idea ingeniosa nos daré la respuesta de si la serie arménica
tiende a infinito o no. ;Qué crees que ocurre?

- Crece muy poco, parece que no va a tender a infinito, pero realmente no lo sé.
S P I 1
- Mir4, si sumamos el tercer término y el cuarto término, da algo que es mayor que 2> pues

1.1 1 1 1 ]
377 4 4 4 > Hacemos lo mismo con los siguientes cuatro términos. Sa-
111111 1 1

1 1 1
bemosqueg §6 y > ,porlotantotenemosque5+6+7+8>8+8+8+8 >

{Te das cuenta cémo va func1onando?

lucgo Ly

- Mds o menos.

- Espero que el siguiente grifico sea muy ilustrativo:
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11111111 1 1 1 1 1 1 1
It S St o ot S ot ot —+ — o —F— F — + — + —
2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
L p—
51 1 1
=3 >E > >E

Si vas juntando los términos de a dos, de a cuatro, de a ocho, de a dieciséis,...., siempre
se consigue sumar por lo menos un medio.

- Ahora lo entiendo {Qué bérbaro, Maestro! Entonces llega a 100!

- Si. La suma supera el cien, y también el mil, y también el 10 mil, etc. Por lo tanto,
esta serie tiende a infinito. Como vimos, lo hace muy lentamente, pero lo hace. ;Te ha
sorprendido la demostracion?

- §i, no me la esperaba. Ahora, ;no es raro, Maestro, que sume tan poquito, y sin embar-
go se agrande tanto como queramos?

- Si, es un caso bastante especial. Pero fijate que son infinitos términos. Si bien se van
haciendo muy chiquitos, ellos alcanzan para sumar mucho, como vimos. Esta serie ar-
monica es una de las series mds interesantes que hay.

Problema 3.7. Hallar un niimero 7 tal que la suma de los primeros 7 términos de la serie
armonica sea mayor que 25.

[Ayuda: juntar 50 pedacitos de la serie como en el dibujo, de modo que cada uno sume
un medio o mayor que un medio.]

0 3.6. jLos nimeros racionales
son numerables! ... ;y los reales?

- Antes de comenzar, Clara, te propongo que llamemos
numerable a cualquier conjunto cuyos elementos se pue-
dan numerar como primero, segundo, tercero, cuarto,
quinto,..., y de ese modo se llegue a numerar o nombrar
a todos sus elementos, es decir, un conjunto coordinable
con el conjunto de los niimeros naturales N. Por ejemplo,
el conjunto de los ntimeros enteros Z es numerable.

Definicion. Un conjunto se dice numerable si es coordinable
con N, es decir, si se puede establecer una corresponden-
cia biunivoca entre los nimeros naturales y sus elementos

La palabra “numerable” tiene sentido para un conjunto
p p )
coordinable a N, porque a través de la correspondencia

Una aventura por el infinito




10

biunivoca entre Ny el conjunto, se puede hacer una lista con los elementos del conjunto, que
comienza y no tiene fin, donde van apareciendo todos los elementos de dicho conjunto. Si
alguien fuera leyendo en voz alta la lista, entonces estaria nombrando a todos los elementos del
conjunto. ;Se entiende? A ver, ;podrias decir otro conjunto numerable que no sea N ni Z22

- Eh... si. Vimos que los naturales pares eran asi, ;no es cierto?

- Si, asi es. Hoy y la clase que viene me gustarfa que conversiramos sobre algo verdadera-
mente nuevo para vos. Primero, quiero que nos introduzcamos en los nimeros racionales
(o fraccionarios), y que averigiiemos si se los puede enumerar a todos. Luego, con cierta
audacia, iremos por los nimeros reales. Nos vamos a encontrar con que no es posible nom-
brar uno por uno a todos los nimeros reales, o dicho en otras palabras, que el conjunto R
no es numerable, lo que significa que no es coordinable con el conjunto N.

- Bien, Maestro. Ojald pueda entender todo lo que ha dicho, que parece muy interesante.

- Estoy seguro que si. No sélo eso, sino que tengo la esperanza de que termines maravi-
llada por la importancia y la belleza de los resultados que veremos hoy.

Clara sonrié ante estas palabras. Si bien apreciaba mucho estas clases, le resultaba dificil
creer que le podria pasar lo que el Maestro esperaba.

- ;Le parece, Maestro, que estos resultados son bellos?

- {Por supuesto! Comencemos ahora mismo. Recordemos que los niimeros fraccionarios

son de la forma — donde 7 y 7 son nimeros enteros, y 7 es distinto de cero. También se
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los llama rnzimeros mczomz[ex, y se denotan con una Q. Por ejemplo, tenemos 3 T

. m ’
etc. Si tomamos 7 = 1, entonces n no es otra cosa que un numero entero. Esto nos muestra

que los enteros son racionales, o equivalentemente, que el conjunto de los nimeros ente-
ros estd contenido en el de los niimeros racionales. En simbolos podemos escribir Z < Q.
De este modo, estd claro que hay infinitos racionales, ;verdad? Ahora, una pregunta muy
interesante es si los nimeros racionales son numerables o no. Es decir, si Q es un conjunto
coordinable a N o, si por el contrario, no existe una correspondencia biunivoca entre am-
bos conjuntos, en cuyo caso, resultaria ser mayor en cardinal, o sea, card Q > card N. Es la
misma pregunta que nos planteamos hace tiempo entre Z y N, ;te acordds?

- Si me acuerdo, Maestro.

- Bien. Claro que el conjunto Q es muy distinto a los anteriores en algunos aspectos.
Mientras que los niimeros enteros estin espaciados por intervalos de longitud uno, los
racionales estin por todas partes, son increibles, se meten en todos los intervalos. Si rea-
lizamos la representacién usual de los niimeros reales en una recta, entonces no importa
en qué punto de la recta te pares, tendrds nimeros racionales tan cerca como quieras.

- La verdad es que Q parece mucho mds grande que N. Si pienso, por ejemplo, solamente
en los medios enteros, o sea 1/2, 2/2=1, 3/2, 4/2=2, 5/2,..., parece que se corresponden
con los naturales, ;no es asi? Y solamente he usado los que tienen denominador igual a 2.
Después, puedo pensar en los que tienen denominador igual a 3, luego los con denomina-
dor 4, etc. Pero creo que con esto todavia no voy a poder contestar su pregunta.

- Estd muy bien tu observacién, Clara. De modo que una parte de Q -los racionales con
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denominador igual a 2- es coordinable a todo N. Pero como sefialaste, eso no contesta
la pregunta, porque lo mismo sucedia con Z, que result6 ser numerable. Si me dejds que
te ayude, te dirfa que intentaras nombrar a todos los nimeros racionales. Es decir, que
hagas una lista jdonde vayan apareciendo todos!

- Me estd diciendo que trate de ver que Q es numerable. jEs sorprendente!

- Asi es. Lo que estamos diciendo, es que es posible dar una lista -infinita, por cierto- con
todos los nimeros racionales. Al principio, asombra que puedas poner tantos nimeros en
una lista, pero si se piensa mejor, no hay mucha diferencia con el Hotel Hilbert, donde el
conserje era capaz de “meter” todos esos contingentes de infinitas personas en las habitacio-
nes del hotel. Los contingentes serian como los niimeros racionales, cada contingente un
denominador distinto, y las habitaciones del hotel como los niimeros naturales.

- Es un problema muy lindo, Maestro, y en este caso, me gustaria verlo bien, o como a
usted le gusta decir, ver una “demostracién”.

- Excelente. Esa es la forma en que realmente vas a entenderlo. Antes de escribir la co-
rrespondencia biunivoca entre N y Q, serfa mejor hacerla entre N y Q°, los ntimeros
racionales positivos. Luego, veremos sin dificultad que Q" y Q son coordinables, y de las
dos cosas resultard que Ny Q son coordinables. ;Estds de acuerdo?

- Creo que si.

- Bien. Entonces ayudame a hallar un modo de nombrar a todos los racionales positivos,
uno por uno, sin que nos olvidemos de ninguno. Hagamos un cuadro bien grande, con
filas y columnas. Primero ponemos los niimeros 1, 2, 3, 4, ... en la fila de arriba y también
en la columna de la izquierda. Estos nimeros serdn los que encabezan las filas y columnas.
Luego, en cada lugar del cuadro ponemos una fraccién, cuyo numerador es el niimero que
estd encabezando la columna y el denominador el nimero que estd encabezando la fila.
Fijate, Clara, que en el cuadro van apareciendo todos los racionales positivos. Por ejemplo,

el 7 esté en la tercera fila y séptima columna. Si te

digo el 12
2.009
Clara pens6 un poco. Este nimero no aparecia en

el cuadro que habian dibujado, porque no entraba
en el pizarrén. Entonces dijo:
_Fl 12

2.009
lumna y en la fila 2.009. Aunque no lo hayamos

escrito, es como si estuviera ahi.
12

2.009
quier otro numero racional positivo. De modo

que todos ellos se encuentran en este cuadro infi-

nito. Por supuesto que hay repeticiones. Por ejem-

plo, en la diagonal, encontramos siempre m_y
m

«dénde estard?

se encontrarfa en la decimosegunda co-

- {Bien! Dije pero podria haber dicho cual-

son todos unos. Pero lo importante para nosotros
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no son estas repeticiones, sino que en el cuadro
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estén todos los racionales positivos. Ahora, ;habrd alguna forma de nombrarlos? Es decir,
¢«cémo se podria organizar la tarea de ir nombrando a todos, uno por uno?

- A ver.... si voy nombrando los medios enteros, o sea, los de la segunda fila, creo que voy a
estar en problemas, porque la fila no se termina nunca, y todavia no he empezado a nombrar
los niimeros de la tercera fila, o sea los “tercios”, ni los “cuartos” de la cuarta fila, etc. Por eso,
estoy pensando si lo puedo hacer de otra forma.

- Vas a poder. Lo que tenés que evitar es quedarte en una fila o en una columna.
- Quizés. .. si voy nombrando primero el %, después el % y el %, luego %, % y %, y sigo
asi, spodria ser?

Clara marcé diagonales en el cuadro, unas iban desde abajo a la izquierda hacia arriba a la
derecha y otras en sentido opuesto. El maestro sonrié gratamente y dijo:

- Si. Comenzis desde el primer lugar, luego pasds a la primera fila segunda columna y recorrés
la diagonal que senalaste, luego vas a la tercera fila primera columna y subis por tu diagonal, y
asi seguimos. Cada vez que se termina una diagonal, continuamos por la siguiente, alternando
el modo de recorrerla. jEsta es una forma de ir nombrando todos los niimeros del cuadro!

- {Qué lindo!
- Si no hubiera repeticiones, ya habriamos demostrado que Q* es numerable.

- Pero ;qué pasa con los repetidos? -pregunté Clara queriendo entender esto-. ;Como serfa la
correspondencia biunivoca?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 - - Bueno, los repetidos no son importantes,

aunque molestan, es verdad. Pero vamos a sa-

e 4 Y)° 8/ cdrnoslos de encima. Una forma de establecer

) 7 9 la correspondencia biunivoca que buscamos, es

21/3 2 > A A/* /2 nombrar todos los racionales, por las diagona-

NN Y. A les, como lo estdbamos haciendo, pero ahora

3/3 3 /3 3 /3 sin repetirlos. Es decir, simplemente tenemos

. / 3 , 9 que saltear los que se repiten. Cada vez que

4a/2/ 4 4/ 2/4 4 llegamos a una casilla de nuestro cuadro con

s 1L A 7 8 9 un ndmero racional, antes de nombrarlo en

% 5/5/5 55 55 voz alta, debemos verificar que no lo hayamos

s |ANA 2 F ., 1 43 nombrado antes. Recuerda para este fin que

6/ 3/2/3/6 6 3 2

1L s s 89 123 _4_ Stambién3_%_9 _ e,
vy /1 1 7 707 2 4 6 8 2 4 6

s | A/1 15 37 89 de modo que si bien es una tarea ficil, no es in-

g 4/8 2 8 4 8 8 mediato decidir si un niimero ya aparecié antes

o| 1 L 1 45 2 7 8 0 no. Pero puede hacerse, y sélo requiere unas

9¥9 3 ¢ 9 3 9 9 cuantas comparaciones. ;Lo entendiste, ver-

dad? ;Podrias nombrar los primeros racionales

de nuestra lista sin repeticiones?
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-Si.Aver. 1,2, 1, 1 ahora no pongo el g porque es 1, que ya estd, asi que sigo con 3,
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ssigo? Ya me estoy cansando.
- No es necesario que sigas. Ya hemos tenido una muestra, pequefa pero suficiente,
de cémo se pueden ir nombrando todos los racionales positivos, eventualmente a cada
ndmero le llegard su turno.

Hay un gran teorema matemdtico, llamado Zeorema de Cantor-Bernstein-Schroeder, que
permite ahorrar inconvenientes como el de las repeticiones, y muchisimos mds. Es de
gran importancia y utilidad. Primero voy a tratar de mostrértelo intuitivamente, y luego
lo podremos enunciar formalmente. Ahora, recordemos esto: si tenemos dos conjuntos
Ay B que satisfacen que A estd contenido o es igual a B, y a su vez B estd contenido o es
igual a A, entonces, ;cémo deben ser Ay B?

- Ay Btienen que ser iguales -contesté Clara.

- Por supuesto. En simbolos, si A < B, B < A, entonces A = B. Lo que nos dice el teore-
ma es una variacién, mds general y sutil, de lo anterior. En lugar de tener como hipétesis
A < B, vamos a suponer que hay asignacién de A en B que no repite elementos. Es decir,
a cada elemento de A se le asigna (o se le hace corresponder) un elemento de B, y no se le
puede asignar el mismo de B a dos elementos distintos de A. Es como estar “metiendo” el
conjunto A en B, a través de dicha asignacién ;no te parece?

- Si, pero todavia no sé qué dice el gran teorema.

- Paciencia, Clara. La otra hipétesis que cambiamos es la de B < A por la de que haya
una asignacién de Ben A que no repita elementos de 4, es decir, a cada elemento de B se
le asigna uno de A, y a elementos distintos de B se les asignan elementos distintos de A.
Si tenemos estas dos hipétesis, scudl serd la conclusién del teorema?

- Lo estoy pensando.

- Bien. En otras palabras, lo anterior es equivalente a decir que de nuestros conjuntos A
y B sabemos que A es coordinable a una parte de B, y que B es coordinable a una parte
de A. ;Qué te parece que ocurre entonces? ;Cémo son Ay B?

¢ p q ¢ y

- Bueno, al principio es como si A4 fuera mds chico que B, pero después es como si B fuera
mds chico que 4, asi que creo que Ay B son iguales.

- ;A qué te referis con “iguales”? ;Querés decir coordinables?
Hhq g é
- Si, claro, quiero decir que A y B tienen que ser coordinables.
q q y q

- {Bravo! Lo comprendiste. Esta es una de las formas de enunciar el teorema, hay muchas
mds. No vamos a hacer una demostracién formal del mismo, pero lo vamos a usar, por
ejemplo, para demostrar nuevamente que N y Q' son coordinables. A pesar de que no
hemos enunciado todas las versiones de este teorema, me gustaria remarcarte lo esencial: si
tenemos dos conjuntos A y B, y hay algtin modo de ver que A es “mds chico” que B, y otro
de ver que B es “mds chico” que 4, entonces se puede concluir que Ay B son coordinables.
Me gustaria que intentes aplicar el teorema al caso de Ny Q*. ;Te animds?
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- 81, pero no sé si voy a poder completar la demostracién.

Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder. Si A y B son
conjuntos tales que A es coordinable a una parte de By - Vas a ver que si.

B es coordinable a una parte de A, entonces Ay B son
coordinables, o lo que es lo mismo, card A = card B.

- Bueno, lo intento. Hay una forma natural de meter
los naturales en los racionales positivos, asi que ya sa-
bemos que es como si N fuera mds chico que Q. Des-
pués, el recorrido que hicimos de las diagonales del cuadro nos dice que es como si N
fuera “mds de” *, ¢verdad?

grande” que Q, ;verdad?

- Si. Contintia

- Entonces, segtin lo que dijo usted sobre lo esencial del teorema, tenemos que Ny Q* son
coordinables.

- Lo has hecho muy bien. Ahora te dejo un problema para que pienses en tu casa, con ¢l se
completa la demostracién de que N y Q son coordinables.

22 Para

\\ resolver
K

Problema 3.8. Hallar una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los nimeros
racionales Q y el conjunto de los racionales positivos Q.

[Ayuda: considerar una numeracién 90 9y 95 9 9 - de Q, luego Q consiste del 0 y
de * q;» conj=1,2,3,4,5,..]

112

El Maestro estaba contento de ver coémo Clara lograba completar algunas demostracio-
nes complicadas. Luego de una pausa continuaron.

- Ahora, veamos otras formas de expresar el resultado de que Q es numerable. Creo que

q q
te gustardn. Una forma es mostrando que “la unién numerable de conjuntos numerables
es numerable”.

- ¢iCémo es eso!? -dijo Clara confundida, casi quejandose por lo dificil que le sonaba lo
enunciado.

- Te acordis de la unién de conjuntos, sverdad? Si consideramos dos conjuntos numerables A
y B, entonces su unién, AU B, también serd numerable. Es decir, si hay una forma de ir nom-
brando los elementos de 4, y otra de nombrar los de B, entonces habrd una forma de nombrar
todos los elementos que estén en cualquiera de esos dos conjuntos. ;Estds de acuerdo?

- Si, eso lo entiendo bien. Por ejemplo, puedo ir nombrando primero el primer elemen-
to de A, después el primer elemento de B, luego el segundo elemento de A, sigo con el
segundo de B, ahora el tercero de 4, el tercero de B, y asi sigo.

- Bien, Clara. En simbolos, podriamos ponerlo asi: si 4 = {a, a, a, a, a by
B = {bl, bz, bS, b4, /75, ...}, entonces a, bl, a, /72, a, b3, a, 64, a, 175, ... es una forma
de nombrar todos los elementos de la unién de A y B. Nuevamente, podemos tener el
problema de las repeticiones, puesto que puede haber elementos en Ay en B simultdnea-
mente que estarfamos nombrando dos veces. Pero eso se arregla, como lo hicimos con
las repeticiones en Q* en el cuadro.

Lo que te estaba diciendo antes, era que si en lugar de hacer la unién de sélo dos conjuntos
numerables A y B, hacemos la unién de tres, cuatro, o de una lista infinita de conjuntos
numerables 45 A,; A A Ag; ... entonces esta unidn también serd un conjunto numerable.
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- Ahora si entiendo lo que quiere decir.

- No es dificil demostrar esta afirmacién. En rigor de ver- es numerable.

dad, ya lo hemos hecho, sélo que puede haber pasado

desapercibido porque no era exactamente eso lo que estdbamos demostrando, sino algo
andlogo. En este caso, Clara, podemos proceder con las diagonales del cuadro ;te acordds?

- Bueno. Voy a pensar que los conjuntos A, A, AL A, As’ ..., son todos numerables, y
tengo que ver que puedo numerar la unién de estos conjuntos. Entonces voy a dibujar
un cuadro como el que hicimos antes. En la primera fila pongo los elementos de 4, en
la segunda los de A, en la tercera los de A, etc. Ahora, si los voy nombrando como hici-
mos antes con el cuadro de Q', creo que voy a nombrar a todos los elementos, ;no?

- Si, muy bien. Veo que has entendido que la unién de conjuntos numerables es numera-
ble, cuando tenés una lista de conjuntos, o sea, una cantidad finita o infinita numerable
de conjuntos a unir. Es un resultado que puede sorprender. Entusiasmados, podriamos
llegar a pensar, erréneamente, que todos los conjuntos son numerables. Pero pronto
veremos que el conjunto de los nimeros reales, R, no lo es. Por consiguiente, tendremos
al menos dos tipos distintos de infinitos, el llamado infinito numerable, que corresponde
a la cantidad de niimeros naturales, y un nuevo infinito, correspondiente a la cantidad
de ntimeros reales, a veces llamado el continuo, que es mds grande que el anterior. Ya los
hindues distingufan entre estos dos tipos de infinito jhace mds de dos mil anos!

- {Qué interesante! ;Cudndo veremos el infinito de los ndimeros reales?

- La semana que viene, Clara. Mientras tanto, podés tratar de resolver los siguientes
problemas. jAdids!

Problemas. Ayudar a Clara a resolver los siguientes problemas.

Problema 3.9. Probar que el producto cartesiano de dos conjuntos numerables es numerable.
[Nota: dados dos conjuntos A y B se define el producto cartesiano A X B como el
conjunto de los pares ordenados (4, 4), donde # pertenece a Ay & pertenece a B. En

simbolos: AxB={(ab):acAybeB}.]

[Ayuda: escribir una numeracién de A y otra de B y hacer un cuadro como el que

se hizo para Q"]
Problemas mas avanzados.

Problema 3.10. Si se hace el producto de 3 conjuntos numerables, ;es numerable también?
[Ayuda: AxBxC = {abc):acAbeB,ce Cise puede pensar también como (4 X B) X C.]

Problema 3.11. Mostrar que el producto finito de numerables es numerable. Es decir, mos-

trar que el producto cartesiano de una cantidad finita de conjuntos numerables es un
conjunto numerable.

Una aventura por el infinito
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Problema 3.12. Demostrar que el conjunto de los polinomios de grado 2 con coeficientes
enteros es numerable.

[Ayuda: estos polinomios son de la forma z . x* + 6. x + ¢, donde 4, &y ¢ son enteros,
a # 0. De modo que estdn totalmente determinados por los valores de 4, by ¢.]

Problema 3.13. Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes
enteros son numerables.

[Ayuda: este conjunto consta de los polinomios de grado 0, 1, 2, 3, 4,... por lo tanto es
la unién de conjuntos como el del problema anterior, que es numerable.]

Problema 3.14. Demostrar que el conjunto de los niimeros algebraicos, A, es numerable.

[Nota: los niimeros algebraicos son las raices de polinomios con coeficientes enteros.
. , . . . m ’
Contienen a los nimeros racionales, es decir A © Q, pues todo racional T s raiz del
polinomio de primer grado 7 . x - 7 en la variable x. Ademds, por ejemplo, V2, que no

es racional, también es un ndmero algebraico, pues es raiz de x* - 2, que es un polinomio
de segundo grado con coeficientes enteros.]

[Ayuda: se sabe que un polinomio de grado 7, con » € N, tiene a lo sumo 7 raices.
Probar primero que los nimeros algebraicos que son raices de polinomios de grado 7,
con 7 fijo, son numerables. Luego notar que el conjunto de los niimeros algebraicos es la
unién, variando 7, de los algebraicos que son raices de un polinomio de grado 7.]
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0 3.7. :Los nimeros reales
no son numerables!

- Clara, hoy es un dia importante, veremos que hay més de un tipo
de infinito en esta teorfa de cardinalidad que estamos considerando.
Demostraremos que los nimeros reales no son numerables. Prime-
ro, con un argumento que involucra longitudes de intervalos. Mds
adelante, con otras dos maneras de demostrar el mismo hecho, que
los reales no son numerables, y entonces vas a poder elegir cudl es la
que mds te gusta.

- Me conformaria con entender una, Maestro.

- Bien. En esta primera demostracion, ademds de los intervalos, necesi-
taremos usar el argumento llamado “reduccién al absurdo”, que consiste
en suponer que la afirmacién que se quiere demostrar es falsa, y a partir
de ahi llegar mediante razonamientos vélidos a algo absurdo, a una con-
tradiccion. Entonces la afirmacién no podia ser falsa, y por lo tanto se
concluye que la afirmacién debe ser verdadera. ;Lo entendés?
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- Mds o menos.

- Clara, cuando lo usemos en ejemplos concretos, lo aprenderds en seguida. Hay un punto
muy sutil al final del razonamiento que generalmente pasa inadvertido. En ese tltimo paso
del razonamiento se estd usando el llamado principio del tercero excluido, que dice que entre
una afirmacién y su negacién una de las dos debe ser verdadera. Si bien casi todos aceptan
este principio, algunas personas lo cuestionan. Nosotros vamos a aceptarlo, porque es lo
mds razonable, y ademds, nos permite avanzar mucho. Pero te repito que podés olvidarte
de todo esto, porque si bien suena complicado en abstracto, serd sencillo usarlo.

- {.Si !
Espero que si. ;Sigamos!

- Bien. Supongamos que los niimeros reales son numerables. O sea, que hay una enu-
meracion 7, 7,, 7,, 7, 7., ... de los mismos. En ella aparecen todos los niimeros reales sin
repetirse. Entonces, le asociamos alrededor de cada nimero 7, un pequefio intervalo en
la recta real, moviéndonos a partir de 7, un espacio de longitud o7 hacia la izquierda y lo

mismo hacia la derecha. O sea, estamos tomando el intervalo de los nimeros reales x que

satisfacen r; —2—1j <x<r, +2—1j, es decir, el intervalo de la forma (I’j ~5r Nt o7 ) para
cadaj=1,2,3,4,5,.... La longitud de cada pequefio intervalo es el doble de 1, o sea
1 1 2i

ETIRETES Fijate que, de acuerdo a nuestra suposicién inicial, todo nimero real per-
tenece por lo menos a uno de estos intervalos, puesto que todo niimero real es un 7, para
. . . 1 1 Lo
algtin j, y obviamente 7, pertenece al intervalo | r; — =, r; + = |. Por consiguiente, toda
J 21 7o
la recta real estd contenida en la unién de estos pequefios intervalos. ;Estds de acuerdo?

- Si, pero tengo dudas sobre cémo es la unién de los intervalos.

- Es simplemente la unién de ellos como conjuntos. Podés unir tantos intervalos como
quieras. En este caso hay una cantidad numerable de intervalos a unir, y su unién da

JeN
de el simbolo U significa unién, y debajo de él, j € N, significa que j varfa tomando
todos los valores de los nimeros naturales. Por otra parte, la longitud de la unién de dos
intervalos cualesquiera, es menor o igual que la suma de las longitudes de cada uno de
ellos. Por ejemplo, en este dibujo

_ 1 | | ) (1l ) (L S
D | [ H [ ) | | )y -
rZ r1

toda la recta real. En simbolos lo podriamos expresar asi: R = | J (f,- - Zi‘ T+ 2_1]} don-

ocurre que la longitud de la unién de los intervalos alrededor de 7, y de 7, es estrictamen-
te menor que la suma de las longitudes de dichos intervalos, mientras que la longitud de
la unién de los intervalos alrededor de 7, y 7, es igual a la suma de las longitudes de estos

intervalos. En simbolos:

1 1 1 1 1 1 1 1
long rl_E'rl+E U r2—2—2,r2+2—2 < long rl_E'r1+§ + long rz—?,rﬁz—z

Una aventura por el infinito




De este modo, la longitud de la unién de todos los intervalos es menor o igual que la suma
de todas las longitudes, o sea, que la suma de los ntimeros ,paraj=1,2,3,4,... ;Sabés
cudnto da esta suma?
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-:Cé 2
¢Cémo es lo que hay que sumar?

1 1 1 1

- Simplemente ittt 11,
2 2% 2% 2t 2°

- jAh! ;Esto da 2! Lo vimos después de “Aquiles y la tortuga”.

- §i, claro. También vimos que era la serie geométrica de razén un medio. Lo importante
es que da un nimero finito. Volviendo a los pequefios intervalos, estamos mostrando
que la longitud de la unién de todos ellos no supera al 2. ;No te parece que hay algo
extrafo?

- A ver... la suma da 2, pero al mismo tiempo estos intervalos cubren la recta de los
nameros reales, ;no? Entonces si hay algo raro. ;Muy raro!

- Por un lado, la longitud de la unién deberfa ser igual a la longitud de la recta real, que
como sabés no es finita. Por otro lado, recién dijimos que la longitud de esta unién es
menor o igual que 2. O sea que algo tan largo como la recta real nos ha dado menor
que dos. Esto es un absurdo. Una contradiccién! Escribimoslo en simbolos, asi no nos
quedan dudas. Te recuerdo que el simbolo X significa suma o sumatoria:

1 1
IOI]g(R) = IOﬂg jLEJN(rJ- —F , rJ- +2—Jj (1)
pero

1 1 1 1
long U(ﬁ‘;ﬂ*;)g z long (rj—y,rj+?)

jeN

1 1 1
Z IOI'lg (Fj—?,r]—+?) :Z F

jeN

por lo tanto
1 1
long||(r]-—F,l’j+?j32 (2)

De (1) y (2) resulta long (R) <= 2. Esto es absurdo, puesto que la longitud de R, la recta
real, es mayor que dos. ;Estds de acuerdo, Clara?

- Si . 4 >
Si, claro, pero... ;por qué pasa esto, Maestro?

- Esta contradiccién se produjo, justamente, por haber supuesto que los nimeros reales
eran numerables. Por lo tanto, jlos reales no pueden ser numerables! De modo que esta-
mos frente a un nuevo tipo de infinito, mayor al infinito de los nimeros naturales, o sea
mayor al infinito de los conjuntos numerables. ;Qué te parece?

- Me gusta. Creo que entendi lo del “ab-sur-do”. ;Estoy contenta por aprender esto!

- Bien. Ahora, sabemos que N y R son ambos infinitos pero no son coordinables, es decir que
card N < card R. Esto nos invita a hacer nuevas preguntas, nos abre el universo de “los infinitos”.
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- ;Hay otros infinitos?

- Hablaremos de eso en otra clase, Clara. Hoy, para terminar, te contaré sobre la pregun-
ta o el problema mds famoso en este tema, llamado la hipdtesis del continuo*. Sabemos
que card N < card R, ;verdad? Entonces naturalmente surge la inquietud: ;Existird algin
conjunto cuyo cardinal esté entre medio de estos dos? ;La entendés?

- Creo que si.

- Hemos visto, por ejemplo, que el conjunto de los nimeros racionales Q estd “entre”
Ny Ry tiene el mismo cardinal que N. Si empezds a pensar en conjuntos candidatos a
contestar afirmativamente la pregunta, pronto verds que todos tienen cardinal igual al
de Q o al de R, pero nunca entre medio de los dos. Veamos otro ejemplo, el conjunto de
los niimeros algebraicos, A, ;cdmo era su cardinal?

- Vimos que era el mismo que el de N.

- Bien, y eso que a primera vista A parece ser un conjunto muy grande, y cuesta encon-
trar ndmeros reales que no sean algebraicos. En los problemas, tendrds que demostrar
que el conjunto de los nimeros irracionales tiene el mismo cardinal que el de R. La
hipdtesis del continuo, Clara, afirma que no puede existir un conjunto cuyo cardinal esté
entre el de N y el de R. Cantor -el creador de la teoria de cardinales que estamos estu-
diando- intenté demostrarla durante mucho tiempo, pero no lo consiguié. Nadie lo ha
logrado, ni tampoco se ha podido mostrar lo contrario.

- Debe ser entonces un problema muy dificil.
Hipotesis del continuo: no existe un conjunto Y cuyo
cardinal esté estrictamente entre el de Ny el de R, es
decir, que cumpla que card N < card Y < card R.

- Si. Es mis dificil de lo que se pensé originalmente, de-
masiado dificil -el Maestro enfatiz6 la palabra demasia-
do, lo que hizo pensar a Clara que se trataba realmente
de algo excepcional-. Es tan dificil que...

Y se hizo un silencio por unos segundos, que a Clara le pareci6 larguisimo, luego el
Maestro dijo:
- iEs una pregunta imposible de contestar!

-;Cémo? ; i0? ; 6
¢Cémo? ;En serio? ;Por qué?

- Se debe a ciertos resultados muy profundos de la légica matemdtica. Kurt Gédel demostro,
a mediados del siglo pasado, que siempre habrd afirmaciones indecidibles, es decir, que no
podrdn ser demostradas, ni refutadas, o equivalentemente, que no podremos decidir si son
verdaderas o falsas. Tal vez esto nos deje con una sensacién de vacio o inseguridad. Sin embar-
go, podemos asumir una de las dos opciones, que es verdadera, o que es falsa, y en ninguno
de los dos casos encontraremos contradicciones. Luego Paul Cohen completé la demostra-
cién de que la “hipétesis del continuo” es una de estas “afirmaciones indecidibles”.

- Me cuesta entenderlo, Maestro. Yo pensaba que, con tiempo, todas las afirmaciones
podrian ser contestadas. ;No es asi?

’La Hipotesis del Continuo fue formulada en el siglo XIX por el célebre matemético aleméan Georg F. L. Cantor, quien también fue el
creador de la idea de cardinalidad de conjuntos que estamos siguiendo aqui. En el afio 1900, Hilbert propuso éste como el primero en
su famosa lista de 23 problemas.
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- Te comprendo porque a mi me sucedia lo mismo. Uno tiende a pensar que todo enun-
ciado es susceptible de ser verificado. Pero Godel dejé boquiabiertos a todos con semejante
conclusién. La hipétesis del continuo no es verdadera ni falsa. Notable, ;no creés?

- Si, seguro. Entonces Cantor estuvo trabajando muchisimo en algo que jamds iba a
poder contestar.

- Asi es. Hay que saber que la matemdtica, maravillosa como es, también puede dar
grandes frustraciones, y no solamente por estos casos tan elevados.

- 'Y ademds de los cardinales de N y R, ;hay otros infinitos?, ;0 eso tampoco se podrd
saber nunca?

- iClaro que esto se puede saber! ;Y se sabe! {Hay infinitos tipos distintos de infinito! Lo
averiguaremos juntos dentro de un par de clases.

- {Qué bueno! {Hasta la semana que viene!

Clara se fue pensando en lo que habia aprendido. Sentfa que eran cosas importantes,
porque finalmente el infinito comenzaba a retirar ese enorme velo que lo habia cubierto
durante tanto tiempo, para que ella pudiera admirarlo, y comprender algunos de sus
aspectos. Ahora, ya sabia bien que habia dos conjuntos infinitos cuyos infinitos eran
esencialmente distintos. ;Y esperaba seguir aprendiendo!

Problema 3.15. Demostrar que el conjunto I de los niimeros irracionales no es numerable.
[Nota: recordar que todo niimero real es racional o irracional, y no puede ser ambas
cosas a la vez. Es decir, R = QUI, donde la unién es disjunta].

[Ayuda: razonar por el absurdo, es decir, suponer que I fuera numerable, y llegar a que
entonces R serfa numerable].

Problema 3.16. (Dificil). Demostrar que I es coordinable a R.

[Nota: esto es en realidad un caso particular de un Teorema que vale para cualquier
conjunto infinito D no numerable al que le quitamos un subconjunto B numerable.
Es decir, el teorema afima que: si B < D, siendo B infinito numerable y D infinito no
numerable, entonces D — B y D son coordinables].

[Ayuda. Realizar los siguientes pasos:

(i) considerar una numeracién &, 6,, b, b,, b, ... de B;

(u) cons1derar otro subconjunto numerable C de D disjunto de B, y una numeracién
.de G

(111) deﬁnlr una correspondenaa biunivoca entre C y BUC;

(iv) definir la correspondencia de D — B a D mediante la siguiente regla: si el elemento

de D — B no estd en C, entonces se le asigna el mismo elemento en D; y si estd en C, se

le asigna el elemento de BUC de acuerdo a la correspondencia hallada en (iii);

(v) demostrar que la asignacién definida en (iv) es una correspondencia biunivoca].

Problema 3.17. Los nimeros reales que no son algebraicos son llamados nimeros trascendentes,
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de modo que R es la unién disjunta de los algebraicos y los trascendentes. Demostrar que los
trascendentes son coordinables con los reales.

0 3.8. El método de la diagonal de Cantor

- Clara, ;qué te parecié la demostracién que hicimos de que los
numeros reales no son numerables?

- Me costé al principio, pero después la entendi. {Me gustd!

- A mi también me gusta esa demostracién. Es elemental, aunque
tiene sus dificultades, porque asume que se pueden identificar to-
talmente los niimeros reales con los puntos de una recta y aparecen
conceptos geométricos, como longitudes de segmentos. Hoy abor-
daremos el mismo problema, aunque usando otros elementos, como
la escritura decimal de los nimeros reales y una idea muy ingeniosa,
llamada el método de la diagonal. La propuso Cantor y mostré por
primera vez que los conjuntos N y R tienen distintos cardinales. Es
posible que te guste més que la demostracién anterior.

- ;Es como las diagonales que usamos para ver que Q era numerable?

- No. Esta es otra diagonal. Es la diagonal - dijo el maestro con cierto
orgullo por *presentarla-. Pero es bueno que te acuerdes de las otras por-
que el cuadro es el mismo. Esta diagonal es una sola, la principal, que
comienza en la esquina superior izquierda del cuadro, va hacia abajo a la
derecha, y contintia indefinidamente. ;Estés lista para comenzar?

- §i, claro. Lo tnico que me preocupa es que no sé bien lo de la
escritura decimal de los ntimeros reales que usted dijo que me va a hacer falta.

- No te preocupes. Veremos lo necesario para comprender esta demostracién. Comencemos
por la idea bdsica que es tan simple como ingeniosa. Hagamos un cuadro como los anterio-
res, aunque en principio lo haremos finito, digamos de 4 x 4. Ahora en lugar de completarlo
con niimeros racionales o con pares ordenados, como hicimos antes, lo llenamos con sim-
bolos, sélo dos para comenzar: O y X. Es decir, cada lugar o entrada en el
cuadro sera O o X. Cuando un cuadro esté lleno, nuestra tarea serd armar O X X
una nueva fila fuera del cuadro, que sea distinta a todas las filas del cuadro.
El método de la diagonal nos provee una forma poderosa de hacerlo: se
arma una fila que se distingue de la primera fila del cuadro en el primer
elemento, de la segunda fila en el segundo elemento, de la tercera fila en
el tercer elemento, y de la cuarta en el cuarto. Por ejemplo, en este cuadro
4 x 4, ;podrias armar una nueva fila como dijimos?

x O X
© O X
< O O
O X O X

- Creo que si. Tengo que armar mi fila que empiece con X para que sea distinto de O,
que es el primer elemento de la primera fila. Después, como en la segunda fila aparece X
en el segundo lugar, tengo que poner O. Después pongo X, y al final de nuevo X. Queda
asi: X O X X. ;Estd bien?
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- Muy bien. Ahora quiero que pienses por qué la fila que hiciste es distinta a las filas del
cuadro. ;Puede ser igual a la primera fila?

- iNo!

- ¢Por qué?

- Porque mi fila empieza con X y la del cuadro con O.

- iBien! ;Y a la segunda fila del cuadro, puede ser igual?

- No, porque mi fila tiene O en el segundo lugar, y la del cuadro tiene X.

- Asi es. En general, la fila armada mediante el método de la diagonal no puede ser igual
a ninguna de las filas del cuadro, porque al compararla con la primera fila, sabemos que
tienen el primer elemento distinto, al compararla con la segunda, tienen el segundo
elemento distinto, y asi sucesivamente. De modo que la fila que construiste es distinta a
todas las anteriores. ;Esto también valdria en un cuadro con infinitas filas y columnas en
lugar de un cuadro 4 X 4 como el que dibujamos?

- A ver... si, creo que si, ;por qué no?

- Si, funciona de la misma manera. S6lo debemos seguir el mismo procedimiento. Ahora, si
en lugar de tener inicamente los simbolos O y X tuviéramos mds simbolos, por ejemplo, los
digitos decimales ;funcionaria también? ;Podrias construir una fila distinta de las demds?

- Si, y hay mds posibilidades para armar mi fila. Con dos simbolos tenfa una sola posibi-
lidad de armar la fila en la forma que usted queria.

- Muy bien. Este es el “método de la diagonal”, Clara, jasi de simple!
- ;Y nos va a servir para algo tan importante?
¢ g p

- §i, claro. A veces una combinacién de ideas simples como ésta, puestas en el orden apro-
piado, logran grandes resultados Ahora, en lugar de completar los casilleros del cuadro
infinito con los simbolos O y X los llenaremos con digitos, o sea con los simbolos 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8y9. Ademis, en lugar de mirar cada fila como una simple hilera infinita de
digitos, la identificaremos con un niimero real en el intervalo [0,1]. Si la fila es de la forma
44,44, 4, .. entonces se identificard con el nimero real 0 =0, 2, 4, 4, a, a; ... Recipro-
camente, si tenemos un ndmero real o en el [0,1], es decir, 0 <o < l entonces 0 tiene una
expresién o desarrollo decimal de laforma a=0, 2, 2, 4,2, 4,4, a,...,donde a, a,, a,, a,,

son digitos y los podemos poner en una fila del cuairo, entonces a fila representara al

numero a. ;Lo entendés?

- Creo que si. ;No importa que no aparezcan en el cuadro el cero y la coma que van al
principio del nimero?

- Bueno, ellos no son necesarios cuando solo estamos hablando de nimeros reales entre 0
y 1. Si sabemos que el nimero comienza siempre con un cero, la coma, y luego los digitos,
entonces podemos olvidarnos del cero y la coma y escribir solo los digitos. Vale la pena
mencionar que el desarrollo decimal se corresponde con una serie. El digito 2 que uno ve en

a.
el lugar j después de la coma, corresponde a la fraccién 10—'J., y se cumple que a es igual a la
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& @ & & & & &
10 10% 10% 10* 10° 10° 107
En un caso extremo, como serfa tomar todos los digitos iguales a 9, esta suma infinita serfa la serie

a.
suma infinita de las fracciones 10_]’" es decir g =

geométrica de razon 9 que vimos y sabemos que suma 1. Es decir, se cumple que 0,999999...=1
;Te sorprende?
¢

- Si. Parece mentira que un niimero empiece con “cero coma’ y termine dando uno.
Aunque me estoy acostumbrando, Maestro, porque con aquella serie que sumaba 2
también pasaba lo mismo: siempre la suma finita estaba por debajo de 2, pero usted dijo
-y me convencié- que daba 2.

- Bien. Pero entonces, jel uno tiene dos desarrollos decimales distintos!

- iClaro! No me habia dado cuenta de eso. Creo que pensaba que cada niimero tenfa una
expresion decimal y no mds.

- Hay nimeros que admiten dos desarrollos decimales distintos. Otro ejemplo es el %,
scémo se escribe en notacién decimal?

- Se escribe como 0,5. Si. Sin embargo, también vale que % =0,49999999... con infi-
nitos nueves.

Casi todos los ntimeros reales tienen un tnico desarrollo decimal y s6lo algunos tienen dos.
Nunca tienen més de dos. Ademds, los niimeros que tienen dos desarrollos son aquellos
con un desarrollo decimal finito que se corta, como por ejemplo 0,24 , y entonces el otro
desarrollo es simplemente cambiar el tltimo digito no nulo por uno menos y poner infini-
tos nueves a continuacién. ;Te animds a dar el otro desarrollo decimal de 0,242

- ;Puede ser 0,2399999... ?

- Muy bien. De modo que los niimeros que admiten dos desarrollos decimales distintos tienen
infinitos nueves a partir de un momento, o infinitos ceros. Pero conviene que dejemos los
desarrollos decimales para otra oportunidad, luego te dejaré un lindo problema para tu casa,
que serd pensar cudles son los nimeros reales que tienen desarrollo decimal que se corta.

- Lo haré, Maestro, me gustaria entender bien eso.

- Ahora, volvamos al cuadro, llenémoslo con una lista (infinita) de niimeros reales a, 3,
Y, 8, € ..., que tienen desarrollos decimales @ =0, 2, 2, 2, 4,4, a a.... ,B =0, b b, b,

bbb b, ,y=0,c ¢, c c ccc,..ycontintan indefinidamente.

De modo que nuestro cuadro infinito representa ahora una
sucesién de ntimeros reales, cada uno de ellos en el intervalo ~ *
[0,1]. ;Se podré elegir otro niimero real entre 0y 1 distinto P
a todos los del cuadro? Esto, Clara, es parecido aloquete v |C C, C3 €, Cg
pedi de armar una fila distinta a las del cuadro 4 x 4. 5

€

- Con lo que vimos de la diagonal principal se puede elegir
una fila distinta de todas estas, jverdad?

- Si, se puede.

Una aventura por el infinito




-Y el ntimero real correspondiente a esa fila va a ser distinto a los demds, salvo que justo
pase eso raro de los dos desarrollos distintos.

- Dejame que te ayude, Clara. Para armar nuestra fila infinita en cada paso podemos
elegir un digito que sea distinto al de la diagonal y también distinto de 0 y de 9, y asi
nos aseguramos que la fila construida representard un niimero distinto de los demds, sin
importar lo de uno o dos desarrollos decimales. ;Estds de acuerdo?

- Si, aunque después lo voy a pensar de nuevo en mi casa.

- Sigamos con la idea de la demostracién. En otras palabras, cada vez que alguien haga
una lista 0, B, v, 9, €, ...de ntimeros reales en el intervalo [0,1] nosotros seremos capaces
de encontrar otro niimero real entre 0 y 1 que no estd en dicha lista. En consecuencia, no
se puede hacer una lista completa de los nimeros reales del [0,1] o, equivalentemente,
iel [0,1] no es numerable!

- {Qué bueno! Creo que esta demostracién me gusta mds que la anterior. Pero, todo el
tiempo usamos el [0,1]. ;Cudndo aparece R?

- Pensd y te vas a dar cuenta. Si no podés enumerar los niimeros reales del intervalo [0,1]...

- iClaro! Me podria haber dado cuenta antes. El [0,1] estd contenido en R, asi que si no
se pueden enumerar los elementos del conjunto mds chico, entonces tampoco se pueden
enumerar los del mds grande.

- Muy bien. Eso es suficiente para completar la demostraciéon de que R no es numerable
por el método de la diagonal. Voy a agregar s6lo una cosa mds: para este fin, un intervalo
de la recta real como el [0,1] y el conjunto R completo es como si fueran iguales porque
veremos en uno de los problemas que son coordinables entre si. jAdiés Clara!

- Adiés Maestro, hasta la semana que viene.

Problema 3.18. Si los simbolos permitidos son I, O y X,
decidir cudl de estas tres filas ha sido obtenida aplicando el X 11 X0
método de la diagonal (ver cuadro). X 0O 0 I X
O 0 X | O
HOOXIO @()XXOOI (i)OXIOI I 0 X | X
Problema 3.19. (a) Hacer el desarrollo decimal de los si- X I X 0 X

1.17.1.13. 9. 21
3'200 7 47 257 12
(b) Notar que si al descomponer el denominador los tinicos nimeros primos que aparecen

guientes numeros fraccionarios:

son 2 y 5 entonces el desarrollo es finito. Por ejemplo: % tiene denominador 20 = 2% X 5.

(c) En los otros casos el desarrollo es infinito. Cuando en el denominador aparece un fac-
tor primo distinto de 2y 5 como 3, 7, 11, 13, 17, etc. y la fraccidn estd escrita en forma
irreducible (o sea, no se puede simplificar nada entre el numerador y el denominador).
(d) Concluir que los tinicos niimeros reales que admiten un desarrollo decimal finito son
los fraccionarios cuyo denominador (ya escrito en forma irreducible) es de la forma 2/. 5%,
con jy k enteros no negativos.
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Problema 3.20. (i) Probar que los intervalos reales (0,1) y (0,2) son coordinables.

[Ayuda: considerar la correspondencia del (0,1) en el (0,2) que a cada x en (0,1) lo
multiplica por dos, es decir x+— 2 . x ].

(i) Probar que el (0,1) es coordinable al (—7; 2]

[Ayuda: usar la correspondencia x, , 7 -x— 1.
(iii) Aceptar que hay correspondencias, como por ejemplo la funcién trigonométrica
llamada tangente, que llevan el intervalo real -%,%) en el conjunto R en forma biuni-

voca. Concluir, que el (0,1) y R son coordinables.

0 3.9. ;Hay infinitos tipos de infinito!

- Clara, jsabés lo que significa partes de X, cuando X es un con-
junto cualquiera?

- No. ;Deberia saberlo?

- No, no deberias. Pero nos serd de gran utilidad. Tenés que pensar
en los subconjuntos de X, en todos ellos. Esto incluye al conjunto
vacio y al mismo X, llamado el conjunto total. El conjunto de las
partes de X, o dicho brevemente “partes de X”, es simplemente el
conjunto formado por todos los subconjuntos de X. Hay que ser
cuidadosos porque lo que eran conjuntos -los subconjuntos de X-
ahora pasan a ser elementos de este nuevo conjunto. Por ejemplo:
si X es el conjunto formado sélo por dos elementos, digamos py ¢,
es decir, X = {p, g}, ;como serd el conjunto “partes de X?

- Bueno, tengo que pensar en todos los subconjuntos de X, asi que {p}
es uno, y {g} es otro. Estos tienen solamente un elemento cada uno.

- Bien. Te faltan.
- 8i. Usted dijo que el vacio y el mismo X debian estar, ;verdad?

- Si. La convencién es ponerlos como subconjuntos de X. Con
esos cuatro terminaste. Es decir que partes de X, denotado P (X),
es un conjunto con cuatro elementos en este caso que
son los que mencionaste: {}, {g}, el conjunto vacio, que

se denota con el simbolo @, y X, el conjunto total. En Definicion. Dado un conjunto X, se llama partes de X
simbolos podemos escribir: al conjunto formado por todos los subconjuntos de X.

En simbolos, P (X)={A:Ac X}
P{p.q})=1{9,{p}, {a}, {p,a}}
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Si ahora X tuviera tres elementos, ;cudntos tendria P (X)? Supongamos que: X = {p, g, 7}
- Hay muchos ahora. Estdn {p}, {4}, {7}, {p, 4}, {p, 7, {9, 7}, {p, ¢, 7}, ademds del vacio.
Creo que no hay mds.

- Muy bien. ;Cudntos son entonces?

- Son 8, Maestro.

- Quiere decir que cuando el cardinal de Xes 2, el de P (X) es 4, y cuando el de Xes 3, el
de P (X) es 8. ;Qué pasa si X tiene 7 elementos? ;Cudl serd el cardinal de P (X)?

- A ver. Va creciendo muy rdpido. No estoy segura.
- Pensd el caso en que X tiene 4 elementos, por favor.

- En ese caso, hay 4 subconjuntos con un solo elemento, hay 6 con dos elementos, hay
4 con tres elementos y 1 con cuatro elementos, que es el mismo X, y como siempre, el
vacio. Oseaqueson1+4+6+4 +1=16.

- Bien, voy a hacer un pequeno cambio en lo que escribiste. -el Maestro cambié el 16
por 2%, y continué- ;Esto te dice algo? El cardinal de X era 4, y el de P (X) resulté ser 2%,
Antes tenfamos cardinales de P (X) iguales a 4 = 2%y 8 = 2%,

- Ah, claro. Parece que siempre daasi. O sea, si X tiene 7z elementos, entonces P (X) tiene 2".
Estoy haciendo las cuentas con los siguientes nimeros y dan bien.

- Asi es. Esto se puede demostrar, por ejemplo, usando el principio de induccién, o si
prefieres, la combinatoria que nos ofrece una demostracién preciosa. Hagdmosla para
el caso X = {p, g, 7}, pero vale en general. Cuando tomaste el subconjunto {p}, podemos
pensar que asignaste un 1 a p, un 0 a gy un 0 a 7. Cuando tomaste el subconjunto {p, g},
pensamos que asignaste un 1 ap,otro lag,yunOar. Es decir:

{p}—(1,0,0)
{p.a}—(11,0)
En general, dado un subconjunto se asignan unos a los elementos del subconjunto y ceros

a los que no pertenecen al subconjunto. De este modo, los subconjuntos de X estdn en
correspondencia biunivoca con las -en este caso- ternas de ceros y unos. Es decir:

P (X) < {ternas de 0 y 1}

Es ficil contar cudntas ternas asi hay: tenemos dos posibilidades, 0 6 1, para el primer
lugar en la terna; también dos posibilidades, 0 6 1, para el segundo lugar; y lo mismo
para el tercero. Estas posibilidades son independientes entre si, es decir, tener 0 6 1 en
una posicién, no afecta al nimero que aparezca en las otras posiciones. Por lo tanto, hay
2 x 2% 2 =27 ternas distintas de ceros y unos. En general, si el cardinal de X'es 7, entonces

habra 2x2x---x2=2" posibilidades de elegir 0 6 1 en cada una de las 7 posiciones, y por

n
lo tanto hay 2” elementos en P (X). ;Lo entendiste, o fuimos demasiado rdpido?
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Clara contesté que lo habia entendido, a pesar de la velocidad, mientras el Maestro es-
cribia el siguiente recuadro en el pizarrén:

card P (X) = 2cardX

y continuaba diciendo:
- También se puede escribir asi lo que dijimos. ;De acuerdo?
- Si. Es un poco abstracto asi, pero no hay problema.

- Ahora, que ya sabés el significado de partes de un conjunto, vamos a considerar con-
juntos infinitos. Cuando X es infinito, es obvio que P (X) serd también un conjunto
infinito. Por ejemplo, siempre estdn los subconjuntos formados por un solo elemento
de X, o sea los de la forma {x}, donde x pertenece a X. Asi que, si X es infinito, P (X)
también. Ademds, si comparamos sus tamafos, vemos que X es como si estuviera den-
tro de P (X), mediante los subconjuntos {x}. Naturalmente, nos podemos preguntar si
P (X) serd esencialmente mds grande que X, o si podrian llegar a ser coordinables. ;Tenés
alguna intuicién sobre esto, Clara?

- En el caso finito vimos que el cardinal de P (X) es igual a 2%, o sea, mucho mds
grande que el de X. Pero en el caso infinito se complica, tal vez siga valiendo que
card P (X) > card X, pero la verdad es que no sé la respuesta.

- De acuerdo a lo que dijiste, estds muy cerca de adivinarla. El primer -y muy interesan-
te- ejemplo que podemos pensar es cuando X es N. Veremos bien cémo es P (N) y su
cardinal. Comencemos por hacer la observacién de que a cada subconjunto S de N se lo
puede identificar con una sucesién infinita de ceros y unos, al igual que como hicimos
recién con los subconjuntos de X en el caso en que el cardinal de X era 3. Mds precisa-
mente, Sen P (N) se identifica con una sucesién 7, ¢, #, ¢, £t ¢ ... donde cada 7, vale cero
o uno para cada 4, de acuerdo a la siguiente regla: #, es 1 si el elemento 4 pertenece al

7
subconjunto S, y t,es 0si k no pertenece a S. En simbolos:

Sot,t,, b, 1, t, 4, t, ... donde
t,=1si keS,y t, =0sikeS

Por ejemplo, si S es el subconjunto de los ndmeros pares, entonces la sucesién que le
asociamos sera la 0; 1; 0; 1;0; 1; 1; 0..., si Ses el subconjunto vacio, en la sucesién aso-
ciada son todos ceros; si S es el total, N, entonces la sucesién que le corresponde tiene
todos unos; si S ={3, 4, 5, ...}, la sucesién es 0; 0; 1; 15 15 0; 0; O; ...y siguen todos ceros.
Ahora cada una de estas sucesiones de ceros y unos puede considerse como un nimero
real entre cero y uno, jsabés coémo?

- Bueno, épodn’a ser como antes, o sea, asociarle el ndmero 0, Lttt t e

- {Por supuesto! Y ahora viene algo interesante, Clara. Estas sucesiones de ceros y unos,

que parecen ser algunos de los nimeros reales en el intervalo [0,1], resultan ser todos
estos nimeros reales si consideramos la escritura en el sistema binario, donde los tnicos
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dos caracteres que aparecen son el 0 y el 1. Es decir, todo nimero real en el intervalo
[0,1] puede escribirse -en escritura binaria- como una sucesién de la forma 0, 7, 7, #,
t, £, t, t,... donde los 7, son digitos 0 6 1. Este es el desarrollo decimal de un nimero
escrito en el sistema binario. De este modo, dejando de lado algunos detalles -como las
repeticiones de los nimeros que admiten dos desarrollos decimales binarios distintos- se
alcanza a ver que el conjunto de estas sucesiones de ceros y unos, y por lo tanto P (N),

es coordinable al intervalo real [0,1]. ;Me seguis?

- A ver, me gustaria repetir lo que dijo. Empezé con P (N), o lo mismo, los subconjuntos
S de los naturales N. A cada uno de estos subconjuntos lo pensé como una sucesién infi-
nita de ceros y unos. Después, a cada una de estas sucesiones la pensé como un niimero
real mayor o igual que cero y menor o igual que uno. Al final, concluyé que partes de N
y el [0,1] son coordinables. ;Es asi?

- iS1! Sélo agrego que las identificaciones que hacemos son correspondencias biunivocas,
por lo tanto los conjuntos en cuestién resultan ser coordinables. Y en el caso de las repe-
ticiones, se puede proceder igual que en ocasiones anteriores para obtener la coordinabi-
lidad. Sigamos. El [0,1] es a su vez coordinable a todo R. Por consiguiente, partes de N
y el conjunto de los niimeros reales son coordinables. Equivalentemente:

card P (N) =card R

Aqui tenemos el primer cdlculo del cardinal de las partes de un conjunto infinito, y
como ves, ha resultado ser mds grande que el cardinal del conjunto.

- Claro, porque ya sabiamos que card R > card N, entonces ahora tenemos que
card P (N) > card N.

Y qué va a pasar con los otros conjuntos, Maestro? Porque todavia no sabemos que esto
valga para todos los conjuntos, ;verdad?

- No, todavia no, pero jmuy pronto si! Demostremos que siempre ocurre que

card P (X) > card X.

- No se me ocurre cémo pensar en esto, porque no sabemos qué conjunto es X. Qué
dificil. ;La demostracion es parecida a alguna que ya hayamos visto?

- Es una demostracién corta y el argumento muestra, por reduccién al absurdo, que X
nunca puede ser coordinable a 2 (X), con una idea como la de la diagonal de Cantor. A pe-
sar de lo abstracto del tema, creo que no tendrds problema en entenderla. {Comencemos!

- Bueno, si se usa lo del absurdo, entonces creo que va a empezar diciendo “supongamos
que X'y P (X) son coordinables” —dijo Clara, adelantdndose y sorprendiendo al Maestro.

- jAsi es! Me alegro que estés comprendiendo cémo funcionan las pruebas por el absur-
do. Se comienza negando lo que se quiere probar y se debe llegar a una contradiccién.
Supongamos, como dijiste, que X'y P (X) son coordinables. Entonces, existe una co-
rrespondencia biunivoca @ entre ambos conjuntos, es decir @ asigna a cada x € X, un
elemento @(x) € P (X), o lo que es lo mismo, ®(x) es un subconjunto de X. Ademis, si
x # y entonces O(x) # D(y). Por tltimo, todo subconjunto de X debe ser igual a D(x)
para algin x en X. Ahora viene la clave del asunto. Definimos el subconjunto C de X
formado por los x en X tales que x no pertenece a @(x). En simbolos:
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C={feX: xgd(x)}

- Disculpe, me cuesta entender bien cémo es C.

- Vamos a construir C como un subconjunto de X. Tomamos un elemento cualquiera x
en X, y puesto que D(x) es un subconjunto de X podemos hacernos la siguiente pregunta:
;Pertenece x a D(x)? Si la respuesta es afirmativa, entonces incluimos este x en C, si es ne-
gativa lo dejamos fuera de C. Hacemos lo mismo con cada uno de los elementos x de X.

- Ahora sf lo entiendo.

- Bien. Ahora afirmamos que el conjunto C es distinto de todos los conjuntos D (x).
Fijate que esto es como lo de la diagonal. Antes habia muchas filas, y construfamos una
distinta a todas. Ahora hay muchos subconjuntos de X, los ®(x), y construimos uno
distinto a todos ellos. Debemos probar que:

C # ®(x) paratodoxen X
ésta es nuestra afirmacidén.
- 4O sea que C no va a poder ser ninguno de los subconjuntos ®(x)?

- Exacto. Y esto muestra que ® no puede ser una correspondencia biunivoca entre X'y P (X)
porque ha dejado elementos de P (X), como C, sin ninguno que le corresponda en X.
¢Estds de acuerdo?

- Si. {Qué bueno! Pero todavia no terminé la demostracién.

- No. Nos falta demostrar nuestra afirmacién. Para ello, nuevamente usaremos el razo-
namiento por el absurdo. Tratd de hacerlo sola.

- Podria intentarlo, aunque, ;no serd demasiado complicado?

- Lo sabrés al final. Debes comenzar negando la afirmacién. Si la misma dice que “Ces
distinto de todos los ®(x)”, entonces ;qué es lo contrario de esto?

- Que hay un ®(x) que es igual a C.

- Bien. Llamemos y al elemento de X que satisface esta igualdad. Es decir, tenemos que:

existe ye X talque ®(y)=C

Ahora, debemos buscar una contradiccién, un absurdo. Piensa que hay dos casos distin-
tos a considerar: (1) y € Co (2) y ¢ C. Recuerda c6mo definimos C.

-Aver... enel caso (1) y € C. Entonces, la definicién de C nos dice que y ¢ @ (y), pero
también sabemos que @ (y) = C, entonces y ¢ C.

Clara se quedé callada. El Maestro la auxilié diciendo:
- Estéds en el caso (1) donde y € C, pero llegaste a que y ¢ C, eso es una contradiccidn,
un absurdo. Ahora debes analizar el segundo caso.

- En el caso (2) tenemos que y ¢ Cy la definicion de Cnos dice que no pasa que y ¢ @ (y),
entonces lo que pasa es que y € D (y).
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- Ahora podés continuar como en el caso (1) -interrumpié el Maestro.

- Si, porque sabemos que @ (y) = C, entonces y € C, y habfamos empezado con y ¢ C,
esto es una contradiccién, jun absurdo! -dijo Clara, riéndose al usar esta palabra.

- Muy bien. Recuerda que comenzamos negando la afirmacién y llegamos a absurdos en
los dos casos, por lo tanto, podemos concluir que la afirmacién debe ser verdadera, que
era lo que debfamos probar. De modo que hemos terminado la demostracién de que no
existe una correspondencia biunivoca entre X'y P (X). Por lo tanto, el cardinal de X es
estrictamente menor que el de P (X), que es lo que nos habiamos propuesto averiguar.
sQué te ha parecido?

- Estoy muy impresionada por los resultados. Me cuesta mucho pensar en X sin saber
qué conjunto es, pero he tratado de imaginarme que era N, y asi creo que mds o menos
lo he entendido. Déjeme que anote bien todo lo que hemos visto hasta ahora.

Luego de una pausa, el Maestro y Clara retomaron la conversacion.

- Fijate que hemos demostrado que siempre se cumple que card P (X) > card X, en parti-
cular, vale que card P (N) > card N, y como también vimos hoy que card P (N) = card R
:qué podemos concluir?

- Que card R > card N, aunque ya lo sabfamos.

- Si, pero podemos tomarlo como la tercera forma distinta de haber demostrado este
hecho. ;Te acordds que te habia dicho que podrias elegir cudl te gustaba mds? ;Cudl de
las tres preferis?

. si X es finito, card P (X) = 2¢ard*:

.card P (N)=cardR;

.card P (X) > card X, en particular, card P (N) >card Ny
por lo tanto card R > card N

Hipétesis del continuo generalizada: dado cualquier
conjunto X, no existe un conjunto Y cuyo cardinal esté
entre el de Xy el de P (X), en simbolos:

no existe Y tal que card X < card Y < card P (X).

- A ver.. la primera fue con las longitudes de los peque-
fios intervalos alrededor de cada niimero real, la segunda
fue la de la diagonal..., las dos me encantaron. Esta ul-
tima me resulta mds dificil, aunque no haya sido larga.

- Me alegro que te hayan gustado las dos primeras. Aunque
la tercera es muy importante, por lo que veremos ahora.

- ¢Vamos a ver algo mds?
- §i, lo dltimo, porque realmente vale la pena. Has-

ta ahora sélo hemos distinguido entre dos tipos de
infinitos: uno es el cardinal de los conjuntos nu-

merables, que se denota [ y se lee aleph cero, y

el otro es el cardinal del conjunto de los ndme-
ros reales, llamado el continuo. Dicho sea de paso, el simbolo del infinito es este: co.
Recuerda que no debemos buscar conjuntos de cardinal entre estos dos porque la hipéte-
sis del continuo dice que no hay, y es indecidible. La versién generalizada de la hipdtesis
del continuo dice que lo mismo ocurre si se toma cualquier conjunto X en lugar de N, es
decir, que no hay conjuntos cuyo cardinal esté estrictamente entre el de X'y el de P (X).
Pero podria haber conjuntos con cardinalidades cada vez mds grandes. ;Qué crees, Cla-
ra? Debes tener en cuenta que probamos que card P (X) > card X, para cualquier conjun-
to X, o sea que para cualquier conjunto, por mds grande que sea, sus partes forman un
nuevo conjunto que tiene mayor cardinal.

- Entonces hay muchisimos infinitos.
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- ¢Qué significa “muchisimos™?
- {Que hay infinitos infinitos!
- iBien! Podrias explicarlo.

- Creo que si. Si empiezo con N tengo un primer tipo de infinito. Después 2 (N) me
da otro infinito, mayor que el primero. Después, puedo tomar partes del segundo con-
junto, y seglin vimos, va a dar otro conjunto con cardinal mayor, serfa un tercer tipo de
infinito, ;no?, y asi sigo, pero no estoy segura que esté bien.

- Si, estd bien. Como dijiste, podemos armar una sucesién de conjuntos con cardi-
nales cada vez mds grandes. Solamente sabiendo que card P (X) > card X, se deduce
que los conjuntos:

N, P (N), P (P (N)), P (P (P (N)),P (P (P (P (N)))), ...
satisfacen que:

card N < card (P (N)) < card (P (P (N))) <card (P (P (P (N)))) < ...

De modo que, en efecto, hay infinitos tipos distintos de infinito. De hecho, no era ne-
cesario poner el conjunto N para tomar sus partes, sino que esto mismo funciona con
cualquier conjunto X.

- Maestro, se ve muy linda la dltima linea con todos esos cardinales distintos.

- {Qué suerte que te gusta!

Este era el tltimo dia de las clases sobre el infinito. Ya casi despidiéndose dijeron:
- ¢Vali6 la pena el esfuerzo, Clara?

- ;Sin dudas! Usted tenia razén: no me ha contestado qué es el infinito, pero lo que me
ha ensefiado es muy interesante. jEstoy muy contenta!

- Cuando algo es tan dificil y misterioso como el infinito, yo valoro cada paso que se
pueda dar hacia su comprensién. Los nuestros han sido pasos pequefos, quizds infimos,
pero al menos nos han dicho algo sobre el infinito, y algo lindo y bien construido.

- Una tltima pregunta, Maestro, que me intriga. En la realidad, ;existe el infinito?

Se produjo un largo silencio. EI Maestro mostré evidentes signos de estar en aprietos.
Quizd estuviera dudando entre contar a Clara sus pensamientos al respecto, o dejar que
ella se formara los suyos propios, sin su influencia; o quizd no sabia la respuesta.

Entonces dijo:
- Es demasiado dificil para mi, Clara, contestar a tu pregunta. Confio que podrds res-

ponderla sola algtin dia.

Problema 3.21. Se definen las partes finitas de un conjunto cualquiera X como el con-

Una aventura por el infinito




junto formado por todos los subconjuntos finitos de X. En simbolos:
Si X es finito, entonces “partes finitas de X” coincide con “partes de X”. Pero si X es infinito,

Pf(X) ={A c X: A es finito}

estos dos conjuntos pueden ser muy distintos. Por ejemplo, si X = N, vimos que P (N) es
coordinable con R. Demostrar ahora que Pf(N) es coordinable a N, o sea, es numerable.

[Ayuda. Considerar los subconjuntos de N de un elemento, luego los de dos, luego los de tres,
etc., y recordar que la unién numerable de conjuntos numerables es un conjunto numerable].
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