Soluciones de los ejercicios

0 Capitulo 1

1.1.73, 173, 373, 673, 773, primos;

273 =3x7x13; 473 = 11 x 43; 573 =3x191;
873 =3x3x97; 973 =7 x139; 1.073 =29 x 37.
1.2.4.875=3x5x 13 18.207 =3?x7x 17? 236.769 = 3 x 132 x 467

710.073 =3*x7x 13 x 177
1.3.322.423 = 503 x 641.
1.4. Porque no aparecen primos pequefios. Ambos son grandes y dificiles de encontrar.
1.5.3.571.
1.6. 1,220703125 = 1,1920928955078125 x 1,024 = 78.125/65.536 x 128/125.
1.7. No, porque todo ntimero racional « se parte como suma de /2 + a/2.

1.8. Los compuestos son los multiplos de 4. Los irreducibles son los pares que tienen
resto 2 al dividir por 4.

1.9.226.738.512 =24 x 3*x 7x 11°x 132

1.10. 3.772.486.575 = 3*x 5*x 11’ x 13 x 17 x 19.

1.11.1=42x5-19x 11.

1.12. Con 17 pesas de 70 g en el platillo que hay 10 y 5 pesas de 240 g en el otro.

1.13. No se puede como resta de un mdltiplo de 11 menos un mualtiplo de 42. Si se puede
como resta de un multiplo de 7 menos un multiplo de 18: 1 =13x7-5x 18.

1.14. Primero escribimos 1 =axn- bx p, con ay b positivos. Ahora observamos que
l=axn-bxp+kxpxn-kxpxn=(a-kxp)xn-(b-kxn)xp paratodo
numero /4 positivo. Tomando 4 suficientemente grande como para que (- £xp)
y (b - k x n) sean negativos, si llamamos 2, = - (a-kxp)y b =-(b-kxn)
obtenemos que 1 =4, xp-a,xn
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1.15. Empezando con 2, 3 y 5 aparecen los primos 31, luego 7, 7 y 19, luego 139 y
6229, luego 751 y 998.218.981, etc.

1.16. La lista de ndmeros 7, 43, 1.807, 3.263.443 se obtiene mediante la siguiente
recursion:a_ =a (a - 1)+ 1. Estollevaaquesia terminaen3ela  terminaen?y
siela terminaen?7ela , termina en 3. Por lo tanto nunca serd a_un miltiplo de 5.

0 Capitulo 2

2.1.9(4+4+2+2)=108.
2.2. a)41.25.9=9.225.
b) 41.25.9 .3!=55.350.
) (41+25+9)(41+25+9-1)(41+25+9-2).31=75.74.73.6 =2.430.900
2.3.26°.10° = 17.576.000

2.4, a) 31718 =241.920.
b) 716.5 . 4 = 604.800.

2.5.Como 600 =2°.3.5% hay4.2. 3 = 24 posibles divisores de 600.

2.6.10.97!
2.7. Mis regularidades en el Tridngulo de Pascal.

a) Los numeros naturales: Cualquiera de las dos segundas diagonales.
b) Los nimeros triangulares: Las terceras diagonales.
2 Los nimeros tetraedros: Las cuartas diagonales.
) Ntimeros pares e impares. Si coloreamos los nimeros pa-
res de un color i’ los impares de otro, obtenemos el deno-

minado triénﬁu o de Sierpinski.
e) Potencias de dos: Se obtienen sumando las filas:
1=2° 1+2+1=2?
1+1=2! 3+3+3=2°

y asi sucesivamente.

f) Secuencia de Fibonachi:
g) Potencias de 11. Las filas forman los digitos de las potencias:

1=11° 131=11°
11=11" 14.641 = 11*
121 =117 151.151 =11°

Y asi sucesivamente. Notar que cuando el nimero tiene dos o mds digitos, ellos
deben sumarse.
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2.8. Para probar la identidad basta ver que cada miembro corresponde a la
cardinalidad del mismo conjunto: las distintas maneras de armar una
comisién de 7 integrantes de un grupo de 7 personas junto con una
subcomisién de 7 personas, 0 < 7 < m < n. Podemos primeros elegir la
comision y luego de ella sacar la subcomisién, o bien podemos elegir primero
la subcomisién de r integrantes, y luego completar hasta 7 la comisién con
los 7 - r restantes. Esas cardin idafes son las correspondientes a ambos
miembros.

2.9. Calculamos [N+7)_(+r)(n+r-1)..(n-r)!
r (n=r)ir!

_ (n+r)(n+r-1)..(n+1)
r! de donde sigue el resultado.

11 4\'7 4\ 7 4\'7
2.10. a) [5] =462 b) (2}(3} =210 c) (3}(2} + [4][1] =84+7
0 (11) . (QJ e s
5 3
2.11. El alumno debe caminar 5 cuadras hacia el este (de acuerdo al dibujo) y 2
cuadras hacia el norte. En total 7 cuadras. Contamos las veces que decide subir

e como sabemos por la propiedad de simetria, son

las dos cuadras. Ellas son ZJ .0 lo que es equivalente contamos las veces que
1 . 7
decide ir hacia el este| _ |,

iguales. Ese nimero, son las posibilidades de caminatas del alumno.

3+1 3+5
2.12. a) Tenemos |~ . ] hasta llegar a 4, y N ] hasta llegar a P Como son
independientes, tenemos un total de 4}(8 =224

b) Contamos hasta llegar a 4, y luego desde 4 hasta P: (3[3; 4) =140

¢) Andlogamente, [4][4j[4j =96
TNLN2

d) Sila calle @b estd cerrada, calculamos el complemento y luego se lo restamos
del total. Notemos que el complemento es exactamente lo que hicimos en el
punto b):

2.13. Por cada dos cientificos, debe haber al menos una cerradura que no puedan
abrir y los otro 4 tienen llave de ésa. Por lo que se necesita 1 cerradura por
. , . (6
cada par de cientificos, es decir ( j = 15 cerraduras en total, y cada uno lleva
(6;1J = 10 llaves, una por cada par de los restantes 5.
2.14. Ordenamos primero los simbolos, de 6! maneras. Quedan entre ellos 5

lugares para ubicar los espacios blancos. De los 18 uso los 2.5 = 10 necesarios
quedando 8 por ubicar en (6 + 10 - 1) lugares. Por lo que tenemos un total

de s @ posibilidades.
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2.15.a) 6"

e (e

2.16. Es el problema de los sombreros para 7 = 10.

2.17. Sea A el conjunto de multiplos de 4 en el rango rer(%uerido. Sea B el conjunto
de multiplos de 100 en ese rango. Entonces AMB serdn los multiplos de
400 en ese rango.

Ficilmente se calcula que l£A| = 499, |B| = 11 y |ANB| = 5, por lo que
calculamos |A| - [B| + [ANB| =499 - 11 +5 = 485.

2.18. Sean A el conjunto de nimeros divisibles por 2 en ese rango y B el de los
divisibles por 3. Entonces ANB son los divisibles por 6 en ese rango.

A= 500.000, [B|=333.333, |ANB|= 166.666.
Por lo que [AUB| = 500.000 + 333.333 - 166.666 =666.667

2.19. Las cajas son los 12 meses, hay 13 = 1.12 + 1 objetos (personas), por lo que
hay 2 en una misma caja o mes.

2.20. Los dias del ano son las 365 cajas. Como hay 3.000 > 8. 365 + 1 = 2.920,
tendremos 8 + 1 personas en una caja, es decir 9 personas que comparten
el dia de cumpleanos.

2.21. Supongamos que existen cinco numeros sin la propiedad requerida. Todos
ellos tienen resto 0, 1 o 2 al dividirlo por 3. Si tuviéramos uno con cada uno
de los restos posibles, tendriamos que su suma nos darfa maltiplo de tres, lo
cual es absurdo por la hipétesis. Por lo que hay sélo dos posibles restos. Esas
serdn las cajas. Como 5 = 2.2+1, significa que hay una caja en la que hay 3.
Lo cual es un absurdo ya que la suma de esos, por tener el mismo resto al
dividirlo por tres darfa multiplo de 3. Por lo tanto se cumple lo enunciado.

2.22. Si sumamos los niimeros del uno al quince obtenemos mds de 100, lo que
prueba lo deseado.

0 Capitulo 3

3.1. Hay 6 correspondencias biunivocas entre {1, 2, 3} y {4, B, C} , que son:

1A 2B, 3C;, 1cA2C, 3B, 1<B,2 A 3+C;
1B,2C,3A 1C,2A3B;, 1C,2B,3« A

Y hay 24 entre {1, 2, 3, 4} y {4, B, C, D}. Denotando por 7! al producto de
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los primeros 7 niimeros naturales, es decir a (n—-1) (n—2) ---3.2.1, llamado
factorial de 7, se ve que hay 3! en el primer caso, y 4! en el segundo. En
general, si los dos conjuntos tienen 7 elementos, entonces la cantidad de
correspondencias biunivocas entre ellos es 7!.

3.2. Las siguientes son correpondencias biunivocas entre los conjuntos dados.

2
De N en NI: n|—>2xn—1;deNPenCP:n|—>(gj

3.3. Si, el conserje puede ubicarlas. Es un problema similar al planteado por el

3.4.

Maestro cuando imaginé que lleglaba un contingente con infinitas personas,
numeradas 1, 2, 3, 4, 5,... La solucién mds sencilla es simplemente ubicar

primero al contingente de personas a,, a,, 4., a,, a, 4, a4, 4,... y luego al
contingente b, b,, b, b, b, b, b, b,...

Otra solucién vilida es asi: se le pide a cada persona que se mueva de su
habitacién ntimero £ a la habitacién nimero 34. De este modo, quedan
ocupadas las habitaciones numeradas con multiplos de 3, es decir las
habitaciones niumero 3, 6,9, 12, 15,.... Y las restantes habitaciones quedan
vacfas. Luego, se ubica a la persona #, en la habitacién 3k-2 yala b, enla

habitacién 34 - 1.

Si, el conserje puede ubicarlas. El problema es un poco mds com}f)licado que
el anterior, pero se puede resolver con ideas del mismo tipo. Una forma serfa,
nuevamente, ubicar primero al primer contingente, luego al segundo, luego al
tercero, etc., cuidando de que a cada huéspedg se lo mo%este séﬁ) una cantidad
finita de veces. Hay otras soluciones también, aunque quizd convenga intentar
resolver este problema después de leer hasta el final del capitulo, donde ya se
habrén adquirido mds herramientas.

3.5. Sabiendo la férmula general, es muy fécil. Por ejemplo:
1

1 _2.2°-1_2"-1_2.047

S, =2 — =
10 210 210 20 1024

=1,999023437

21
Sp=2- — =2 1 2097151 49999904632568350375 Andlogamente,
2% 2% 1048576

(El simbolo = significa “aproximadamente igual a”.)

_ 2535301200456458802993406410751
% 1267650600228229401496703205376

=1.9999999999999999999999999999992

Paraobtenerlaférmula, bastacon notarque 1 +1=2,2+2=27, L 2K 2k = okt

cens, sl Ly Ly 1 242 4t 2 e201a(1o1) 2
g n 2 22 23 2n 2n 2n
3.6. La serie tiende a 3, pues 1 1.3
1 2 2
1-= £
3 3
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3.7. Nos alcanza con tomar 7 = 1+ 2"+ 22+ 2%+ 2% +... +2%, y vimos que esto es
igual a 2°°- 1. Por lo tanto, 7 = 2°°- 1 es una respuesta apropiada (también
lo es cualquier nimero mayor que éste).

3.8. Sepuede proceder exactamente como se hizo con Ny Z. Una correspondencia
biunivoca entre Q' y Q es:

Q G P G g4 95 96 Q@7 98 99 qio qi1 ...
Q 0 q -t @ -@ @ -9 g4 94 G5 -q5 e

3.9. Consideramos que A = {a,, a,, a,, a,, a,, ...} b, b, b,
{B =1{b,, b, /93, b, bs, b
duffo’ dse hace el ‘cuadro con los elementos & | @.b,) (@.b,) (a.b;) -

eAydeB.
Finalmente, se nombran los elementos 3, | @) @b;) (@,b;)
siguiendo las diagonales desde abajo iz- a,|(a,b,) (a,,b,) (a;.b;) -

quierda hacia arriba derecha, es decir,

@.b), (@.0) @.b,), @b), (a,.b,), (a,.b,)....

3.10. Siguiendo la ayuda, sabemos que A x B es numerable, y que C es numerable,
entonces el producto cartesiano de A x B por C es numerable, y es equivalente a

AxBxC.

3.11. Si se razona como en el problema anterior, se ve que el producto de cuatro
conjuntos numerables es numerable, y asi sucesivamente, el producto
A, x A, x A, x---x A es numerable cuando tenemos 7 conjuntos numerables,
A xA, xAx--xA neN.

3.12. Si se identifica el polinomio a-X* +b - X + C con la terna ordenada de
enteros (4, b, ¢), se ve que este conjunto es identificable con el producto
cartesiano Z - {0} x Z x Z. Entonces es el producto de tres conjuntos
numerables, por lo tanto es numerable.

3.13. Eslaunién de los conjuntos de (Folinomios con coeficientes enteros de grado
0,1, 2, 3,.... Como cada uno de estos conjuntos es numerable, entonces su
unién también, por ser unién numerable de conjuntos numerables.

3.14. Llamemos A_a los nimeros algebraicos obtenidos como raices de
polinomios de grado 7, es decir, A, = { a € A : a es raiz de un polinomio
con coeficientes enteros de grado 7 }. Ahora, A es la unién (numerable) de
los A_. Como sabemos que unién numerable de conjuntos numerables es
numerable, basta ver que cada A_es un conjunto numerable. Y esto sale

porélue a A_es la unién de las raices correspondientes a los polinomios de

gra o0 7 con coeficientes enteros, que era un conjunto numerable. Es decir,
_es “unién numerable de conjuntos finitos”, por lo tanto es numerable.

3.15. Si I fuera numerable, entonces, como Q lo es, también lo serfa Q U I. Pero
QbU I =R, por lo que R serfa numerable. jAbsurdo! jContradiccién! Porque

sabemos que R no es numerable. El absurdo proviene de haber supuesto
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inicialmente que I era numerable. Luego, I no puede ser numerable.

3.16. Siguiendo los pasos, en el punto (iv) se logra construir una correspondencia biuni-
voca entre D - By D, en consecuencia estos dos conjuntos son coordinables.

3.17. Es completamente andlogo al problema anterior, puesto que los trascen-
dentes también se pueden obtener de los reales quitdindoles un conjunto
infinito numerable (el de los algebraicos).

3.18. La (iii). La (ii) también es distinta de todas las filas, pero no corresponde al
método de la diagonal.

3.19.a) 1 =0,333333...; 17 _ 0,85; g =1,14285714285714. . ; 183 _ 3,25; 9% _ 3,84; 21 1,75.

Notar que este tltimo tiene desarrollo decimal finito atin cuando el 12 tiene un 3

21 7

como factor. Esto se debe a que L7

m
> con m entero, entonces €s claro quc

y esta tltima es la fraccién irreducible.

b) Si una fraccién es de la forma

su desarrollo decimal es finito. Por ejemplo, % =0ly % =0,03. En general,
para %, solo pueden ser distintos de cero los primeros 4 lugares después de

. L, m
la coma. Ahora si tenemos la fraccién i ge> entonces, como 2 x5 =10,
podemos multiplicar numerador y denominador por 10”, con 7 igual al

méximo entre j y k, nos aseguramos que da entero.

) Se ve que multiplicando la fraccién por cualquier potencia de 10 nunca
se llega a obtener un entero, puesto que no se puede simplificar el factor
primo del denominador.

d) Es consecuencia de los incisos (b) y (c).

3.20. (i) Es asi, porque la funcién o asignacién propuesta, X+> 2-X, del
(0,1) — (0,2), es una correspondencia biunivoca entre estos dos intervalos.
(i) Nuevamente, resulta del hecho que la asignacién propuesta es una
correspondencia biunivoca.
(iii) Si llamamos @ a la correspondencia biunivoca entre el (0,1) y
o n o
T T,y ¥ ala correspondencia biunfvoca entre 55 Y R,
entonces el diagrama muestra que se puede establecer una
. T T

correspondencia entre (0,1) y R (0,1) (L)(_E’Ej Y 5R.
3.21. Hay una cantidad numerable de subconjuntos de N de un solo elemento. Lo
mismo ocurre con los subconjuntos de N de dos elementos. También para
tres. Y asi sucesivamente, Luego, la unién de estos conjuntos es numerable.

A su vez esta unién es igual a P (N), las partes finitas de N.
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0 Capitulo 4

41.4+3-2=5mod(6) 10 +9-4=4mod (11)

42.10+6-3+11=1mod (12); 10+ 6-3 + 11 =9 mod (15);
10+6-3+11=6mod (18); 10+ 6-3 + 11 =2 mod (22).

4.3.10+10+10+...=100 y 100 = 1 mod (11) pues 99 =9 x11;
100 = 4 mod (12) pues 96 =8 x 12;
100 = 0 mod (20) pues 100 = 5 x 20.

4.4. Los nimeros pares son congruentes a 0 mod (2 ) y los impares son con-
gruentes a 1 mod (2). Paracalcular1+2 + 3 +...+ 98 + 99 + 100 mod (2 )
notamos que hay 49 impares y luego la suma es congruente a 49 mod (2 )
que es a su vez congruente a 1 mod (2).

45.Como3+3+3=9y9=0mod(9),silacantidad de sumandos el multiplo
de 3 el resultado es 0. Si en cambio la cantidad de sumandos tiene resto 1
en la divisién por 3, el resultado de la suma es 3 y si la cantidad de suman-
dos tiene resto 2 en la divisién por 3, la suma es igual a 6.

4.6. Sim es impar m-1 es }1)ar. Lasumal +2+ 3 +...+ (m—1) + m es con-
gruente a la suma sin el dltimo sumando m, gues m= 0 mod (m). Luego
queda un ndmero par de sumandos que podemos agrupar de a dos. El'1
con el m-1, el 2 con el m-2, etc. Todas estas sumas de dos sumandos dan .
Luego la suma total es congruente a 0 médulo .

47.3=0x13+3;-3=-1x13+10;3=0x(-13)+3;-3=1x(-13) + 10.
48.0=0xn+0;n=1xn+0;-n=-1xn+0;n=-1x(-n)+0;-n=1x(-n)+0.

4.9.Sinespositivo:n=0x2n+n;-n=-1x2n+n;2n=2xn+0;-2n=-2xn +0.
Sinesnegativoon=1x2n-n;-n=0x2n-n;2n=2xn+0;-2n=-2xn+0.

4.10.13=6mod (7), -18=3 mod (7), 1743 =0mod (7).
4.11. 26.
4.12.No,23=7mod (8). No,42=0mod (7). No,-37=2mod (3).
4.13.76=4mod (8) 83=6mod (7) -22=2mod (3)
4.14. Los cuadrados perfectos son:
ParaZ, : 0, 1. Para Z3 :0, 1. ParaZ, : 0, 1.
ParaZ5:0,1,4 ParaZ : 0,1, 3, 4 Para Z: 0, 1,2, 4
ParaZ :0, 1, 4

4.15. Siay b son unidades, entonces existen ¢ y d tales que ac= 1y bd = 1. Luego, como
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el producto es asociativo y conmutativo, tenemos que: (ab)(cd) = (ac)(bd) = 1.
Es decir ab es una unidad'y su inverso multiplicativo es cd.

4.16. Tiene 3 soluciones: 5, 12 y 19.
4.17. No tiene solucién.

4.18. Una manera de encontrarlos es calcular los cuadrados de todos los niimeros
de 1 a 12 médulo 13 y listar los posibles resultados y luego hacer lo mismo
con 17. Asi los residuos cuadriticos médulo 13 son: 1, 3,4, 9, 10y 12. Los
residuos cuadraticos médulo 17 son: 1, 2, 4, 8,9, 13, 15y 16.

4.19. La primera no tiene, pues -7 = 6 mod (13) y vimos que 6 no es residuo cuadré-
tico. La segunda ecuacién es equivalente a x* = 16 mod ( 13 ), que se obtiene
de la anterior multiplicando ambos miembros por 8 el inverso de 5. Luego ya
vimos que 16 no es residuo cuadritico médulo 13, por lo tanto la segunda
tampoco tiene solucién. Finalmente la tercera, si tiene: x=3, la satisface.

e )
29 1 11
pues29=7mod (11),y ’

) (38 w1 B ) 1))

Sabemos que - (gj =(;j éj = 1. Asi concluimos que = 1.

4.20. Tenemos que(llj (@) =(-1)>*"“=1.Es decir(EJ :(@J ) Ahora[gjz
11 29 11

De manera andloga calculamos que (gj = 1.

4.21. Conm = 6: ZXGOMGT GMAG E VGT
Conm = 11: ECLTRLY LRFL J ALY
Conm =19: MKTBZTG TZNT RITG

4.22. FELICITACIONES LO LOGRASTE

0 Capitulo 5

Ejercicio 5.1:

a) (agrupada en bloques de 4 letras para mejor lectura)

PCQL PAEF BHYP ABWZ KFVE UCSL PH

b) QMZP HQHT ORXB IHTB PAHB DOPR QOAT ATWP EFUI
Ejercicio 5.2:

1/5 mod 11=9 (observar que 9.5=45=44+1 es congruente a 1 modulo 11).
1/7 mod 11=8 (observar que 7.8=56=55+1 es congruente a 1 modulo 11)
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1/6 mod 11=2 (observar que 2.6=12=11+1 es congruente a 1 modulo 11).
1/5 mod 13=8 (observar que 5.8=40=39+1 es congruente a 1 modulo 13)

1/2 mod 7=4 (observar que 2.4=8=7+1 es congruente a 1 modulo 7).

Ejercicio 5.3:

a) 7/ b) 8

Ejercicio 5.4:
1)10, 30, 206, 22 2)15. 3)109, 138, 97, 165

4) Deberia obtener el nimero que pensé. Por ejemplo, tomando como clave 7,
y encriptando el niimero 2, la primera encriptacién da el ndmero 23, encrip-
tando este, obtenemos otra vez el nimero 2.

Ejercicio 5.5, para pensar, mds dificil:

ANTES DE LEER ESTAS SOLUCIONES OTRA VEZ RECOMENDAMOS
HACERLAS ANTES.

1) Como deben ser coprimas con 24, las tnicas claves posibles son 5,7, 11, 13,
17,19y 23.
Recorde}llnos que dada una clave publica ¢, la clave privada es el tnico 4 tal que e.d
es congruente a 1 médulo ({_)—I)(q—l). Pero es fécil ver que cada uno de los nimeros
e=5,7,11,13,17,19,23 satistace e.e=1 mod 24. Por lo tanto, son todos su propia
clave privada de desencriptacion, lo que significa que al encriptar dos veces en rea-
lidad encriptamos y desencriptamos, con lo que o(Ltenemos el niimero original.

2) El que conozca pqy (p-1)(¢-1)=pg-(p+9)+1, haciendo pg-(p-1)(g-1)+1 obtiene
p+7. Por lo que conoce pqy p+6]]. ero es bien sabido que el que conoce la suma
y el producto de dos numeros los puede calcular pues p y ¢ son las raices de la

ecuacién x*-(p+g)x+pg=0.

Ejercicio 5.6:

1)(89-1)(97-1)=8448,
8448=23.367+7;
23=3.7+2;
7=3.2+1:

Por lo tanto, podemos escribir:

1=7-2.3=7-(23-3.7).3=10.7-23.3=10.(8448-23.367)-23.3=10.8448-23.3673
La clave privada seria entonces (-3673) mod 8448=8448-3673=4777.

2)(59-1)(101-1)=5800;
5800=31.197+3;
31=3.10+1;

Por lo tanto:
1=31-3.10=31-(5800-31.187).10=31.1871-58000

Con lo cual la clave privada es 1871.
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