22. Relacidn entre variables

Comencemos con un ejemplo.

Ejemplo 1: En una ciudad con graves problemas de obesidad en la poblacién, se soli-
cité a un grupo de 60 adolescentes que registrara durante un mes la cantidad de horas
que dedicaban cada dia a actividades sedentarias (mirar television, estudiar o utilizar
la computadora) y las promediaran. La tabla 22.1 presenta la edad en anos (Edad), el
género (Varén, Mujer), el promedio de horas por dia dedicadas a actividades sedentarias
(Horas) y un ntimero (Id) para identificar a cada participante:

PROMEDIO DE HORAS POR DIA DEDICADAS A MIRAR TELEVISION, ESTUDIAR O
UTILIZAR LA COMPUTADORA. ™8Az21

Varones Mujeres
Id Edad Horas Id Edad Horas Id
11,2 55 16 146 53 31
114 54 17 150 52 32
114 45 18 154 70 33
115 48 19 156 59 34
1196 50 20 159 66 35
11,7 55 21 162 63 36
119 43 22 165 58 37
126 57 23 170 69 38
128 47 24 173 69 39
132 54 25 174 62 40
138 56 26 175 55 4
138 55 27 178 60 42
140 66 28 179 65 43
143 55 29 182 64 44
145 54 30 183 57 45

- 16

;Qué informacién nos pueden brindar los datos de la tabla 22.1? Podemos comparar la
distribucién de las variables “Edad” y “Horas”, en dos grupos definidos por la variable
categérica “Género” con dos categorfas: Varén, Mujer.

Estadistica para todos




MEDIDAS RESUMEN, ™8lA222
Varones Mujeres
Edad Horas Edad Horas
Minimo 11,20 4,30 11,10 4,30
1er. Cuartil 12,65 5,33 12,00 4,70
Mediana 14,55 5,65 13,75 5,05
Media 14,68 5,73 14,07 5,06
3er. Cuartil 16,88 6,38 15,82 5,20
Maximo 18,30 7,00 18,10 6,70

No se observan diferencias llamativas entre las distribuciones de las edades de varones y mujeres,
tanto mirando la tabla 22.2 como la figura 22.1. Sin embargo para las horas, todos los valores
para los varones entre el ler cuartil y el maximo (5,33-7,00) son mayores que todos los valores
para las mujeres entre el minimo y el 3er. cuartil (4,30-5,20). Esto sugiere que en general los ado-
lescentes de esta ciudad le dedican mds horas a las actividades sedentarias que las adolescentes.
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Figura 22.1. Histogramas de las edades de mujeres y varones.

Para las mujeres la media muestral de la cantidad de horas por dia dedicadas a activi-
dades sedentarias es 5,06. En los varones es 5,73 horas, aproximadamente 3/4 de hora
mds. La figura 22.2 refuerza esta situacién. Los intervalos correspondientes a la mayor
cantidad de horas (de 6 a 7) presentan mayor densidad de datos para los varones que

para las mujeres. El intervalo mds poblado para las mujeres es entre 4,5 y 5,0 horas y en
los varones entre 5 y 5,5 horas.
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Figura 22.2. Histogramas de las horas por dia dedicadas a actividades sedentarias de mugeres y varones.
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El grifico caja de la figura 22.3 para mujeres muestra ademds un valor atipico; se trata
de un valor muy alejado del resto. Se destaca también que la caja correspondiente a los
varones se encuentra desplazada hacia arriba (hacia los valores mayores) en comparacién
con las mujeres; por lo tanto, mds del 75% de los valores de horas para los varones son
mayores que mds del 75% de los valores menores de las horas para mujeres. Esto es lo
mismo que notamos al describir las medidas resumen.
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Figura 22.3. Grdficos caja para la cantidad de horas por dia dedicadas a actividades sedentarias
de varones y mujeres. Se destacan un valor atipico y los valores de las cajas que no se superponen.
La caja para mujeres se encuentra por debajo de la de los varones.

Hasta aqui comparamos los valores de una variable continua por vez en dos grupos de-
finidos por una variable categérica.

Nos preguntamos ahora:

* ;Habrd alguna relacién entre la cantidad de horas dedicadas a actividades seden-
tarias y la edad?

* ;Los mds chicos le dedicardn mayor o menor cantidad de horas que los mds gran-
des a ese tipo de actividades?

Se trata en este caso de relacionar los valores de dos variables cuantitativas continuas

(horas, edad).

0 22.1. Diagrama de dispersién

La forma gréfica mds habitual de describir la relacién entre dos variables cuantitativas es
utilizando un diagrama de dispersién. Cada punto corresponde a un par de valores
(uno para cada variable), medidos sobre el mismo individuo.

Estadistica para todos




En general, si una de las variables puede pensarse como explicativa de la otra (variable
explicativa), siempre se la grafica en el eje horizontal (¢je x) y la otra (variable respues-

ta) en el eje vertical (eje y).

En el ejemplo de la figura 22.4, la edad es la variable explicativa. Pensamos que la edad
puede explicar, aunque sea en parte, la cantidad de horas diarias dedicadas a actividades
sedentarias (variable respuesta, graficada en el eje y).

Cada punto representa a un varén. Estd determinado por su edad y la cantidad de horas
diarias dedicadas a las actividades sedentarias relevadas (mirar televisidn, estudiar o uti-

lizar la computadora).

Para ilustrar como se realiza el grafico,
se destaca el punto correspondiente a

Id = 13, Edad =14, Horas = 6,6.

En un diagrama de dispersién observamos
el patrén general de la relacién entre las va-
riables mirdndolo de izquierda a derecha.

Sia medida que x aumenta (es decir, nos
corremos hacia la derecha del gréfico):

* en promedio también lo hace y
(los valores de y se encuentran mds
arriba); esto indica una asociacién
lineal positiva entre las variables.

* en promedio y decrece (los valores de
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Figura 22.4. Diagrama de dispersion de las
horas en funcion de la edad para los varones.
Se destaca el punto correspondiente a ld = 13,
Edad =14, Horas = 6,6.

y se encuentran mds abajo, esto indica una asociacién lineal negativa entre las variables.
* no puede determinarse una tendencia de crecimiento o decrecimiento en los valores de
y; esto significa que no hay una asociacion lineal entre las variables.

Ms4s formalmente diremos:

* Dos variables estdn asociadas en forma positiva cuando los valores que estdn por en-
cima del promedio de una de ellas tienden a ocurrir mayoritariamente con valores
por encima del promedio de la otra. Lo mismo ocurre con los que se encuentran por

debajo del promedio.

* Dos variables estdn asociadas en forma negativa cuando valores por encima del
promedio de una suelen estar acompanados por valores por debajo del prome-

dio de la otra y viceversa.
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Figura 22.5. Diagrama de dispersion de las ho-
ras en funcion de la edad para los varones y los
cuatro cuadrantes determinados por las medias
muestrales de las edades y las horas.
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Figura 22.6. Diagrama de dispersion de Tiempo
(Y, min) en 10 km y la Potencia aerdbica mdxi-
ma (X; ml kg! min) de 14 atletas entrenadas.
A medida que aumenta la potencia aerdbica
mdxima alcanzada disminuye el tiempo.

La figura 22.5 muestra el diagrama de dispersion dividido en cuatro cuadrantes determina-

dos por la media muestral de las horas (= 5,73) y la media muestral de las edades (= 14,68).

;Cudntos puntos hay en cada uno de los cuadrantes de la figura 22.5? 11 puntos en el Cuadrante
I, 2 puntos en el Cuadrante II, 15 puntos en el Cuadrante Il y 3 puntos en el Cuadrante IV.

La mayoria de los puntos se encuentran en el primer y tercer cuadrante. En el primero las eda-
des estdn por encima de su media muestral y lo mismo ocurre con las horas. En el tercero tan-
to las edades como las horas son menores que sus respectivas medias muestrales. Por lo tanto

se trata de una asociacién lineal positiva.

Ejemplo 2: Los datos de la tabla 22.3
(Atletas) corresponden a un estudio
sobre la relacién entre el grado de en-
trenamiento y el desempefio posterior
en una carrera de 10 km. Se evaluaron
14 mujeres entrenadas. El grado de en-
trenamiento se mide mediante la “Po-
tencia aerébica médxima” (ml/(kg min)
alcanzada y el desempeno posterior me-
diante el tiempo empleado en comple-
tar 10 km durante una competencia.

Tiempo (Y, min) EN 10 km v LA
POTENCIA AEROBICA MAXIMA
(X, ml kg™ min). meiazs

Atleta X y

1 47,170 47,830
2 47,410 46,030
3 47,880 45,600
4 51,050 48,550
5 51,320 42,370
6
7
8

52,180 43,930
52,370 44,900
52,830 40,030

9 53,310 42,030
10 53,930 45,120
11 55,290 39,800
12 57,910 44,900
13 57,940 41,320
14 61,320 39,370
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A medida que aumenta la Potencia aerébica médxima (X) alcanzada por las atletas, durante el
entrenamiento previo a la competencia, mejora su rendimiento en la carrera de 10 km, dis-
minuyendo el tiempo (Y) (figura 22.6). Por lo tanto, X e Y estdn asociadas negativamente.
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Figura 22.7. Tiempo (Y, min) en 10 km y la

Potencia aerdbica mdxima (X; ml kg* min) de 14
atletas entrenadas. Los cuadrantes 11 y IV contienen

10 de los 14 puntos del diagrama de dispersion,

mostrando la asociacion negativa entre X e Y.

:Cudntos puntos hay en cada uno de los
cuadrantes de la figura 22.7?

2 puntos en el Cuadrante I, 6 puntos en el
Cuadrante II, 2 puntos en el Cuadrante I11
y 4 puntos en el Cuadrante IV.

Esta vez, los cuadrantes Iy IV, determina-
dos por las medias muestrales de cada una
de las variables, con 10 de los 14, contienen
la mayorfa de los puntos. Reafirmamos que
el tiempo en realizar la carrera de 10 km
y el nivel de entrenamiento medido por la
potencia aerdbica mdxima tienen asocia-
cién negativa.

En general, un diagrama de dispersién
muestra la forma, la direccién y el grado
de la asociacién entre los valores de dos
variables cuantitativas. Cuanto mds cerca
se encuentren los puntos del diagrama de

una recta tanto mds fuerte es la asociacion lineal entre los valores de las variables grafi-
cadas. Pero nuestra percepcién visual del grado de asociacién puede estar equivocada
debido a la escala. La figura 22.8. muestra el diagrama de dispersion del mismo conjunto
de datos (Atletas) en diferentes escalas. En el diagrama de la izquierda la asociacién lineal
parece mds fuerte en comparacién con el de la derecha.
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Figura 22.8. Dos diagramas de dispersion de los mismos datos (tabla 22.3). El de la izquierda

sugiere una asociacion mds fuerte entre las variables que el de la derecha.
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0 22.2. Coeficiente de correlacidén

Necesitamos un niimero que no dependa de las escalas del gréfico de dispersion y repre-
sente el grado de asociaciéon lineal entre los pares de valores de dos variables continuas.

:Qué propiedades deberia tener ese niimero?

* Ser positivo si la asociacién lineal es positiva.

* Ser negativo si la asociacién lineal es negativa.

* Ser més grande, en valor absoluto, cudnto m4s cerca se encuentren de alguna recta
los pares de valores.

* No depender de las unidades en las que se expresan las variables.

Un ntimero con todas las propiedades anteriores es el Coeficiente de Correlacién de
Pearson (r):

n
Y -%) tyi-v)
i=1

4 2 4 2
Y 0-x) Yty y)
i=1 i=1

donde (x,y,)...(x, y,), es un conjunto de pares de datos de tamano n, correspondiente
a observaciones de dos variables continuas X e Y.

Como otras de las férmulas de célculo de estadistica, jasustal, pero no es problema para
las calculadoras y menos atin para las computadoras.

”'\ i Coeficiente de correlacion de Pearson?
b Su formula me recuerda a la del desvio estandar muestral.
13\

n
Otra forma de escribir elcoeficiente de correlacién es: = 1 Z ( Xj-X )( Yi-V¥ )
i Sy Sy

donde

son los desvios estandar mues-
trales de X e Y respectivamente.
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¢Cudnto vale r en el ejemplo 1, de las atletas?

r = -0,659

Como esperdbamos es negativo. Su valor absoluto (0,659) es menor a 1.
Mas propiedades del coeficiente de correlacién muestral r:

* No depende de las unidades en que se miden las variables y su valor estd siempre entre
-1yl

* No distingue entre variable explicativa (X) y variable respuesta (Y): el coeficiente de
correlacién entre X e Y es igual al coeficiente de correlacion entre Yy X.

* A mayor valor absoluto de r, mayor el grado de asociacién lineal.

* Cuando r = 0 no hay una tendencia lineal creciente o decreciente en la relacién entre
los valores x’s e y’s.

¢ Losvalores extremos, r = 1 y r = -1, ocurren inicamente cuando los puntos en un diagra-
ma de dispersion caen exactamente sobre una recta. Corresponde a asociaciones po-
sitivas 6 negativas perfectas.

* Valores de r cercanos a 1 6 -1 indican que los puntos yacen cerca de una recta.

n n

Como el denominador de r es siempre positivo (\/ Y oo-x® Y v’ ) , para
i=1 i=1

comprender de donde se obtiene su signo, s6lo es necesario estudiar el signo del nu-

n
merador (E (Xi_;)(yi_g))

i=1

* Cuando la mayorfa de los sumandos son positivos: (x%) (y-y) > 0 la suma
n
(Xi-;) (yi-V)

i=1

es positiva y por lo tanto r es positivo. Ocurre cuando la mayorfa de los puntos (x, y,) se
encuentran en los cuadrantes (I) y (III). En esos cuadrantes los desvios x X e y-y tienen
el mismo signo y su producto es positivo.

* Cuando la mayorfa de los sumandos son negativos: (xX) (y-y) < 0, o sea cuando
los puntos (x, y) se encuentran en su mayorfa en los cuadrantes (II) y (IV), alli
los desvios xX e y,-y tienen signos opuestos y su producto es negativo. La suma
Y (x-%) (y-y) Tesulta negativa y por lo tanto r es negativo.

i=1
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Figura 22.9. El signo del producto (x-x) (y-y) es
positivo para los puntos de los cuadrantes (1) y (I11);

negativos en los otros dos cuadrantes.

Cuantos mas puntos caigan en los cuadran-
tes (I) y (1) habra mas sumandos de

n
Y (x-%) yi-y)
i=1

positivos contribuyendo al total positivo r >0

Cuantos mas puntos caigan en los cuadran-
tes (Il) y (IV) habra mas sumandos de

n
Y x-X) (yi-y)
i=1

negativos contribuyendo al total positivor<0

La figura 22.10 muestra cémo los valores de r decrecen en valor absoluto, se alejan del 1
6 -1, a medida que decrece el grado de asociacién lineal entre las variables.
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Figura 22.10. En (a) y (b) se muestran datos con un alto grado de asociacion lineal, en el prime-
70 la asociacion es positiva y en el segundo negativa. En (c) y (d) los datos estdn menos concentra-
dos sobre una recta pero sigue habiendo claras tendencias: creciente (c) y decreciente (d).

Karl Pearson (1837 -1936) Esta-
distico, historiador y pensador
britanico. Realizo una intensa
investigacion sobre desarrollo y
aplicacion de metodos estadisti-
cos a problemas provenientes de
la biologia. En 1911 fundo el pri-
mer departamento de estadistica
en la Universidad de Londres.
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El coeficiente de correlacion de Pearson
r mide el grado de asociacion lineal en-
tre los pares de valores de dos variables
continuas. Es un numero entre -1y 1. Su
signo refleja sila asociacion es positiva o
negativa y su valor esta mas acerca de 1
(0-1) amedida que los puntos del diagra-
ma se aproximan a una recta. Los valores
extremos 1y -1 se obtienen cuando los
puntos del diagrama de dispersion estan
perfectamente alineados.
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A veces el coeficiente de correlacién no refleja lo esperado, como vemos en (b) y (c) de
la figura 22.11. Ante una relacién curvilinea (b) el coeficiente de correlacién (r = -0.01)
indica que no hay asociacién entre las variables a pesar de existir una asociacién no li-
neal muy fuerte. En () el coeficiente de correlacién (r = -0.75) indicarfa una asociacién
negativa cuando en realidad se trata de dos grupos de datos, uno con asociacién positiva
y el otro con asociacién nula.
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Figura 22.11. El cocficiente de correlacion es cercano a cero cuando los pares de datos no estdn asociados
(a), pero también puede ser nulo o casi nulo ante una relacion no lineal entre los valores de X ¢ Y (b).

0 22.3. Recta de regresién lineal simple

Cuando un diagrama de dispersién mues-

Recta 2 tra un patrén lineal es deseable resumir ese
“malas” patrén mediante la ecuacién de una recta.
Recta 3 Esa recta debe representar a la mayoria de

los puntos del diagrama, aunque ningtin
punto esté sobre ella.

Recta 1

Larecta 1 de la figura 2.12. representa bien
“buena”

la direccién y el sentido de la asociacién
entre los valores de X e Y, pasa “cerca” de
la mayoria de los puntos del diagrama de
dispersion; decimos que es una recta “bue-
Fig. 22.12. Ties rectas en un diagrama de dispersion.  na’. Esto no ocurre con las rectas 2 y 3.
Pero, ;cé6mo podemos elegir la mejor de las
rectas posibles?

22.3.1. Cuadrados minimos

El método de cuadrados minimos propone elegir la recta que minimiza la suma de los
cuadrados de las distancias verticales de cada punto a la recta.
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Recta 1 Recta

AY

X X

Figura 22.13. Dos diagramas de dispersion del mismo conjunto de pares de datos y las distancias
verticales a dos rectas.

Los diagramas de dispersion de la figura 22.13 muestran los mismos puntos. Las distancias
verticales de los puntos a la recta 1 son, en su mayoria, menores que a la recta 2. Por lo tanto
la suma de los cuadrados de esas distancias serd menor para la recta 1 que para la recta 2.

Consideremos la ecuacién de una recta cualquiera y=a+bx. Sean:

* (x,y,) las coordenadas de un punto del plano representando al dato i;
* (x,9) las coordenadas de un punto sobre la recta con x = x,

donde ¥ (se lee y sombrero sub i) se obtiene reemplazando x en la ecuacién de la recta
(§, = a+bx, figura 22.14).

yioofeeee (xiy1)

a+bX1:§1' """"" g
a+sz:§z B B ............
Y2 '

(x1,y1) (x2,y2) son datos

(x1,Y1) (x2, 2) son dos puntos sobre la recta

Xi X2

Fig. 22.14. Dos puntos en el plano y una recta. El primero estd por encima de la recta, tiene resi-
duo positivo (y, - ¥ >0). El segundo estd por debajo de la recta, tiene residuo negativo (y, - y,<0).

La distancia vertical de un punto (x, y) a la recta es llamada residuo y se obtiene de la si-

guiente manera: . n
residuo;=y; - y;

=y, - (a+bx;)
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Algunos residuos son positivos, la respuesta observada estd por encima de la recta, y
otros son negativos, la respuesta observada estd por debajo de la recta. La figura 22.15
muestra esta situacion:

* El primer punto se encuentra por encima de la recta (y, > ¥,) luego y, - §, >0.
* Elsegundo punto se encuentra por debajo de la recta (y, > ¥,) luego y, - ¥, <O0.

Pero ;c6mo hallamos los coeficientes @ y &
de la recta que minimiza la suma de los cua-
drados de los residuos?

yr

Yj Mediante el método de cuadrados mini-
y2 . mos (CM) ay b se eligen de manera que la
v - suma de los cuadrados de los residuos

n n 2
Z (Yi'\A/i)2 = Z (Vi'(a +in))
i=1 i=1

X1 X2

Fig. 22.15. Dos residuos uno positivo y otro negativo.  sea minima.

Los coeficientes de la recta estimada por CM se calculan, a partir de los datos, mediante
las siguientes ecuaciones:

n
i; (xi-X) (y;-y)
b
n
Y (x-x)?
i=1
a=y-bx

La deduccién estd fuera del alcance de este texto, sin embargo es interesante lo que estas
ecuaciones nos muestran:

* La primera ecuacién dice b=T5- , donde r es el coeficiente de correlacién y sy
s, son los desvios estdndar muestrales de las Xs y las y’s respectivamente. Por lo tanto
sis =s =1 resulta que la pendiente de la recta ajustada es igual al coeficiente de
correlacién.

¢ La segunda ecuacién nos dice que la recta de cuadrados minimos pasa por
el punto (x, [1) pues sus coordenadas satisfacen la ecuacién de la recta ajustada

([ = a+bx).
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mejor ajusta a un conjunto de datos.

— 180

* Lasuma de los residuos es 0 y equivalentemente su promedio:
Si sumamos los residuos, ¥, - (a+bx1), y los dividimos por n
entonces,

n
Vi Z (a +bx;)

_ = —y_(a +bXx) pues a = §-bx

=

=[N

Ninguna otra recta tendra, para el
mismo conjunto de datos, una suma
de cuadrados de los residuos tan
baja como la obtenida por CM. En
este sentido, el método de minimos
cuadrados brinda la solucion que

En la practica, la recta de CM se obtiene utilizando
una calculadora o, mejor aiin, una computadora.

esccccccce

Ejemplo 3: Retomemos los datos de la tabla 22.3 (Atletas) considerando al Tiempo (Y)
como variable respuesta y a la Potencia aerébica maxima (X) como variable explicativa.
Pensamos que el grado de entrenamiento medido por la variable X puede explicar, aun-
que sea parcialmente, el tiempo realizado en una carrera de 10 km.

Calcularemos la pendiente b y la ordenada i _ _
al origen a mediante las férmulas: o1 (x;- x) {yj-y)
n
Y (x-x)?
i=1

Obtenemos los siguientes resultados utilizando
una calculadora o una computadora: x=52,99 y=43,70

14 14 ,
_21 (x;-x)(y;-y) =-104,39 Z;(Xi'x) =223,11
1= 1=

Por lo tanto |Z1 (x;- X) (y; - y)
b -

=

(x;-x)*
1
~-104,39

223,11

=-0,468

Estadistica para todos




a =43,70-(-0,4678) (52,99) = 68,49

43 50 52 54 56 58 60
X

Fig. 22.16. Diagrama de dispersion de los datos
Atletas y la recta de regresion simple ajustada por
el método de cuadrados minimos.

y4:48’55 o ............ atleta4

Vo= 4460 i !

yi= 42,62 -

yii=39,80 ...... %o atleta 117

Xi=51,05  xu= 55,29

Fig. 22.17. El punto correspondiente a la atleta
4 se encuentra por encima de la recta ajustada por
cuadrados minimos (su residuo es positivo). El de
la atleta 11 por debajo, su residuo es negativo .

La ecuacién de la recta ajustada a los datos
de las atletas (figura 22.19) es:

y= 68,49 - 0,468 x

Algunos residuos son positivos y otros ne-

gativos (figura 22.17) :

Para la atleta 4, el punto en el diagrama
de dispersion se encuentra por encima de
la recta. El residuo es positivo,

Y, -, = 48,55 - 44,60
=390

y,= 48,55
y, = 68,49 - 0,468 x 51,05
= 44,60

Parala atleta 11, el punto en el diagrama
de dispersién se encuentra por debajo de
la recta. El residuo es negativo y

Y, -V, = 39,80 - 42,62

=-2,82<0

y,, = 39,80

y,, = 68,49 - 0,468 x 55,29
= 4262

En las secciones siguientes veremos como
la recta ajustada en un diagrama de dis-
persién de dos variables X e Y resume la
relacién entre las mismas

22.3.2. Significado de la recta

Veamos qué significa que dos variables X e Y tengan una relacién “perfectamente lineal”. Esto
es, los pares de (x, y) de los valores de las variables siempre se encuentren sobre una recta.

La ecuacién de una recta con pendiente b y ordenada al origen a es: y = a + b x. Cuando “x

« »

aumenta una unidad “y” crece (o decrece) b unidades; a es el valor donde la recta corta al eje

vertical (figura 22.18).
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X x+1

Fig. 22.18. Dos rectas. La de la izquierda tiene pendiente positiva y la de la derecha pendiente negativa.

v =0+ 2x
40 1 /
0+<g------
< +10
201 < -l
10 - Y ' pendiente 10/5 = 2
0 vy

5 10 15 20 X

Figura 22.19. Relacion, hipotética, lineal
entre la variable “vocabulario en miles de pala-

bras” (y) y la variable edad (x).

200 ordenada al origen

pendiente - 50/25 = - 2
+25

150 1

100 9< - - - -3
; -50
o N 200 - 2
0 LA AN\

25 50 75 100 X

Figura 22.20. Relacion lineal entre la canti-
dad de palabras recordadas en una prueba (y)
y la edad (x).

Ejemplo 4: Supongamos que la relaciéon
entre la variable “vocabulario en miles
de palabras” (Y, variable respuesta) y la
variable edad (X, variable explicativa)
satisface la ecuacién de la recta con orde-
nada al origen a = 0 y pendiente b = 2:

Esta recta corta al eje Y en el punto (0,0)
y aumenta 2 unidades verticalmente (Y)
con cada aumento horizontal (X) de 1
unidad. En términos de la relacién entre
la variable edad y el vocabulario esto sig-
nifica que 0 es la cantidad inicial de pala-
bras (a los 0 afios) y que hay un aumento
de 2000 palabras por afo, aproximada-
mente (7 por dfa). La pendiente indica la
tasa de cambio. Como la pendiente es
positiva, la relacién entre el vocabulario
y la edad es creciente (figura 22.19).

Ejemplo 5: En la figura 22.20 y repre-
senta la cantidad de palabras recordadas
en una prueba y nuevamente x es la edad.
La recta tiene ordenada al origen a = 200
y pendiente & = -2:

y=200-2x;

corta el eje Y en el punto (0,200) y cae 2 uni-
dades verticalmente con cada aumento de
1 unidad en X. A medida que aumenta la
edad en un ano la cantidad de palabras que
se recuerda en la prueba disminuye en 2.
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Como la pendiente es negativa, la relacién entre la cantidad de palabras recordadas y
la edad es decreciente. La ordenada al origen, de 200 palabras para edad = 0, no tiene
ningun significado biolégico como ocurre muchas veces.

En general, si la relacién entre X e Y es perfectamente lineal y conocemos los valores
ayb, la ecuacién y = a + b x permite predecir qué valor de Y corresponde a cualquier
valor de X. Se trata de una asociacién deterministica. Mds atin, dos pares de datos son
suficientes para hallar los pardmetros a y b, de la misma manera que dos puntos y una
regla alcanzan para dibujar una linea recta.

22.3.3. Modelo

La relacién entre datos reales rara vez es tan simple como la expresada por la ecua-
cién de la recta.

Un modelo mds realista plantea que la media poblacional de Y, mds que los valores
individuales, cambia linealmente con X

p, (%) = o+ RBx

En el caso las atletas (tabla 22.3), el modelo de regresién lineal dice que para cada valor
de la potencia aerébica mdxima (x), la media de los tiempos (Y) en una carrera de 10
km, en la poblacién de todas las atletas entrenadas, es:

Tiempo medio (depende de x) = @ + [3 . (Potencia aerébica méxima)

Otras cosas, ademds de X, hacen que los valores individuales Y varien alrededor de la me-
dia (u, (x)) de todos los valores de Y cuando X toma el valor x. Por ejemplo, ademas del
grado de entrenamiento (medido por la Potencia aerébica mdxima), otros factores causan
que los tiempos individuales varien alrededor de su media poblacional: la edad, la lon-
gitud de piernas y brazos, la fuerza de piernas y brazos, la motivacién por ganar, etc.

Representamos esas "otras cosas” con un término de error, [/ (epsilon). Es la diferencia

entre un valor individual y la media de la variable Y en la poblacién, para un valor fijo
x de la variable explicativa:

O0=Y-p, ()
=Y - (o + Bx)
Despejando Y de la primera y de la segunda de las igualdades anteriores resultan: Y =, (x) + [

y equivalentemente Y=0+Bx+[]

El valor de Y es igual a la media mds un error, distinto para cada valor de la variable.
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El modelo de regresion lineal permite que los valores individuales de la variable respuesta se
encuentren alrededor de la recta de regresion y no necesariamente sobre ella.

recta

i

Y=0+Rx+[]]= otras cosas ademas de x

Modelo de regresion lineal simple:

o y 8 son parametros fijos
|| es aleatorio

En la seccién 15.5 vimos el siguiente modelo de medicién (sin sesgo):
Y = p, + error aleatorio,

donde Y representa un valor cualquiera de una variable definida en una poblacién y p
es la media de todos los valores posibles de esa variable en la poblacién considerada. Por
ejemplo Y = tiempo que tarda un atleta cualquiera en una carrera de 10 km, p, = media
de los tiempos que tardan todas las atletas de una poblacién. En este modelo no se tiene
en cuenta la edad y se establece que el tiempo de una atleta es igual a la media de los
tiempos de toda la poblacién mds un término llamado de error.

Observemos que el modelo de regresién lineal:
Y=p(x)+ 0O

tiene una estructura similar al modelo de medicidn, pero ahora la media poblacio-
nal depende linealmente de una variable explicativa (x).

El término de error, en cualquiera de los dos modelos permite describir la variabilidad de las
observaciones alrededor de la media poblacional (1, o 1, (x)). Muchas veces se utilizan curvas
Normales para describir esa variabilidad.

y Veamos qué ocurre con el modelo de
y=a+Bx regresion lineal:

a+Bx = uy(x)
i y=p &+

Utilizamos la curva Normal para descri-
bir la variabilidad de las observaciones al-
: rededor de la media (figura 22.21) y tene-
l/ : mos una media diferente para cada valor
de la variable explicativa. Sobre la recta de
regresion, el valor de y esta determinado
porx; y = o + Bx.

Figura 22.21. Modelo de regresion lineal simple.

Para cada valor de x, los valores de la variable Y se
distribuyen alrededor de la media ;ty(x) = a+lx.

Se trata de medias poblacionales, pero
no conocemos ni o ni B.

— 184

Estadistica para todos



La recta de regresién verdadera, . (x) = o + Bx, vincula la media poblacional de la va-
riable respuesta con la variable explicativa. La ordenada al origen (o) y la pendiente (B)
de esta recta son desconocidos.

22.3.3.1 Interpretacién de los coeficientes estimados

Los coeficientes a y b obtenidos por el método de cuadrados minimos (seccién 22.3.1)
estiman los pardmetros oy .

Ejemplo 6: Sigamos con los datos de la tabla 22.3 (Adletas) considerando al Tiempo (Y)
como variable respuesta y a la Potencia aerébica maxima (X) como variable explicativa. Vi-

mos (ejemplo 3) que la ecuacién de la recta ajustada a los datos de las atletas (figura 22.16)
resulta y = 68,49 - 0,468 x.

y

a8 ., ® La pendiente ajustada es b = -0,468, esto
significa que sobre la recta ajustada, un
46 4 55 aumento de una unidad en x produce un
® O ® descenso 0,468 unidades en y. Estimamos
al \11 una reduccién de la media del tiempo en
4 o0 una carrera de 10 km en 0,468 minutos,
S \ cada vez que la Potencia aerébica mdxi-
40 ° 5 S ma aumenta una unidad. Esta reduccién
! 1 T del tiempo podria no tener importancia.
48 50 52 54 56 58 60 x Quizds sea mds interesante la reduccién
del tiempo cuando la Potencia aerdbica
Fig. 22.22. Sobre la recta de regresion ajustada a méxima aumenta 6 unidades, esto es una
los datos “Atleta”, un aumento de 6 unidades en x reduccién de 6 . 0,468 = 2,81 minutos en

resulta en un reduccion de 2,81 unidades en y. el tiempo de la carrera (figura 22.22).

U a=68,49y b=-0,468 son valores de estadisticos, es decir, estimaciones de los parametros poblacionales o y [3.
m]

65 °
6,0
55
50
4,5

Horas por dia dedicadas a
actividades sedentarias

1 12 13 14 15 16 17 18
Edad (afios)

22.23. Diagrama de dispersion de las horas dedicadas a mirar television, estudiar o utilizar la computadora en
Sfuncidn de la edad para 30 mugjeres adolescentes, junto con la recta de regresion ajustada por cuadrados minimos.
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Ejemplo 7: Consideremos nuevamente los datos de la tabla 22.1 horas por dia dedica-
das a mirar television, estudiar o utilizar la computadora, esta vez para las mujeres.

Tomando como variable respuesta Y = “horas por dia dedicadas a mirar televisién, estu-
diar o utilizar la computadora” y variable explicativa X = edad, obtenemos la siguiente
recta ajustada por cuadrados minimos a los datos de la tabla 22.1 (mujeres):

Y = 3,24 + 0,13.edad

El signo de la pendiente de la recta ajustada es positiva, mostrando una asociacién
positiva entre las horas y la edad.

El valor de la pendiente es el cambio de y cuando la variable explicativa aumenta
una unidad. En este caso se trata del aumento de las horas por cada ano de aumento
en la edad.

Recordemos que utilizamos la notacién §(x) para indicar una ordenada obtenida a partir
de la ecuacién de la recta.

De la ecuacién de la recta, estimamos una media poblacional de 5,19 horas dedicadas
a actividades sedentarias entre todas las jovenes de 15 anos:

¥ (edad=15)=3,24+ 0,13 x 15
=324+1,95
=5,19

Para 16 afos:

¥V (edad =16)=3,24+ 0,13 x 16
=3,24+2,08
=5,32

65 -

H ’ . | (o]
oras por dia dedicadas a 5.3 /

actividades sedentarias 519

45 |

12 13 14 15 16 17 18
Edad (afios)

Figura 22.24. Un aumento de un ano corresponde a un aumento de 0,13 horas dedicadas a
actividades sedentarias.
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Un aumento de un afo en la variable explicativa corresponde a un aumento de 0,13 horas:

9 (edad = 16) = 5,32
¥ (edad = 15)= 5,19

¢ (edad = 16) - § (edad = 15) = 5,32 - 5,19
=0,13

Obtendriamos el mismo resultado al comparar 16 con 17 anos, 12 con 13, etc. O sea, por
cada afio de aumento en la edad sc espera un aumento de 7,8 minutos (= 0,13 x 60) en el
tiempo dedicado a actividades sedentarias en las mujeres.

Este aumento (0,13) es la pendiente de la recta ajustada.

22.3.3.2. Interpretacién de la recta ajustada.
Coeficiente de determinacidn.

La recta de regresién ajustada en un diagrama de dispersién, y=a+bx , provee una estima-
cién de la media poblacional de la variable respuesta en funcién de la variable explicativa.

U Recordemos que los coeficientes ay b de la recta estimada son nimeros conocidos.
En el ejemplo 6: y=3,24 + 0,13 edad, por lo tanto a= 3,24 y b=0,13

sQué significa X calculado como a + bx , para un valor determinado x? Es el valor estimado
de la media poblacional de la variable respuesta para ese valor fijo de la variable explicativa.

:Entonces § es la media muestral? No, pero juega un papel similar a la media muestral en
el sentido de estimar una media poblacional, esta vez con un valor para cada valor de X.

yi

: 1|
G koo :..::E::::Xizawm J l J

Xi

22.25. En el grdfico de la izquierda los residuos a la recta ajustada y=a+bx; a la derecha las distancias
entre las respuestas observadas y su medida muestral (5).
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iPor qué no tomamos directamente el promedio de los valores de la variable Y, y los pro-
mediamos? Porque la informacion de la variable explicativa contenida en los coeficientes
ayb provee una estimacion mas precisa que la media muestral y, en cuyo calculo solo se
utilizan los valores de la variable Y.

oc—]

Los valores observados (y,) estdn, en general mas cerca de §, que de [1. La figura 22.25 ilustra
esta situacién. Las lineas verticales rojas muestran cémo se desvian los valores observados de
la variable respuesta (y,) respecto a la media muestral (I]). Sus longitudes (y, - [1) al cuadrado
son en promedio mayores que la de las lineas azules (|| -(a+bx))que miden las distancias de
cada y, a su correspondiente valor sobre la recta ajustada, §, Recordemos que cada cada y, se
obtiene un valor §, reemplazando x, en la ecuacién de la recta § = a+bx; o sea §, = a+bx.

La figura 22.25 muestra como los valores observados (y,) tienen una distancia vertical a la
recta ajustada (¥ = a+bx) menor que la recta horizontal de ecuaciéon y = []. El coeficiente de
determinacién, definido a continuacién, cuantifica esa reduccion.

El coeficiente de determinacién (R?) mide la proporcién en que se reduce la suma de las
distancias verticales al cuadrado de los valores observados (x, y,) alrededor de la recta de cua-
drados minimos en comparacién con esas distancias alrededor de la recta de ecuaciény = [

R2 - SCT - SCR
donde SCT

* Suma de cuadrados total SCT. Mide las distancias verticales de los pares observados

(x, y,) ala recta de ecuacién y = [ 0

SCT = 21 (y;-v)?
i=
¢ SCR es la suma de cuadrados de los residuos:
n
SCR= 21 (y;- )
i=

El coeficiente de correlacién al cuadrado coincide con el coeficiente de determinacién:
rr=R?

Ejemplo 8: Datos atletas. Calculo del coeficiente de determinacion.

DESARROLLO DEL CALCULO DEL COEFICIENTE DE DETERMINACION. DATOS ATLETAS, ™8z

i X Y S‘Ii Yi- 9i Y;- N (yi - Sli)z (yi - H1)2

1 4717 47,83 46,42 1,41 413 1,99 17,06
47,41 46,03 46,31 -0,28 233 0,08 5,43
47,88 45,6 46,09 -0,49 1.9 0,24 3,61

18
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i X, A Yo | -9 | Ye-U | G- | G- )
4 51,05 48,55 44,61 3,94 4,85 15,52 23,52
5 51,32 42,37 44 48 2,11 -1,33 4,45 1,77
6 52,18 43,93 44,08 -0,15 0,23 0,02 0,05
7 52,37 449 43,99 0,91 1,2 0,83 1,44
8 52,83 40,03 43,78 -3,75 -3,67 14,06 13,47
9 53,31 42,03 43,55 -1,62 -1,67 2,31 2,79
10 53,93 4512 43,26 1,86 1,42 3,46 2,02
11 55,29 39,8 42,62 -2,82 -39 7,95 15,21
12 57,91 449 414 3,5 1,2 12,25 1,44
13 57,94 41,32 41,38 -0,06 -2,38 0,00 5,66
14 61,32 39,37 39,8 -0,43 -4,33 0,18 18,75
63,36 112,22

R%z=0,4354
] = 43,699

= 112,22

2

14
—\2
SCT = 21 lyi-y) Yy SCR
1=

112,22 - 63,36

112,22

= 0,4354

La variabilidad de los datos de las atletas alrededor de la recta de regresién ajustada por
cuadrados minimos, y= 68,49 - 0,468 x, se redujo en un 43,54% en comparacion con la

14
= E (Vi'\A/i)Z
i=1

= 63,36

variabilidad de la respuesta alrededor de su media muestral (recta y = 43,699).

8
46
4

43,699
42

40 -

y = 68,49 - 0,468 x
%5
o © o

o R’= 0,4354

T I I

T | T I
48 50 52 54 56 58 60 X

Figura 22.26. Diagrama de dispersion datos atletas. En promedio las distancias a la recta de
regresion son menores que a la recta y = 43,699.
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Recordemos que r =-0,659, su cuadrado es 0,4342. La diferencia con R? se debe inicamen-
te a errores de redondeo de los que no nos preocupamos porque es habitual que estos calculos
se realicen con muchos més decimales utilizando computadoras.

100 x R? es |a reduccion de la variabilidad de los valores (y) de |a variable respuesta a una recta
de regresion lineal y = a+bx en comparacion con la variabilidad de los valores (y) respecto de la
rectay=y.

Decimos que la recta de regresion explica el 100 x R de la variabilidad de la variable respuesta.

R%=0 cuando la regresion no explica nada; en ese caso, la suma de cuadrados total es igual a la
suma de cuadrados de los residuos.

R?=1 cuando todos los puntos estan sobre la recta, la variabilidad observada de la respuesta es
explicada totalmente por la regresion y la suma de los cuadrados de los residuos es cero.

22.3.4 El método de cuadrados minimos puede fallar

Alcanza con un solo dato “malo” para arruinar completamente el resultado de la media
muestral y el desvio estindar muestral. Consideremos por ejemplo el siguiente conjunto de
datos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16. Tiene media = 8 y desvio estdndar = 5,05.
Siel 16 es reemplazado por 1.600 (puede tratarse de un error o un valor de otra poblacién)
entonces el nuevo conjunto de datos tiene media = 101,18 y desvio estindar = 386,27.

En forma similar, alcanza con un dato “malo” para arruinar completamente a la recta
de regresion al coeficiente de determinacién y al coeficiente de correlacién.

La figura 22.27 muestra dos diagramas de dispersion, los datos son los mismos en ambos
diagramas salvo uno.

Para los datos del diagrama de la izquierda tenemos:

* Recta ajustada: y = 0,99 + 1,99 x
¢ Coeficiente de determinacién: R? = 0,9993
¢ Coeficiente de correlacién: r = 0,99965

La recta ajustada tiene pendiente positiva y representa a la mayoria de los datos. El coeficien-
te de determinacién es R* = 0,9993. Vimos su significado general en la seccién 22.3.3.2.,
en este ejemplo dice que la recta explica el 99,93 % de la variabilidad de los datos. Un
resultado similar se obtiene mediante el coeficiente de correlacién r: su valor (0,99965) tan
cercano a 1 refleja la casi linealidad de los puntos en el diagrama de dispersion.
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Figura 22.27. Dos diagramas de dispersion y las rectas ajustadas. Un ‘punto palanca” distorsiona
completamente el ajuste de la recta de cuadrados minimos.

Para los datos del diagrama de la derecha tenemos:

* Recta ajustada: y = 17- 0,33 x
¢ Coeficiente de determinacién: R = 0,09226
¢ Coeficiente de correlacién: r = -0,30374

Agregando un “punto palanca” el ajuste por cuadrados minimos cambia completamente. Se
trata de un punto que se encuentra alejado de la mayoria de los valores de la variable respues-
ta. La recta ajustada tiene pendiente negativa y su direccién es casi perpendicular a la de la
mayorfa de los datos. El coeficiente de correlacion dice que la asociacién entre las variables es
negativa cuando en realidad, salvo por un dato la asociacién es positiva.

El ajuste de una recta y el cdlculo del co-
o eficiente de correlacién serin buenas me-
didas resumen de la relacién entre dos va-
o riables continuas, siempre que el diagrama
y o (o) de dispersién tenga una forma de nube,
° 4 o como el de la figura 22.28, mis o menos
concentrada alrededor de una recta.

22.28. Diagrama de dispersion con forma de nube.

0 22.4. Dos rectas

Muchas veces interesa comparar la relacién de dos variables continuas en dos grupos dis-
tintos definidos por una variable categérica.
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Ejemplo 9: Consideremos nuevamente los datos de la tabla 22.1. Esta vez, tendremos en
cuenta la edad al comparar las horas por dia dedicadas a las actividades sedentarias (mirar
television, estudiar o utilizar la computadora) entre varones y mujeres (tabla 22.1). Descri-
biremos la relacién entre la cantidad de horas y la edad en dos grupos; la variable categérica
que los define es “género” y las categorias son: varén, mujer.

La figura 22.29 muestra el diagrama de dispersién de las horas por dia dedicadas a
actividades sedentarias para varones y mujeres y dos rectas de regresion. La recta azul
fue estimada utilizando Gnicamente los datos de los varones y la roja los datos de las
mujeres. Sus ecuaciones son:

* y=2,84+0,197.edad, para varones
* y=3,24+0,13.edad, para mujeres

Cada una de esas rectas estima la media en la poblacién de la cantidad de horas que un varén
(0 una mujer) dedican a actividades sedentarias.

Sin tener en cuenta la edad, la diferencia de medias muestrales (5,73-5,06) de la cantidad
de horas para varones y mujeres es 0,67 horas.

7,0 = .

g 7 o0
§ ‘g 6,5 =
S c
E % 6,0 -

(%]
S g 59+
- O
15
n S 50 =
© =
£ © 45+

10 12 14 16 18 Edad

Figura 22.29. Diagrama de dispersion de las horas por dia dedicadas a actividades sedentarias en dos
grupos: varones (en azul) y mujeres (en rojo) junto con sus respectivas rectas de regresion lineal simple.

Teniendo en cuenta la edad. Las ecuaciones de las rectas de regresion simple, igual que la
media muestral, proveen una estimacién de la media poblacional, una para varones y otra para
mujeres. Ademds esta vez se obtiene una estimacién para cada valor de la variable explicativa
(edad). Podemos estimar la misma diferencia que en el pdrrafo anterior para cada edad:

Media estimada de horas _ Varones = 2,84 + 0,197.edad
Media estimada de horas _ Mujeres = 3,24 + 0,13.edad

Diferencia de medias estimada = (2,84 + 0,197.edad) - (3,24 + 0.13 . edad)
=-0,40 + 0,067.edad
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Si edad = 12, resulta: Diferencia de medias estimada = -0,40 + 0,067 x 12
= 0,404

Siedad = 17, resulta: Diferencia de medias estimada = - 0,40 + 0,067 x 17
= 0,739

La figura 22.30 ilustra estas diferencias. Si edad = 12 obtenemos una estimacién menor a 0,67 horas
que se obtuvo simplemente restando las medias muestrales, si edad es 17 la diferencia es mayor.
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Figura 22.30. A medida que aumenta la edad la diferencia de la cantidad de horas dedicadas a
actividades sedentarias entre varones y mujeres también aumenta.

0 22.5. Cuantificacidn de la relacién entre dos
variables categéricas

Muchas veces interesa estudiar la relacién entre dos variables categéricas. En este caso no
se puede usar la palabra "correlaciéon" para describirla. La correlacién es un caso especial
de asociacién, mide la fuerza de la relacién lineal entre las variables numéricas. El térmi-
no adecuado para variables categdricas es simplemente “asociacion”.

Consideremos, en general, dos variables categéricas con dos categorias cada una:

* “grupo de tratamiento” (s, no)
* “resultado” (sf, no)”

Estardn asociadas si el porcentaje de pacientes con resultado (si) en un grupo ( si) es muy
diferente del porcentaje de pacientes con ese mismo resultado en el otro grupo (no).

Ejemplo 10: La tabla 22.5 muestra los resultados de una encuesta hipotética para determinar si
existe una asociacién entre comer rdpido y el sobrepeso. Se obtuvieron los siguientes resultados:
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RESULTADOS DE UNA ENCUESTA HIPOTETICA PARA DETERMINAR SI EXISTE
UNA ASOCIACION ENTRE COMER RAPIDO Y EL SOBREPESOQ. ™8A225

Come rapido
si no
Sobrepeso si 75 22
no 175 198
250 220
% con sobrepeso 30 =100x75/250 10 =100x22/220

Las variables categéricas son:
Come rdpido con categorfas: si, no
Sobrepeso con categorias si, no

En el grupo de individuos que come rdpido el 30 % tiene sobrepeso; entre los que no comen
rapido ese porcentaje se reduce al 10 %.

Los porcentajes de individuos con sobrepeso en las dos categorias de la variable come rdpido
son bastante diferentes, decimos que las dos variables estdn asociadas. En la seccién 23.4.4
veremos si esa diferencia puede atribuirse a la variabilidad resultante del muestreo o es sufi-
ciente para establecer una asociacién entre las variables.

0 22.6. Causalidad

Es muy tentador considerar una evidencia sobre asociacién como una evidencia sobre cau-
salidad. En el ejemplo 10 podriamos pensar que comer rdpido es una causa del sobrepeso
porque estdn asociados. Sin embargo, podria ocurrir que la ansiedad sea causante de comer
rapido y también de comer demds y por lo tanto tener sobrepeso. La asociacién entre comer
rapido y sobrepeso es consecuencia de la ansiedad (una causa comtin a ambas).

Come rapido —=—==c> | Sobrepeso

N %

Ansiedad

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 11: Se realiz6 una encuesta para estudiar la relacién entre la preferencia por el
dulce de leche y el alfajor de dulce de leche. Se seleccionaron al azar 10 personas y se les
solicité que asignaran un nimero entre 0 y 100 a su preferencia. Donde 0 indica que a
la persona no le gusta el dulce de leche o el alfajor y 100 que le apasiona.
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La figura 22.31 muestra el diagrama de dis-
persién de los datos de la tabla 22.6. Vemos
una clara tendencia lineal. Las personas que
asignaron un puntaje alto al dulce de leche,
también lo hicieron para el alfajor de dul-
ce de leche. La gente no asigné los mismos
puntajes en ambas escalas pero la preferencia
por el dulce de leche es similar en rasgos ge-
nerales a la del alfajor, aunque para este lti-
Mo un poco menor.

La figura 22.32 muestra los mismos datos
junto con la recta de regresién lineal ajustada
por cuadrados minimos y = -1,82 + 0,83 x.
Cada vez que el puntaje del dulce de leche
aumenta en 10 unidades, estimamos un au-
mento promedio de 8,3 unidades (10 x 0,83)
para el puntaje del alfajor de dulce de leche.

PUNTAJE POR REFERENCIAS SOBRE EL DULCE DE
LECHE Y EL ALFAJOR DE DULCE DE LECHE. ™8A226

Persona Dulce de leche Alfajor de dulce

de leche
1 100 85
2 90 80
8 60 44
4 60 50
5 20 25
6 95 70
7 90 80
8 70 50
9 50 30
10 10 5

2 100
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Figura 22.31. Diagrama de dispersion del
puntaje asignado por preferencia al dulce de le-
che y al alfajor de dulce de leche, 0 indica que
a la persona no le gusta y 100 que le apasiona.

Figura 22.32. Diagrama de dispersion del
puntaje asignado por preferencia al dulce de leche
y al alfajor de dulce de leche, junto con la recta de

regresion lineal ajustada por cuadrados minimos.

El coeficiente de correlacion r del puntaje (tabla 22.6) es 0,97. Este ntiimero es muy
cercano a 1 (el valor méximo posible de r), mostrando que “la preferencia por el dulce
de leche” y “ la preferencia por el alfajor de dulce de leche” tienen un altisimo grado de
asociacion lineal. ;Significa esto que la preferencia por el dulce de leche es la causa de la
preferencia por el alfajor de dulce de leche? No necesariamente.

Las personas que le asignaron un puntaje alto al dulce de leche y al alfajor de dulce de
leche pueden ser justamente las personas a las que les gusta la comida dulce y blanda. En
este caso, la preferencia por ese tipo de comida serfa la causa comin, la que produce un
alto grado de correlacién entre las preferencias estudiadas.
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En general, hallar una asociacién entre variables es sélo un indicio. Si interesa establecer
causalidad deberdn realizarse estudios posteriores para confirmar o descartar las sospechas.
Idealmente deberfa realizarse un experimento comparativo aleatorizado. La aleatorizacién
produce grupos de sujetos, similares al comienzo de los tratamientos. Al comparar los gru-
pos nos aseguramos que las diferencias observadas se deban a los efectos del tratamiento.

Pero muchas veces esto no es posible. Es dificil obligar a un sujeto a comer rdpido o
despacio. Sin embargo, si es posible realizar un estudio observacional comparativo con
grupos diferentes respecto del factor que se desea estimar y, lo mds parecidos posibles en
el resto. Si se sospecha que el nivel de ansiedad influye en el sobrepeso e interesa estudiar
el efecto de comer rdpido sobre el sobre peso, los grupos deberian ser similares en cuanto
a nivel de ansiedad y también respecto de cualquier otra variable conocida que pueda
afectar el resultado (edad, género, peso inicial, etc.).

0 22.7. Mas alld de un conjunto de datos

Cuando se ajusta una recta a pares de valores en un diagrama de dispersion el interés puede
estar en, simplemente, obtener un resumen de la relacién entre los puntos del diagrama,
de la misma manera como puede interesar conocer un promedio o una proporcién de un
conjunto de datos. Este enfoque es llamado de estadistica descriptiva. Se trata de obtener
numeros que describen en forma resumida un conjunto de datos.

Pero si ese conjunto de datos proviene de un muestreo aleatorio simple de una poblacién
e interesa describir el comportamiento de las variables en la poblacién (como ocurre
la mayoria de las veces), la recta ajustada es una de las tantas rectas que se pueden obte-
ner con diferentes muestras para el mismo problema. Se trata ahora de un problema de
inferencia estadistica, porque el interés ya no estd centrado en el conjunto de datos que
tenemos sino en toda la poblacién de la cual provienen. En este caso a, b y a+bx son
estimaciones de @, 3, y @+ x respectivamente y r es una estimacién de la correlacién
lineal de todos los valores las variables en la poblacién. Como toda estimacién tiene
errores, por haber sido calculada a partir de una muestra en vez utilizar datos de toda la
poblacién. Se trata de errores aleatorios debido al muestreo.

Nos preguntamos qué pasaria si tomdsemos muchas muestras de la misma poblacién,
scomo cambiarfan las rectas ajustadas?

Ya presentamos este enfoque en el capitulo 10 para proporciones cuando tratamos el “mar-
gen de error”. En el capitulo 23, retomaremos el tema con mds profundidad para medias
muestrales y proporciones y daremos férmulas de cdlculo para los errores de estimacién.
Las férmulas de cdlculo de los errores de los coeficientes de la recta de regresién por cua-
drados minimos son matemdticamente mds complejas, pero los conceptos estadisticos son
similares a los que veremos en ese capitulo.
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0 22.8. Actividades y ejercicios

F

1.
a) ;Cudles son los todos los valores posibles del coeficiente de correlacion?
b) ;Cudles son los todos los valores posibles del desvio estdindar muestral s?

Y (x0%) v

n 1 |=1 SX

2. Muestre que

En los ejercicios 3 - 8 elija la respuesta correcta o la que completa la frase.

3. ;Cudl de los siguientes tres diagramas de dispersion tiene mayor coeficiente de correlacion?

60
0
100 120

5
2.y
60 80

y+10
5I

30

(=]
<
. = S

e ———T—r —
20 30 40 50 60 30 40 50 60 70 40 60 80 100 120
X x+10 2.X

20
40

a) El 1

b) EL1I

c) EL1II

d) Todos tienen el mismo coeficiente de correlacién

e) No se puede responder a la pregunta porque falta informacién

4. Supongamos que el coeficiente de correlacién es 0,7. Entonces, dados dos puntos del
diagrama, ;cudl de las siguientes situaciones es posible?

I) el punto que se encuentra a la izquierda (o sea con menor x) tiene un valor menor de y que
el que se encuentra a la derecha.

IT) el punto que se encuentra a la izquierda (o sea con menor x) tiene un valor mayor de y
que el que se encuentra a la derecha.

a) Sélo I
b) Sélo IT
olyll
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= 5. ;Cudl de las afirmaciones sobre los coeficientes de correlacién de los puntos de los =
= siguietes diagramas de dispersién son verdaderas? =
E Y o Y| . Yl E
= X X X =
= a) Todos son cero. =
= b) Uno es cero, otro es positivo y otro es negativo. =
= ¢) Dos son cero y otro es cercano a -1. =
= d) Dos son cero y otro es -1. =
= d) Ninguno es cero. =
= 6. Supongamos que la recta de regresion ajustada a un conjunto de datos y = 2+bx pasa- =
= por el punto (3,11). Six e [ son las medias muestrales de los valores X’s e y’s respecti- =
z vante, entonces || = =
= a) X =
= b) 3x+2 =
= c) x+2 =
= d) 2x-3 =
= e) 2x+3 =
= 7. Un estudio determiné que el coeficiente de correlacién entre el puntaje que los alumnos =
= asignaron a sus profesores en una encuesta y el puntaje que la directora de la escuelales =
= asigné a los mismos profesores es r = 1,25. Esto significa que =
= a) La directora y los alumnos coinciden en respecto a qué es un buen profesor. =
= b) La directora y los alumnos tienden a no estar de acuerdo respecto a qué esun =
= buen profesor. =
= ¢) Hay poca relacién entre los puntajes. =
= d) La asociacién entre ambos puntajes es fuerte. =
= e) Hay un error de cdlculo =
= 8. El coeficiente de correlacion satisface: =
= I. No es afectado por cambios en las unidades en que se miden las variables. =
'=r||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||I'=I'
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II. No es afectado por intercambiar las variables que se ponen enx e y.
I11. No es afectado por la presencia de valores atipicos.

a)lyll

b) Iy Il
ollyll
d) LIyl

e) Ninguna de las afirmaciones es correcta.

9. Le dedican los varones de su escuela mds horas a realizar actividades sedentarias que las
mujeres? Realice una encuesta para responder esta pregunta.

L R e

S L ARy

S I e e e e e e e e e e T T I
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