1. Modelos matematicos

Muchas veces, en casa o en el colegio, en el transporte, en la ruta,
las vacaciones, nos surgen preguntas como éstas:

¢Cudl es el volumen de la naranja que comeremos en el postre?
Para dar respuesta a esta pregunta y poder estimar el volumen de
la naranja en general, comenzamos con suponer que la misma es
una esfera. {Estamos representado la naranja, es decir, construyen-
do un modelo de naranja!

sPodremos ganar la loteria si compramos un tinico niimero? Para cal-
cular las posibilidades de ganar debemos considerar todos los nime-
ros posibles e imitar las extracciones del bolillero cuando se saca el
ntimero ganador. ;Estamos representando la forma en que la proba-
bilidad actda en el juego!

¢Qué rutas debo tomar para llegar a Mar del Plata viajando la menor
cantidad de kilémetros posible? Para resolver mi problema puedo
consultar un mapa, y ubicando mi localidad de origen y la ciudad
de Mar del Plata, sumar los kilémetros que aparecen en el mapa de
las rutas que las unen. En el mapa se han representado con puntos
las localidades y con lineas las rutas y los niimeros indican la longi-
tud... jEsta representacion es un modelo de la geografia real!

en un comercio, en

La matemidtica, que muchos describen como "el lenguaje del universo", nos otorga
la posibilidad de describir, calcular y predecir el comportamiento del mundo que
nos rodea, y desde luego dar respuesta a éstas y otras miles de preguntas.

La representacién de nuestra realidad, de forma simplificada y de diferentes maneras
que nos ayuden a comprender su comportamiento, se realiza a través de un modelo.

Modelo

Un modelo es una representacion grafica, esquematica o analitica de una realidad, que sirve
para organizar y comunicar de forma clara los elementos que la conforman y sus relaciones.

Los modelos constituyen la base para estudiar y entender problemas propios de muchas
dreas: economia, ingenierfa, medicina, quimica, fisica, psicologfa, etc.
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* Un mapa es un modelo de la superficie de la Tierra.

* Un modelo o0 una modelo es una persona que posa para pinto-
res o fotdgrafos o exhibe una coleccién de ropa.

* Un circuito electrénico que describe una fuente de voltaje es un
modelo esquematico.

* Las réplicas de aviones, automdviles, barcos, e incluso de mune-
cos de superhéroes, pero en una escala mucho menor, son mode-
los de los mismos.

* Maquetas y planos de edificios, centros comerciales, casas o
complejos de oficinas son modelos que se usan para ver exacta-
mente como se verd la "estructura real" cuando se construya.

* Un modelo verbal es una narracién con palabras que describe un
paisaje 0 una compleja descripcidn de un negocio (relata y esta- juk
blece el escenario actual de la empresa, las metas y objetivos a S
seguir, etc.). P

En muchas ocasiones es de gran interés no sélo representar la

situacion sino el conocimiento de lo que ocurrird en las mismas, cuando las variables
involucradas evolucionen. Aquellas representaciones en las que se explicitan las relacio-
nes entre las variables mediante férmulas, ecuaciones y uso de nimeros en general se
denominan modelos matemadticos.

Modelo matematico

Un modelo matematico es la representacion simplificada de la realidad, mediante el uso de
funciones que describen su comportamiento, o de ecuaciones que representan sus relaciones.

Para estudiar un sistema, un modelo matemdtico comienza con la identificacién de los
aspectos principales o determinantes del sistema y los caracteriza a través de las expre-
siones matemdticas.

La idea en la construccién es encontrar un equilibrio entre la simplicidad y una repro-
duccién del comportamiento que permita comprender, analizar y predecir, al cambiar
el valor de la o las variables que lo describen, la respuesta del sistema en su conjunto.
El proceso de construccién de un modelo matemdtico podria describirse en cuatro etapas:

Etapa 1. Observar el mundo real

Es un primer momento, debemos observar y analizar los componentes de la situacién-pro-
blema real, lo que permitird seleccionar aquellas caracteristicas relevantes de los aspectos a
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analizar, seleccionar el conjunto de variables que sintetizan el comportamiento del proble-
ma, identificando las variables externas al mismo.

Por ejemplo: cuando se va a realizar un primer modelo para describir la trayectoria de un
objeto que es arrojado desde cierta altura, obviamente debemos tener en cuenta la accién
de la gravedad, pero se podria obviar en el comienzo, los efectos de la resistencia del aire.
En cambio, si realizamos un modelo del ascenso de un avién, la accién del aire no se puede
dejar de considerar.

Etapa 2. Descripcién coloquial del modelo preliminar

Una vez cumplida la observacién se elabora el modelo preliminar en el que debemos
explicitar, de manera clara y simplificada, la relacién matemdtica que vincula a las varia-
bles presentes en la situacién-problema. A partir de esta formulacién preliminar proce-
demos a relevar la informacién que permita analizar la viabilidad de las decisiones a
implementar: uso de férmulas conocidas, realizacién de nuevas ecuaciones o funciones
que describan el problema, etc.

Por ejemplo: en el caso del modelo para describir la trayectoria de un objeto que es arro-
jado desde cierta altura, debemos describir la situacién considerando valores de la varia-
ble tiempo, partiendo de cero para el momento en que se arroja. Si modelizamos los gas-
tos de produccién de una empresa deberemos determinar todos los costos iniciales fijos.

Etapa 3. Modelo matemitico

Utilizando las herramientas matemdticas: definiciones, algoritmos, propiedades y teo-
remas debemos construir las expresiones matemadticas: funciones, ecuaciones, inecua-
ciones, etc. que relacionan las variables que describen la situacién-problema, esto es:
realizar el modelo.

Por ejemplo: un modelo matemdtico para describir la distancia recorrida (4) por un
objeto pesado que es arrojado en caida libre desde cierta altura en cada tiempo (7) estd
representado por la funcién:

I -
dt)=—ot
(#) 2g

donde g es la aceleracidon constante determinada por la gravedad en la superficie terrestre
(aproximadamente ¢ = 9,8 m/s?), y el objeto carece de velocidad inicial.

Etapa 4. Resultados

A partir de los valores medidos para las variables que estdn presentes en el modelo debe-
mos realizar el cdlculo con el modelo construido. Estos resultados deben contrastarse,
evaluarse e interpretarse considerando los valores estimados u observados en la realidad.
Esta etapa brinda la posibilidad de decidir la bondad del modelo desarrollado y permi-

te un nuevo ajuste para mejor representacion de la realidad.
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Como prueba del modelo, y atin antes de contrastar el mismo con la realidad, debemos
considerar cuestiones como las siguientes: ;son razonables las hipdtesis?, sson correctas las
medidas de las variables?, ;se contradicen entre si las ecuaciones?, jexiste una tnica fun-
cién que describe la situacion?, ;proporcionan las soluciones una respuesta al problema?

Esquematicamente:

Descripcion del

Mundo Real |——>| problema (lenguaje
coloquial)

Modelo

Resultado & Matematico

Modelos matemadticos para resolver
situaciones cotidianas

continuacién plantearemos, a modo introductorio, distintas situaciones problemadticas
A t lant do introduct distintas sit blemit
que se pueden resolver mediante la construccién de modelos matemdticos.

Situacién-Problema 1. Caminar rédpido.

Supongamos que una persona estd esperando un émnibus en la parada de una linea de micros
y decide cambiarse a la de otra linea, y que cuando estd caminando a la nueva parada ve acer-
case el 6mnibus; entonces, comienza a caminar mds rdpido y cada vez mds rdpido.

Cuando llega a una determinada velocidad de caminata, digamos que recorrié 2 metros en
cada segundo de tiempo, se da cuenta que necesita comenzar a correr. Tal vez, por el peso
que lleva o el calzado que usa, decide no correr, sino caminar més rdpido. Cuando su velo-
cidad corresponde a recorrer 3 metros por cada segundo de tiempo, siente que no puede
caminar més rapido.

Las dos velocidades alcanzadas: de 2 m/s y de 3 m/s son propias de una persona adul-
ta, de contextura normal. ;Los pasos o la medida del pie estdn limitando las velocida-
des? ;Podrd alcanzar, sin correr, una velocidad de caminata mayor? ;La matemadtica
puede auxiliar para comprender esta situacién?

Para responder a las anteriores preguntas podemos construir un modelo matemadtico del
cuerpo humano, que permita representar qué ocurre cuando se mueve a diferentes velo-
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cidades. Eso puede parecer una tarea de enormes proporciones, debido a que el funcio-
namiento del cuerpo humano es muy complejo: una pierna tiene aproximadamente 30
huesos y un nimero mayor de musculos. No obstante, se pueden hacer algunas senci-
llas operaciones matemadticas que representen nuestro movimiento al caminar.

En primer lugar, pensemos como caminamos: caminar signiﬁca que un pie se apoya en
el suelo antes que el otro pie se levante. Por otra parte, mientras un pie estd en el suelo,
la rodilla de la misma pierna se encuentra mds o menos en linea recta con el pie. A
medida que caminamos, nuestra cabeza se inclina hacia arriba y hacia abajo. Debido a
esto, el centro de gravedad del cuerpo se encuentra entre las articulaciones de las cade-
ras, un poco mds arriba de éstas.

Las ecuaciones que representan este modelo involucran los conceptos de funciones y
ecuaciones cuadrdticas y trigonométricas que estudiaremos en los capitulos siguientes y
su representacion es:

1 29l
5’"("62 —voz):mgl(l—cosﬁ) y vaz :v02 1+ % (1-cos®)
)
donde vy es la velocidad del caminante que se maximizard, g es la aceleracién de la gra-
vedad, y las restantes

variables se pueden Grdfico 1.1
observar en el esquema R
del grifico 1.1 de una oo Vo
persona caminando: —»
! 21sen0
S e
Basado en "Modelling, step by step” (R. McNeill Alexander, 2001)!.

Situacién-Problema 2. ;Suerte, azar o coincidencia?

En un diario aparecié recientemente el siguiente titular:

Una familia tiene tres hijos. Todos ellos
nacieron el 31 de diciembre.

En realidad, la noticia describe un acontecimiento muy raro: ;tres hermanos nacidos en
el mismo dfa?, ;jes tan improbable este acontecimiento?, ;c6mo podemos comprobar si
este evento es realmente sorprendente?

1 R. McNeill Alexander es profesor de zoologia y realizo investigaciones sobre el movimiento humano y animal. Para ampliar
la construccion del modelo que representa la caminata consultar: http.//plus.maths.org/issue13/features/walking/index.htm/
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Para estas situaciones, nuevamente los modelos matemadticos aparecen otra vez para
ayudarnos.

Supongamos que el nacimiento de un bebé en una familia tiene igual probabilidad
de producirse en cualquier dia durante todo el afio. Entonces, el primer nino puede
nacer en cualquier dia, pero la posibilidad de que el segundo nazca el mismo dia serd
1 en 365 dias posibles, es decir 1/365 (supongamos que los anos no son bisiestos).
Y la posibilidad de que el tercer hermano nazca el mismo dia que el segundo es otra
vez de —— . Pero entonces, a fin de vincular las tres fechas de nacimiento, observe-

365 K R _ ,
mos que la oportunidad de que coincidan los tres cumpleafios serd de ——de ——, es
q p q p

i 365 365

365 . 365

Esta cuenta indica que hay 1 posibilidad en 133.225 que los tres hermanos hayan naci-
do el 31 de diciembre (o cualquier dia coincidente del afo).

Ahora bien, en Argentina y seglin el Instituto Nacional de Estadisticas y Censos
(INDEC?) hay 6.515.115 familias en diferentes tipos de unién. Si s6lo medio millén de
estas familias estdn formadas por una pareja y tres o mds hijos a su cargo, cabe esperar que
haya al menos 3 familias argentinas con la posibilidad de tener tres de todos los nifios

. . ; 500.000 . ; ;
nacidos el mismo dia ya que: a5 =75 (es decir un ndimero ain mayor que 3).

Asi que la familia del titular tiene pocas probabilidades de ser tinica con esta condicién.

Generalizar estas ideas para modelizar la "aparicién de eventos raros" es relativamente
facil.

Situacién-Problema 3. La propagacién del SIDA

El Sindrome de inmunodeficiencia adquirida (SIDA) es, en la actualidad, una epidemia
mundial. Esta enfermedad se descubri6 aproximadamente en 1981, en principio como una
neumontia de origenes desconocidos en EE. UU, aunque hay indicios de casos en la
Republica del Congo (1959). En la actualidad, se reconoce como origen del agente viral
(HIV-1) a poblaciones de chimpancés de Africa ecuatorial.

Como en las grandes epidemias que azotaron al mundo, cuando se conocié, la reaccién
de la poblacién fue mds bien irracional y se estigmatizaron grupos especificos de la
poblacién. Pero con el paso del tiempo, el cambio de actitud de la sociedad, y el des-
cubrimiento de distintas fuentes de contagio se comprendié que la enfermedad afecta
por igual a todo el mundo.

Las Naciones Unidas, en su programa sobre SIDA, estimaron que han muerto mds de
25 millones de personas desde que fue reconocida esta enfermedad en 1981, constitu-
yéndose asi en una de las mds destructivas epidemias registrada a nivel mundial.

En los modelos matemdticos para epidemias, entre ellas la del SIDA, se parte del supuesto
de que los individuos se encuentran en uno de varios estados posibles:

2 Familias completas por rango de la unién y origen de la reincidencia, segtn legalidad de la unién en www.indec.gov.ar
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* individuos susceptibles (S)
¢ individuos infectados (I)

* individuos recuperados o removidos (R).

La relacién entre los mismos sigue el esquema:

S > | »| R

Contagio Recuperacion
0 muerte

La velocidad a la que ocurren los dos procesos indicados por las flechas determina cémo
serd la evolucién de la infeccién. En general, en el drea de la medicina y biologfa se
denomina tasa reproductiva de la infeccién, e indica el nimero de infecciones produci-
da por cada persona enferma.

Cuando la tasa reproductiva es mayor que 1, ocurre una epidemia. En cambio, si es menor
que 1 a medida que la infeccién se va propagando, la cantidad de susceptibles disminuye,
entonces a la infeccién se le hace cada vez mds dificil propagarse y empieza a decaer.

Si se aplican medidas adecuadas, por ahora en el caso del SIDA la Gnica y fundamen-
tal es la prevencidn, lo que seria deseable que suceda es que, a medida que la epidemia
se propaga en la poblacién se fueran "consumiendo” susceptibles. Entonces, como la
epidemia necesita susceptibles para propagarse, a medida que hay menos de estos indi-
viduos se le hace cada vez mds dificil propagarse. Asi, llegard un dia en que el nimero
de infectados comience a decrecer (tasa reproductiva menor que 1) y, finalmente, se
extinguird la epidemia.

Para predecir la evolucién de esta epidemia, y poder aunar esfuerzos
de cientificos de distintas dreas (medicina, quimica, laboratorios,
etc.), se debe lograr que la curva modelo que explique la transferen-
cia del SIDA, se comporte segtin el grafico que corresponde a la tasa
reproductiva menor que uno.

\

Tasa reproductiva > 1 La matemadtica ha permitido disefiar los modelos para describir y ana-

Epidemia crece lizar cada una de las curvas, la linea verde de individuos susceptibles,
la linea roja de individuos infectados y la linea azul de individuos
recuperados o removidos por muerte.

Situacién-Problema 4. ;Viento, sol, humedad?

Tormentas de nieve ocurridas en Bariloche, inundaciones de verano en

Tasa reproductiva< 1 los rios de las sierras de Cérdoba, y un huracdn en Florida (EE. UU)
Epidemia decrece han mostrado las consecuencias que produce en la actualidad el cam-
Grifico 1.2 bio climdtico. Estas situaciones pueden ser previsibles, y su prondsti-
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o exacto es necesario no sélo para proteger bienes o formaciones naturales, sino lo mds
importante para salvar vidas.

El servicio meteoroldgico nacional (www.smn.gov.ar) utiliza modelos matemdticos para
la previsién del clima, esta metodologia es usada en todas las estaciones meteoroldgicas
mundiales. Las observaciones de temperatura, humedad, velocidad del viento, nubes y
las precipitaciones de todo el mundo se actualizan a lo largo del dia. Esta informacién se
alimenta en modelos matemdticos que predicen el comportamiento de las variables
meteoroldgicas en las préximas horas o dias.

Con los adelantos tecnolégicos ocurridos en las dltimas décadas, hoy el servicio mete-
oroldgico puede trabajar con datos de observacién que provienen de satélites que obser-
van la Tierra. Entonces se puede calcular mejor el estado actual de la atmésfera, y por
lo tanto, mejorar la forma en que los modelos describen los procesos fisicos de las con-
diciones meteoroldgicas, como por ejemplo, el ciclo de formacién de las nubes.

Situacién-Problema 5. Ayudamos a repartir las golosinas.

Un repartidor de productos para kioscos debe recorrer un determinado nimero de
kioscos con el propésito de entregar la mercaderia y, finalmente, volver al depésito a
reponerla. ;Cudl es el mejor recorrido?

La primera respuesta que se nos ocurre es: el mds corto, con el objetivo de minimizar
el gasto en combustible, pero ;no seria razonable, para poder visitar en el mismo dia el
mayor niimero de negocios, elegir el mds ripido?

Griéficamente, si debe visitar cuatro kioscos algunos de los posibles recorridos serian
como se muestra en el grafico 1.3.

Y deberiamos seguir representan- Posibilidad I: o Posibilidad II:
do, porque hay muchas mds posi- T>o:

o1 o

bilidades. / \ I
03 03

Si el repartidor debe llevar la mer- e

caderia a 10 kioscos, tiene un total o o
. . , Posibilidad III: Posibilidad IV:
de caminos posibles de jmds de

3.600.000! para elegir. Es imposi- % T o:
ble dibujar todos los recorridos \
3

para quedarse con el éptimo.

Entonces, necesitamos buscar un Grifico 1.3

01\02

/

03

método mds "inteligente” para llegar
a la solucién. Més adn, si el ndmero de lugares por donde deberfa pasar a entregar los
pedidos fuese creciendo. Para ello, debemos representar los kioscos como nodos y las
rutas como lados de un grafo; es decir, construir un modelo, que con la ayuda de una
computadora, podamos resolver en forma exacta y tiempo minimo.
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Situacién-Problema 6. La miel, ;c6mo son los panales donde se elabora?

Ya en la antigiiedad, los romanos se preguntaban ;por qué las abejas construfan sus col-
g g iporq
menas utilizando compartimentos hexagonales? En Grecia, un matemadtico Papus de
Alejandria (284-305), también se cuestionaba lo mismo. Sin embargo, sélo siglos des-
] g g
pués se encontrd la respuesta a esta pregunta, cuando se realizé la representacién de
figuras geométricas y el cdlculo de las relaciones entre perimetros y dreas.

Las abejas, al guardar la miel, necesitan hacerlo en celdas individuales dentro de la col-
mena. Para aprovechar el espacio al méximo, las distribuyen de modo que formen un
mosaico sin huecos ni salientes, lo que pueden lograr, inicamente, con tridngulos, cua-
drados o hexdgonos. ;Por qué eligieron entonces estos tltimos, si a simple vista son mds
dificiles de construir?

Para llegar a una solucién se utiliz6 el concepto matemdtico que afirma: entre todos los
poligonos regulares de similar perimetro, encierran mds drea aquellos que tienen mayor
namero de lados. Aplicando las relaciones, se modelizaron todas las posibles figuras
geométricas y se encontr6 que un circulo es la figura que encierra el espacio mds gran-
de en un contorno o perimetro determinado, porque su nimero de lados es infinito.

Si las celdas de una colmena fueran cilindros, al apoyarse unas con otras, la presién las
redistribuiria y harfa que adopten forma hexagonal, que representa la manera mds efecti-
va de subdividir el plano, utilizando el menor perimetro posible. De esta forma, gastan-
do la minima cantidad de cera, consiguen mayor superficie para guardar su miel. {Qué
eficientes resultaron ser estos insectos!

Esquema conceptual de funciones
y tipos de funciones

Las situaciones relatadas anteriormente necesitan, para su resolucion, la formulacién de
modelos que las representen. A partir de ellos se pueden obtener las mejores respuestas.
En este libro Funciones elementales para construir modelos matemdticos, vamos a
presentar, desarrollar y estudiar las funciones matemadticas y su representacién gréfica,
para resolver problemas reales.

Para eso, realizaremos el recorrido que se muestra en el grifico 1.4, que corresponde a
cada uno de los capitulos que siguen a continuacion.
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lineales
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cuadréaticas
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Funciones

exponenciales

Y

Funciones
logaritmicas
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Funciones
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l
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Grfico 1.4
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