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Se dispone de 40 m de alambre para rodear un cantero rectangular en el que se va a rea-
lizar una plantación de rosales en un parque público. ¿Cuáles deben ser las dimensio-
nes del cantero para que la superficie con césped resulte la máxima posible? 

Observemos primero que existen muchos rectángulos cuyo perímetro es de 40 metros,
a modo de ejemplo:

Las dos opciones de canteros propuestas, dan como resultado distintas superficies cer-
cadas, aún teniendo igual perímetro:

Perímetro cantero 1: 40 m y perímetro cantero 2: 40 m.

Superficie cantero 1: 19 m2 y superficie cantero 2: 96 m2.

Nuestro objetivo es encontrar las dimensiones del cantero, es decir la medida del largo (x)
y ancho (y), que pueda contener la mayor superficie posible, a fin de plantar una can-
tidad considerable de rosales. Sabemos que:

Superficie cantero = S   Þ S = x . y, donde

Aquí, la superficie depende de dos variables, x e y.
Usando los datos del problema podemos reescribir la
misma para transformarla en una función.

Por el enunciado del problema conocemos una relación entre x e y :

-  perímetro del cantero = 2x + 2y Þ 2x + 2y = 40

Entonces:

2y = -2x + 40
y = -x + 20

4. Funciones cuadráticas
� Funciones cuadráticas

Cantero 1
Cantero 2

y

x
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Reemplazando y en la fórmula de la superficie: S = x.y podemos escribir dicha fórmila
como función de la variable x : 

S (x) = x(-x + 20)
S (x) = -x2 + 20x

Ahora observemos que:

• si el largo del cantero es x = 19 m, calculando la imagen de la función obtenemos:
S (19) = -192 + 20.19 ® S (19) = 19 
Entonces, la superficie del cantero será de 19 m2 (coincide con lo que calculamos
para el cantero que diagramamos antes);

• si el largo del cantero es x = 12 m, calculando la imagen obtenemos 
S (12) = -122 + 20.12 ® S (12) = 96 m2.
Ahora el cantero tendrá una superficie de 96 m2. Igual que el diagrama, ¡lo que quie-
re decir que modelizamos bien!

• si el largo del cantero es x = 5 m tendríamos: 
S (5) = 52 + 20.5 ® S (5) = 75m2.
En este caso el cantero tendría menor superficie: 75 m2.

Obviamente, es imposible seguir probando con todos los posibles largos del cantero
para ver la superficie. ¡Si siguiéramos, se habrían secado los rosales y aún no estaría cer-
cado el cantero!

Pero, podemos observar aquí que para esta función S la variable x (largo del cantero)
aparece con exponente dos o potencia cuadrática, entonces, no es una función lineal,
del tipo de las que ya estudiamos. 

En las funciones mediante las cuales se representan muchas situaciones y fenómenos
cotidianos aparece, como en el problema anterior, la variable independiente (x) eleva-
da a una potencia cuadrática. Como por ejemplo:

Ejemplo 1. En las siguientes situaciones está presente la función que se describe con la
variable independiente elevada al cuadrado:

a) área de un círculo en función del radio;

b) la altura alcanzada por un proyectil en función de la distancia recorrida por el
mismo;

c) espacio recorrido por un móvil en función del tiempo empleado en el movimiento
uniformemente acelerado9.

9 En física se define un movimiento uniformemente acelerado como aquél en el que el móvil se desplaza sobre una trayectoria
rectilínea y con una aceleración constante. Esto implica que para cualquier intervalo de tiempo, la aceleración del móvil tendrá
siempre el mismo valor. Un ejemplo de este tipo de movimiento es el de caída libre de un objeto.
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A esta clase de funciones se las denomina función cuadrática.

Ejemplo 2. Son funciones cuadráticas las que se expresan por la fórmula:

1) y = - 2x2 + 3x + 1 donde a = -2, b = 3 y c = 1

2) y = 2x2 en este caso a = 2, b = 0 y c = 0

3) f (x) = - 9x2 + 2 en este caso a = - 9, b = 0 y c = 2

4) y = 7x2 - 3,5x ¿cuál es el valor de los parámetros a, b y c?

5) S(x) = -x2 + 20x ¿cuál es el valor de los parámetros a, b y c?

¡Importante!
Si el parámetro a (en el término cuadrático) fuese igual a cero, no existe función cua-
drática.

Ejemplo 3. Retomemos el problema del Ejemplo 1.

Se dispone de 40 m de alambre para rodear un cantero rectangular donde se va a realizar
la plantación de rosales en un parque público. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del can-
tero para que la superficie con césped resulte la máxima posible? 

Si construimos una tabla que nos muestre la superficie del cantero en función de algu-
nos valores del largo del mismo, a partir de la función cuadrática S(x) = -x2 + 20x,
obtenemos:

Observar. Cuando los valores del largo son de 0 m y 20 m el área de la región ocupa-
da es de 0 m2 ya que en ese caso no estaríamos conformando ningún rectángulo, sólo
sería una línea de 40 m de alambre.

Si ubicamos en un sistema de coordenadas los pares ordenados (x, y) que verifican esta
función cuadrática S, y adicionamos algunos más para ayudarnos a determinar la
forma, obtenemos el gráfico 4.1

Largo x del cantero (m) 0 5 8 10 14 17 20

Superficie S ocupada (m2) 0 75 96 100 84 51 0

Llamamos función cuadrática a una función f que verifica:

f (x) = ax2 + bx + c o      y = ax2 + bx + c

donde a, b y c son números reales, llamados parámetros de la función cuadrática y se
verifica siempre a ¹ 0.

Notar que en
forma indistinta
escribiremos la
función cuadrática
utilizando el nom-
bre de la misma f
o bien indicando
solamente el nom-
bre de la variable
dependiente y.
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Como cualquier valor de número real
entre 0 y 20 sería posible para el largo
del cantero, es correcto conectar los
puntos con una curva continua, todos
los puntos de esta función cuadrática
pertenecen a la curva que se denomi-
na parábola.

Parece que la gráfica alcanza su máximo
valor en el par ordenado (10;100), que
indica que el cantero con un largo de
10 m tiene el área mayor, 100 m2. 

Pero si el largo del cantero tiene 10 m
entonces su ancho es también de 10 m,
así que el cantero de mayor superficie
es un cuadrado. 

El punto donde la parábola alcanza su máximo valor se denomina vértice.

Las parábolas son curvas que podemos observar en muchas situaciones que se presen-
tan en la sociedad.

• Una pelota de fútbol pateada con fuerza hacia ade-
lante y arriba describe una parábola. 

• Las antenas de televisión satelital y de telefonía son
parabólicas.

• Los techos de galpones donde se guardan las
maquinarias son parabólicos.

• En la construcción de puentes colgantes, en los
cables amarrados a cada una de las torres. 

En la figura se observa la parábola que forman los cables en el famoso puente de Golden
Gate en San Francisco (EE. UU).

Gráfico 4.1
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El gráfico de una función cuadrática se llama parábola. Para realizar su estudio conside-
ramos cuatro casos:

Caso 1: a = 1,  b = 0  y  c = 0 Þ la función es y = x2

Realizamos primero una tabla de valores para esta función cuadrática y marcamos los
pares ordenados obtenidos en un sistema de coordenadas cartesianas (gráfico 4.2).

Uniendo los pares ordenados obtenemos:

la parábola que es el gráfico de la función cuadrática y = x2

A partir del gráfico 4.3, deducimos
que para la función cuadrática y = x2:

1) Dom f = R;

2) como para todo número x real es
x2 entonces Img f = {y Î R / y ³ 0} 

= [0,+¥)

Entonces, el gráfico de la función se
encuentra en el primer y segundo cua-
drante, es decir "por encima" del eje x;

3) el origen de coordenadas (0;0) per-
tenece al gráfico y es el mínimo valor
que alcanza la función, este punto se
denomina vértice de la parábola;

x y = x2

-3 9

-2 4

-1 1

0 0

1 1

2 4

3 9

4 16

� Gráficos de funciones cuadráticas

Gráfico 4.2

Gráfico 4.3
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4) en la tabla anterior, si consideramos dos valores opuestos de la variable indepen-
diente (por ejemplo 1 y -1, 2 y -2, etc.), vemos que sus imágenes son iguales. En
general, para todo número real x y su opuesto -x calculando sus imágenes para esta
función cuadrática se verifica que:

f (x) = x2 y f (-x) = (-x2) = x2 entonces f (x) = f (-x)

Luego la función y = x2 tiene su gráfica simétrica respecto del eje y, este eje y se
denomina eje de simetría de la parábola;

5) la parábola es de trazo continuo, pues se define para todo número real x;

6) la parábola f (x) = x2 es una curva con concavidad hacia arriba.

En el gráfico 4.4 se representa la fun-
ción f(x) = x2 y se indican las ramas,
el eje de simetría y el vértice de la
parábola cuadrática. 

Caso 2: a ¹ 0,  b = 0  y  c = 0 , enton-
ces la función es y = ax2.

Para realizar el gráfico de esta fun-
ción cuadrática usamos las propieda-
des que estudiamos para el gráfico de
una función cuando la multiplica-
mos por un número real no nulo
(gráfico 4.5).

• La función y = 2x2 es una función que resulta de multiplicar la función y = x2 por 2,
entonces su gráfico se obtendrá "duplicando" cada valor de la curva que representa al
gráfico de y = x2.

• La función y = 3x2 resulta de multiplicar la función y = x2 por 3, entonces su gráfico
se obtendrá "triplicando" cada valor de la curva que representa al gráfico de y = x2.

• La función y = 0,5x2 resulta de multiplicar la función y = x2 por     , entonces su gráfico
se obtendrá "reduciendo a la mitad" cada valor de la curva que representa al gráfico
de y = x2.

El punto (0,0), donde la parábola que representa a la función f (x) = x2 alcanza su valor mínimo,
se denomina vértice de la parábola.

El eje de las ordenadas, con respecto al cual la parábola que representa a la función 
f (x) = x2 es simétrica, se denomina eje de simetría.

Las curvas que forman la parábola que representa a la función f (x) = x2 se denominan ramas
de la parábola.

Gráfico 4.4
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•En forma análoga se obtienen los
gráficos de y = 4x2, 

y = 5x2, 
y = 6x2, etc. 

Y si a < 0, ¿cómo es el gráfico de la
función es y = ax2?

Como y = x2 es siempre positiva,
para cualquier valor de la variable
independiente x, al multiplicarla
por un número a negativo para cal-
cular y = ax2 obtendremos siempre
una imagen negativa.

Así:

• el gráfico de la función y = -x2 se
obtendrá "reflejando" cada valor
de la curva que representa al gráfi-
co de y = x2 con respecto al eje x ;

• el gráfico de la función y = -2x2 se
obtendrá "reflejando" cada valor
de la curva que representa al gráfi-
co de y = 2x2 con respecto al eje x ;

• en forma análoga se obtienen los
gráficos de y = -0,5x2

y = -3x2

entre otras (gráfico 4.6).

Entonces:

El gráfico de la función cuadrática f (x) = ax2

•Si a > 0

1)  Tiene ramas hacia arriba.

2)  Alcanza su valor mínimo en el vértice.

3)  El eje de simetría es el eje y.

4)  Cuanto mayor sea el valor del parámetro a más cerrada será la parábola.

 

Gráfico 4.5

Gráfico 4.6
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• Si a < 0

1)   Tiene ramas hacia abajo.

2) Alcanza su valor máximo en el vértice.

3) El eje de simetría es el eje y.

4) Cuanto mayor sea el valor absoluto del parámetro a más cerrada será la parábola.

Ejemplo 4. La distancia que recorre un vehículo desde que el conductor acciona el
freno hasta el instante en que realmente se detiene el mismo, se conoce como distancia
de frenado.

El tiempo de frenado de un vehícu-
lo incluye, en la realidad, dos
momentos: 

• el tiempo de reacción es desde
que aparece el peligro hasta que
el conductor acciona el pedal del
freno (aparece en la línea roja del
gráfico 4.7);

• la distancia de frenado es el tiem-
po que se tarda desde que se pisa
el pedal del freno hasta que se detiene por completo (aparece en la línea naranja del grá-
fico 4.7).

En la República Argentina la Ley de Tránsito (Ley Nº 24.449) que rige en la actualidad
fue promulgada en el año 1995. En ella se incluyen: principios básicos, consejo de segu-
ridad vial, normas de capacitación, requisitos para obtener la licencia de conductor, las
reglas generales, reglas de velocidad y reglas para vehículos de transporte. Así como bases
para procedimientos procesales, medidas cautelares y recursos jurídicos. El régimen de
sanciones y otras disposiciones.

El Artículo 51 fija los límites máximos de velocidad para zonas urbanas, zonas rurales,
autopistas y situaciones especiales. La misma se puede consultar en la Comisión
Nacional de Regulación del Transporte (www.cnrt.gov.ar).

Por mediciones realizadas, se puede definir una función cuadrática que modeliza la dis-
tancia de frenado (en metros), en calzada seca, de acuerdo a la velocidad (en km/h) que
se desplaza el vehículo. La fórmula para la función distancia de frenado es:

d (v) = distancia de frenado (m) para una velocidad v (km/h) del vehículo
d (v) = 0,005 v2

A partir de la información anterior, podemos determinar:

50 
km/h 

100 
km/h 

14 12,5

14 33

28 50

13028

Calzada seca 

Calzada mojada 

Calzada seca 

Calzada mojada 

Gráfico 4.7

LCs 2009 Interior funciones cap4:LCs 2009 Interior funciones cap4.qxd  12/06/2010  03:31 a.m.  Página 79



80 f u n c i o n e s  e l e m e n t a l e s  p a r a  c o n s t r u i r  m o d e l o s  m a t e m á t i c o s

1) los valores de los parámetros de la función cuadrática d (v) que son: 

a = 0,005   b = 0   c = 0

2) el dominio de la función distancia de frenado, dado los límites de velocidad regi-
dos en nuestro país (130 km/h), es:

Dom d = {v Î R / 0 £ v £ 130} 

3) si la velocidad del vehículo es de 80 km/h, el automóvil recorrerá hasta su deten-
ción desde que el conductor acciona el freno exactamente 32 m, que se obtiene cal-
culando d (80) = 0,005 . 802;

4) en cambio si la velocidad es de 100 km/h, desde que el conductor pisa el freno hasta
que el automóvil se detiene recorrerá 50 m;

5) de acuerdo a la Ley de Tránsito en Argentina la velocidad máxima permitida en
zona urbana es en avenidas de 60 km/h, entonces si un conductor está circulando
a la velocidad máxima desde que frena recorrerá su vehículo una distancia de 18 m; 

6) en una autopista, la Ley de Tránsito fija como velocidad máxima de circulación
130 km/h, entonces un conductor necesita 84,5m para distancia de frenado;

7) si se circula en una caravana en una autopista y la distancia que separa del vehículo
que va delante es de aproximadamente 70 m, entonces un conductor debe conducir
a lo sumo a 118 km/h para evitar una colisión con el vehículo que circula adelante;

8) en las zonas rurales la Ley de Tránsito permite que las camionetas alcancen una
velocidad de 110 km/h. Si se conduce a la máxima velocidad, la mínima distancia
que debería estar ubicado un animal en el camino rural para no atropellarlo debe-
ría ser de 60 m.

La función distancia de frenado es una función cuadrática del tipo y = ax2, entonces
podemos dibujar, a partir de construir una tabla de valores, su gráfico utilizando las
propiedades que estudiamos (gráfico 4.8)

Observar. Para la situación planteada
sólo se debe considerar la rama de la
parábola que se encuentra en color verde
ya que es Dom d = {v Î R / v ³ 0} 

Velocidad (km/h)
Distancia 

de frenado (m)
0 0

40 8

60 18

80 32

100 50

130 84,5

Gráfico 4.8
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Caso 3.    a ¹ 0, b = 0  y  c ¹ 0   ®   la función es  y = ax2 + c

Para realizar el gráfico de esta función cuadrática usamos las propiedades que estudiamos
para el gráfico de una función cuando le sumamos o restamos un número real no nulo.

• La función y = 2x2 + 4, es una función que
resulta de sumar cuatro unidades a la fun-
ción y = 2x2, entonces su gráfico se obten-
drá desplazando cada valor de la curva que
representa al gráfico de y = 2x2, cuatro uni-
dades hacia arriba (gráfico 4.9).

A partir del gráfico, podemos precisar que:

1) las coordenadas del vértice de la pará-
bola y = 2x2 + 4 son (0;4);

2) el eje de simetría de la misma es el eje
de las ordenadas.

La función cuadrática y = ax2 + c, permite
encontrar la imagen para toda variable inde-
pendiente del dominio "sumando la constante c" a la imagen de x por la función y = ax2. 

Y si c < 0, ¿cómo es el gráfico de la función es y = ax2 + c ?

En este caso, la función cuadrática y = ax2 + c, permite encontrar la imagen para toda
variable independiente del dominio "restando el valor absoluto de c" a la imagen de x por
la función y = ax2. Así:

• el gráfico de la función y = 2x2 - 3, es una
función que resulta de restar tres unida-
des a la función y = 2x2 entonces su grá-
fico se obtendrá "desplazando" cada valor
de la curva que representa al gráfico de
y = 2x2 tres unidades hacia abajo (gráfico
4.10).

Entonces, el gráfico de la función cuadráti-
ca f (x) = ax2 + c

• Si c > 0

1) Se desplaza hacia arriba.
2) El vértice se encuentra en el par orde-

nado (0;c).
3) El eje de simetría es el eje y.

Gráfico 4.9

Gráfico 4.10
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• Si c < 0

4. Se desplaza hacia abajo.
5. El vértice se encuentra en el par ordenado (0;c).
6. El eje de simetría es el eje y

Caso 4: a ¹ 0,  b = 0  y  c ¹ 0   ®   la función es y = ax2 + bx + c

El gráfico de una función cuadrática completa es una parábola que tendrá su vértice des-
plazado del eje de las ordenadas y, por lo tanto, el eje de simetría también se desplazará.
Comenzaremos por graficar una parábola como ejemplo.

Ejemplo 5. Graficamos la función cuadrática f (x) = 2x2 - 8x + 7.

• Como a = 2 las ramas de la parábola serán hacia arriba.

• La imagen de x = 0 es exactamente el parámetro 7 ya que f (0) = 7, entonces la inter-
sección de la parábola con el eje de las ordenadas es el punto (0,7).

• Por ser la parábola una curva simétrica entonces, todos los puntos son equidistantes del
vértice. Entonces debe existir otro punto x tal que f (x) = 7.

¿Cómo obtenemos el valor del punto x?

Por ser f (x) = 7 es: 2x2 - 8x + 7 = 7 y resolviendo esta igualdad obtenemos:

2x2 - 8x = 7 - 7
2x2 - 8x = 0

En esta última igualdad podemos aplicar un caso de factoreo:

2x (x - 4) = 0

Esta identidad se verifica si x = 0 o bien x = 4, ya que el producto de dos factores es cero
si y sólo si un factor o el otro son nulos.

Deducimos que existen dos valores de x cuyas imágenes son 7, uno que ya conocíamos
y el nuevo valor obtenido por resolver la igualdad. Dos pares ordenados del gráfico de
la parábola son: (0;7) y (4;7).

• Para encontrar el vértice de la parábola, realizaremos el procedimiento de "completar cua-
drados" a partir de la fórmula inicial de la función cuadrática:

f (x) = 2x2 - 8x + 7

Sacamos factor común 2 en los dos primeros términos:

f (x) = 2(x2 - 4x) + 7

En el factor x2 - 4x aparece una parte de un trinomio cuadrado perfecto, ya que pode-
mos pensar esta diferencia como x2 - 2.2x entonces para completar el mismo se necesi-
taría "agregar" un término +4, a fin de no cambiar la función entonces sumamos y res-
tamos dicho valor: 

LCs 2009 Interior funciones cap4:LCs 2009 Interior funciones cap4.qxd  12/06/2010  03:31 a.m.  Página 82



83f u n c i o n e s  c u a d r á t i c a s

f (x) = 2(x2 - 4x + 4) + 7 - 8

(Cuidado: como el sumando que agregamos +4 está afectado por el factor 2, es que apa-
rece el valor - 8).

Ahora escribimos
f (x) = 2(x - 2)2 - 1

A partir de esta representación de la misma función se observa que todos los simétricos
con respecto a x = 2 (valores a la izquierda y a la derecha de 2) tendrán la misma imagen. 

Por ejemplo para x = 1 y x = 3 que equidistan de x =2 se verifica:
f (1) = 2 (1-2)2 - 1     y     f (3) = 2(3-2)2 - 1

f (1) = 1     es igual a     f (3) = 1   

Por ejemplo para x = -2 y x = 6 que equidistan de x =2 se verifica:
f (-2) = 2(-2-2)2 -1     y     f (6) = 2(6-2)2 - 1
f (-2) = 31     es igual a     f (6) = 31

Y como comprobamos antes: f (0) = 7 y
f (4) = 7

El valor x = 2 es la coordenada x del vér-
tice de la parábola y su imagen f (2) = -1
es la coordenada y. Luego:

el vértice de la parábola es el par ordenado
(2;-1)

Con todos los datos encontrados podemos
realizar la parábola que es el gráfico de la
función cuadrática f (x) = 2x2 - 8x + 7 (grá-
fico 4.11).

Generalizando

El método de completar cuadrados, utilizado en este ejemplo, se aplica para realizar el
gráfico de todas las funciones cuadráticas f (x) = ax2 - bx + c :

1.comenzamos aplicando un caso de factoreo a los dos primeros términos, factor común a: 

2.completamos los cuadrados para que el factor                resulte un trinomio cuadrado 

perfecto, para ello en el término entre paréntesis sumamos el término y resta-
mos su equivalente a fin de no cambiar la función:

Gráfico 4.11

LCs 2009 Interior funciones cap4:LCs 2009 Interior funciones cap4.qxd  12/06/2010  03:31 a.m.  Página 83



84 f u n c i o n e s  e l e m e n t a l e s  p a r a  c o n s t r u i r  m o d e l o s  m a t e m á t i c o s

3.realizando (con mucho cuidado) las operaciones correspondientes obtenemos:

4.si llamamos               y                       , la función cuadrática puede ser 

escrita como:
f (x) = a(x - p)2 + q

Ahora bien, al igual que en el ejemplo, todos los valores de x que equidisten de p ten-
drán igual imagen, entonces la parábola es simétrica con respecto a la recta vertical que
pase por el punto (p,f (p)) = (p,q). 

Luego: 

El gráfico de la función cuadrática f (x) = ax2 - bx + c es una parábola: 

• tiene su vértice en el par ordenado                                  ;

• la recta vertical que interseca al el eje de las abscisas en x = p es el eje de simetría de
dicha parábola;

• el par ordenado (0,c) es el punto de intersección de la parábola con el eje de las
ordenadas;

• la orientación de las ramas de la parábola está dada por el signo del parámetro a. Si
a > 0 las ramas van hacia arriba y el vértice es un punto de mínimo de la función,
si a < 0 las ramas van hacia abajo y el vértice es un punto de máximo de la función
cuadrática.

Es posible realizar las mismas operaciones de forma más simple, sin que sea necesario
recordar tanta cantidad de fórmulas.

Para esto sólo debemos recordar que la coordenada p del vértice de la parábola se 

encuentra realizando               , pero no hace falta recordar la fórmula para encontrar el 

valor de la coordenada q, ya que q = f (p); entonces con sólo reemplazar p en la función
cuadrática lo obtendremos.

Ejemplo 6. Cuando proyectamos un viaje en automóvil es importante conocer cuántos
kilómetros recorreremos sin cargar combustible. El rendimiento del combustible
depende, principalmente, de la velocidad a la que se desplaza el automóvil. Si un auto-
movilista conduce a velocidades entre 40 km/h y 120 km/h el rendimiento del com-
bustible en su vehículo, medido en cantidad de litros consumido por kilómetro reali-
zado, se puede modelizar mediante la función: 

r (v) = -0,0001 (v - 100)2 + 10

Donde: v representa la velocidad, medida en km/h, con 40 £ v £ 120 
r representa el rendimiento del combustible en km/l
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Como somos conductores preocupados por el ambiente (¡y por nuestros gastos!) que-
remos encontrar, ¿cuál es la velocidad que nos asegura un máximo rendimiento del
combustible en nuestro vehículo?
Para responder a esta pregunta nos va a ayudar utilizar lo que hemos aprendido y rea-
lizar el gráfico de la función.

La función que modeliza el rendimiento del combustible según la velocidad del auto-
móvil es una función cuadrática, cuyos parámetros se pueden obtener realizando la ope-
ración del cuadrado del binomio:

r (v) = -0,0001 (v - 100)2 + 10
r (v) = -0,0001v2 + 0,02v + 9

Como a = -0,0001, b = 0,02 y c = 9 conocemos que:

• las ramas de la parábola serán hacia abajo;

• la parábola interseca al eje de las ordenadas en el par ordenado (0 ; 9);

• el eje de simetría pasa por el vértice de la parábola, y no se encuentra sobre el eje y;

• el vértice (p , q) de la parábola es: 

®   p = 100

q = r(p)   Þ q = r (p) 
q = -0,0001.1002 + 0,02.100 + 9
q = 10

Con todos los datos encontrados podemos realizar la parábola que es el gráfico de la función
cuadrática r (v) = -0,0001 (v - 100)2 + 10:

1) el conjunto 
Dom r(v) = {v Î R / 40 £ v £ 120};

2) la unidad de medida para la variable
independiente, velocidad, es kilóme-
tro por hora, mientras que para la
variable dependiente el rendimiento
del combustible se expresa en km/l;

3) para este problema sólo debe consi-
derarse la línea roja en el gráfico
completo de la función cuadrática r,
esta es la parte de la curva que cum-
ple {v Î R / 40 £ v £ 120};

4) la velocidad que nos asegura un
máximo rendimiento del combustible en el vehículo es la de 100 km/h y corres-
ponde al vértice de la parábola, que por tener ramas hacia abajo es el punto de má-
ximo;

Gráfico 4.12
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5) cuando el vehículo se desplaza en una autopista a 120 km/h, recorrerá 9,96 kiló-
metros con un litro de combustible.  

Ejemplo 7. El origen de los juegos de pelota, entre los que se encuentran el tenis, se
remonta a las culturas griega, romana y egipcia. De hecho, la palabra raqueta surge del
término árabe rahat, que quiere decir palma de la mano. Hay registros del siglo XI en
que los monjes jugaban en los monasterios a algo parecido al tenis. En poco tiempo se
pasó de los claustros a los palacios.

Un fabricante de raquetas de tenis ha determinado que el costo unitario C(x) (en dóla-
res) por la producción de x raquetas por día se puede modelizar por:

C (x) = 0,01x2 - 4x + 500

donde C(x) representa los costos unitarios en $ y la capacidad de producción del fabri-
cante es de 300 raquetas diarias.

A partir de la información anterior, podemos saber que:

1) el gráfico de la parábola que representa
la función cuadrática, considerando en el
sistema de coordenadas una escala adecua-
da es el que se observa en el gráfico 4.13;

2) para esta situación, el conjunto 
Dom C(x) = {x Î R / 0 £ x £ 300} y la
unidad de medida de la variable indepen-
diente es el número de raquetas diarias
producidas;

3) en el contexto del problema para la fun-
ción que expresa el costo unitario C(x) (en
pesos) por la realización de x raquetas por
día el valor la constante c = 500 indica los
costos fijos de producción;

4) observando el vértice, podemos deducir que el número diario de raquetas que debe
producir para el fabricante para obtener un costo unitario mínimo y está dado por
la coordenada x del vértice:

Þ     xv = 200 

5) si el fabricante produce el número de raquetas determinado en el inciso anterior, el
costo unitario de las mismas que deberá afrontar lo podemos obtener calculando la
coordenada y del vértice:

Þ Þ yv = 100

6) si realiza la producción máxima de 300 raquetas que le permite su capacidad insta-
lada, el costo unitario de producción será de 200 dólares. Este valor nos indica que

Gráfico 4.13
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para la venta le conviene en realidad realizar solamente 200 raquetas, de este modo
el costo unitario de las mismas era menor.  

Ejemplo 8. Graficamos la función cuadrática f (x) = -x2 + 2x + 3

• Como a = -1 las ramas de la parábola serán hacia abajo.

• Como f(0) = 3, la parábola intersecará al eje de las ordenadas en el punto (0 ; 3).

• Obtenemos el vértice (p , q).

Para ello utilizamos                y reemplazando                    entonces:

una de las coordenadas del vértice es p = 1

A partir de este valor, reemplazando en la función cuadrática obtenemos la coordena-
da q = f (p) calculando q = -(12) + 2.1 + 3  y resolviendo, q = 4.

Entonces, el vértice de la parábola es (1;4)

• Con la información obtenida conocemos entonces que para x = 2 la imagen también es
3 (f (2) = 3) ya que por ser simétrica la parábola con respecto al vértice, el valor x = 2
debe tener la misma imagen que x = 0.
Así el par ordenado (2;3) es otro punto
que pertenece a la parábola.

Utilizando la información anterior, se
construye el gráfico de f (x) = -x2 + 2x + 3
(gráfico 4.14).

En el gráfico observamos que la parábola
que representa a la función cuadrática
f(x) = -x2 + 2x + 3 interseca al eje x en dos
puntos x = -1 y x = 3. 

Para obtener esos valores debemos buscar
la intersección de la parábola con el eje
de las abscisas.

Intersección de la parábola con el eje de las abscisas

La intersección de una función cualquiera con el eje x es en los pares ordenados de la
forma (x ;0) es decir que debemos resolver, en nuestro caso, la igualdad:

-x2 + 2x + 3 = 0

Esta igualdad es una ecuación cuadrática, y para encontrar las soluciones debemos des-
pejar la variable x, utilizaremos nuevamente el método de completar cuadrados:

Agrupamos los términos donde aparece la variable x en un miembro.
-x2 + 2x = -3

Gráfico 4.14
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Dividimos ambos miembros de la igualdad por el valor a = -1

Þ x2 - 2x = 3

En el primer miembro x2 - 2x aparece una parte de un trinomio cuadrado perfecto
( x2 - 2x = x2 + 2.1.x), para completar el mismo "agregamos" el término +1 en ambos
miembros, para mantener la igualdad:

x2 - 2x +1 = 3 + 1

Ahora escribimos el binomio cuadrado:
(x - 1)2 = 4

Y sacando raíz cuadrada en ambos miembros, (recordar que esta operación proporcio-
na dos resultados, un valor positivo y otro negativo), obtenemos:

Þ

Resolviendo:
(x - 1) = ±2   Þ   x = 3 y x = -1

Generalizando

El método de completar cuadrados, como en el ejemplo, lo aplicamos para encontrar
las soluciones de la ecuación de cuadrática ax2 + bx + c = 0

1) Agrupamos los términos donde aparece la variable x en un miembro.

ax2 + bx = -c

2. Dividimos ambos miembros de la igualdad por el valor a:

Þ

3. Completamos el trinomio cuadrado perfecto, sumando el término             en ambos
miembros, para mantener la igualdad:

4. Ahora escribimos el binomio cuadrado:

Þ

5. Y sacando raíz cuadrada en ambos miembros (recordar que esta operación propor-
ciona dos resultados: un valor positivo y otro negativo), obtenemos:

Þ 
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6. Resolviendo:

Þ y   

Luego: 

El gráfico de la función cuadrática f (x) = ax2 + bx + c es una parábola que interseca al
eje de las abscisas en los pares ordenados (x1 , 0) y (x2 , 0), donde:

y  

Ejemplo 9. ¿Cuáles son los pares ordenados donde la parábola que representa la fun-
ción f(x) = -x2 + 2x + 3 interseca al eje x?

Como a = -1, b = 2 y c = 3 entonces reemplazando en las fórmulas anteriores podemos
calcular: 

Observando el gráfico de la función f(x) = -x2 + 2x + 3 (Ejemplo 8) se puede corrobo-
rar que son exactamente los valores encontrados analíticamente en este ejemplo.

Ejemplo 10. Para la realización de un festival musical para recaudar fondos para el cole-
gio, se determinó que los costos iniciales eran de $7.000. A partir de los datos que se
conocen de festivales anteriores se construyó una función que relaciona el precio de la
entrada p con las ganancias G(p), en pesos, de modo de poder realizar estimaciones:

G (p) = -10p2 + 800p - 7.000

La primera pregunta que surge es, ¿cuáles serán los precios que se puede cobrar la entra-
da de forma tal que no se pierda dinero? 

En otras palabras, queremos calcular qué valor de p determina una ganancia de al menos $0,

Þ

Þ

Þ

Þ
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es decir G(p) = 0; matemáticamente deberemos determinar los puntos donde la función
corta al eje de las abscisas, en esta situación eje p.

Por lo que hemos aprendido, y teniendo en cuenta que los parámetros de la función
son a = -10, b = 800 y c = -7.000, planteamos:

y  

Reemplazando en cada igualdad:

Entonces:
p1 = $10   y   p2 = $70

Entonces cobrar la entrada $10 ó $70 nos asegura que habrá ganancia nula, es decir no
habrá pérdidas. 

Si ahora nos preguntamos, ¿para qué precio de la entrada la ganancia es de $5.000?

Podríamos primero realizar el gráfico de la parábola que representa la función
G (p) = -10p2 + 800p - 7.000 (gráfico 4.15) y estimar a partir del mismo los precios
posibles que determinan la ganancia considerada, para ello observemos que:

• las ramas de la parábola serán hacia abajo;

• la parábola interseca al eje de las ordenadas en el par ordenado (0;-7.000);

• el eje de simetría pasa por el vértice de la parábola, y no se encuentra sobre el eje y;

• el vértice (p , q) de la parábola es: 

q = G (p)   Þ G (p) = -10 . 402 + 800 . 40 - 7.000   Þ q = 9.000

Entonces:

de acuerdo al gráfico, si el precio de las entradas es de $20 ó de $60 la ganancia obtenida
será de $5.000. Discute lo positivo y lo negativo de cada decisión. 

LCs 2009 Interior funciones cap4:LCs 2009 Interior funciones cap4.qxd  12/06/2010  03:31 a.m.  Página 90



91f u n c i o n e s  c u a d r á t i c a s

A partir de la información anterior,
podemos afirmar que.

1) el conjunto Dom G(p) para la situa-
ción planteada es: 

Dom G (p) = {p Î R / p ³ 0} 

2) en el problema el valor de la constan-
te c = -7.000 indica que se comienza
con $7.000 de gasto inicial, es decir
pérdidas (= ganancias negativas);

3) las coordenadas del vértice de esta
parábola indican el precio que debe
cobrarse para obtener la máxima
ganancia y el valor que se obtendrá
de cobrar dicha cifra. 

Para calcular los puntos donde la parábola, que representa una función cuadrática, corta
al eje x hemos encontrado una fórmula que incluye una raíz cuadrada:

El radicando se denomina discriminante y nos permite distinguir o discriminar los
siguientes casos:

a) Si b2 - 4ac > 0, entonces serán distintos los dos resultados (¿por qué?): 

y  

Luego, la parábola corta al eje x en dos
puntos (gráfico 4.16).

� Tres casos posibles en la intersección de una
parábola y el eje de las abscisas

Gráfico 4.15

Gráfico 4.16
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b) Si b2 - 4ac = 0, entonces serán iguales
los resultados de realizar: 

y

Puesto que               , luego la parábola
corta al eje x en un único punto x1 = x2
(Gráfico 4.17).

c) Si b2 - 4ac < 0, entonces no se podrá
encontrar solución a la raíz cuadrada
(¿por qué) y por lo tanto no se pueden
resolver las igualdades (en el conjunto R):

y   

Luego, la parábola no corta al eje x
(Gráfico 4.18).

Gráfico 4.17

Gráfico 4.18
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Se propone realizar, para la siguiente situación, un modelo que permita su representa-
ción matemática y, utilizando el mismo, encontrar la respuesta a las preguntas plantea-
das (es aconsejable trabajar en grupo).

1) Un cable de suspensión de un puente colgante adquiere la forma de un arco de pará-
bola, los pilares que lo soportan tienen una altura de 60 m y están separados una dis-
tancia de 500 m, quedando el punto mas bajo del cable a una altura de 10 m sobre
la calzada del puente. ¿Cuál es la altura a la que se encuentra un automóvil en el
momento en que está ubicado a 80 m del centro del puente?

2) El director del Teatro San Martín ha estimado que si cobra $30 por entrada se ase-
gura una asistencia de 500 espectadores y que por cada rebaja de $1 en el costo de
la entrada le aseguraría una asistencia de 50 personas más. ¿En cuánto debe rebajar
las entradas por obtener la mayor ganancia en el espectáculo? Y si necesita asegu-
rarse una ganancia de al menos $15.000?

Sugerencias para armar los modelos…

Situación 1
1) A partir de los datos planteados identificar al menos tres puntos que deberán per-

tenecer a la función cuadrática que permitirá representar la altura del puente.

2) Plantear la función cuadrática considerando para encontrar los parámetros los pun-
tos identificados.

3) Utilizando la función y un gráfico de la misma, dar respuesta a la pregunta.

Situación 2
1) A partir de los datos planteados expresar las relaciones rebaja en los costos-número de

asistentes, partiendo de los datos iniciales, de forma discreta para cada peso rebajado. 

2) Plantear la función cuadrática considerando las relaciones establecidas para encon-
trar los tres parámetros que la definen. 

3) Utilizando la función y un gráfico de la misma, dar respuesta a la pregunta, utili-
zando los valores del vértice de la misma.

Construcción de un modelo cuadrático
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Ejercicio 1. Para cada función cuadrática: 
a) indicar el punto de corte de la parábola con el eje y;
b) indicar las coordenadas del vértice de la parábola;
c) indicar, si existen, el o los puntos de corte de la parábola con el eje x;
d) realizar el gráfico de la misma.

i) y = 3x2 ii) y = -2x2 + 2 iii)  

iv) y = 2x2 - 4x + 1 v) y = x2 - 2x + 1 vi) y = -x2 + 2x - 4

Ejercicio 2. Los siguientes gráficos representan funciones cuadráticas, cuya expresión es
f (x) = ax2 + bx + c. Indicar en cada caso el signo de los parámetros a, b y c. Justificar
cada respuesta.
a) b) 

c) d) 

Ejercicio 3. Bosquejar, sin dar valores numéricos a los parámetros a, b y c, una parábo-
la cuya expresión f (x) = ax2 + bx + c verifique en cada caso:

a) a > 0, b < 0, c < 0 b) a > 0, b = 0, c < 0 c) a < 0, b > 0, c = 0

Ejercicio 4. La siguiente es información que publica la Secretaría de Agricultura,
Ganadería, Pesca y Alimentos en su página web http://www.sagpya.gov.ar/

La trucha arco iris (cuyo nombre científico es Oncorhynchus mykiss) pertenecente a la
familia salmonidae y en Argentina se encuentra en ríos y lagos de la Patagonia, redes
hidrográficas de Cuyo y NOA; son poblaciones provenientes de siembras. Se trata de

� Ejercicios
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una especie exótica, nativa de la costa este del Pacífico y fue introducida en el país duran-
te los primeros años del siglo XX, por acciones emprendidas por el gobierno nacional,
que creó para la obtención de desoves y alevinos, una Estación Base en San Carlos de
Bariloche. Se la considera una especie carnívora, siendo su alimentación de tipo variado
y consistente principalmente en invertebrados, fundamentalmente larvas de insectos y
crustáceos. Como su manutención es por siembras, su pesca comercial está prohibida.

Dentro del proceso iniciado de sembrado de truchas, en 1990 se introdujeron 100 indi-
viduos de esta especie en un lago ubicado en la zona cordillerana de Argentina, en el
cual no había registros de su existencia. Al principio la población comenzó a crecer rápi-
damente, pero luego distintos factores, entre ellos la falta de alimentos, determinó un
decrecimiento. El número de estos salmónidos para cada año t si consideramos t = 0 al
año 1990, se puede modelizar por:

S (t) = -1(t + 5)(t - 20)
a) Graficar la función desde t = -10 hasta t = 30 ¿Qué años calendarios representan

estos valores de t?
b) Indicar, a partir del gráfico, el dominio de la función S para este problema.
c) ¿En qué año la población de truchas fue máxima? En dicho año, ¿cuántos ejempla-

res había?
d) ¿En qué año comenzó a decrecer la población de truchas?
e) ¿En qué año se puede estimar que se extinguirá la población de truchas en el lago?

Ejercicio 5. Un pub abre a las 20 h y cierra cuando todos los clientes se han ido. A par-
tir de registros mensuales se obtuvo una función cuadrática permite modelizar el núme-
ro de personas que hay en el pub t horas después de su apertura, la misma es:

P (t) = 60t - 10t2

a) Determinar el número máximo de personas que van al pub una determinada noche
e indicar en qué horario se produce la máxima asistencia de clientes.

b) Si queremos ir al pub cuando haya al menos 50 personas, ¿a qué hora tendríamos que ir?
c) Si queremos estar sentados y el pub sólo tiene capacidad para 80 personas sentadas,

¿a partir de qué hora ya estamos seguros que no conseguiremos sillas?

Ejercicio 6. La disciplina del snowboard consiste en surfear por la nieve en una pen-
diente, realizando movimientos de zigzag. El snowboard es un deporte extremo y se
convirtió en deporte olímpico de invierno en 1998. En la práctica del snowboard la
altura de los saltos, medida en metros, que alcanza un deportista de elite en esta disci-
plina se puede representar por la función

h (t) = -2t2 + 8t
Con t en segundos que mide el tiempo que dura el salto.

a) ¿Qué indica en el problema que el valor del parámetro c sea nulo?
b) Calcular la altura que alcanza el deportista al segundo de comenzado el salto.
c) ¿Cuál es la altura máxima que alcanza? ¿A cuántos segundos de comenzado el salto

ocurre?
d) ¿Cuánto tiempo duró el ascenso del snowboardista?
e) ¿Durante cuánto tiempo estuvo en el aire, sin tocar el agua?
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Ejercicio 7. Una Pyme que fabrica juegos artesanales para niños, en madera, ha estimado
sus ingresos mensuales, en pesos, que se pueden representar por la función 

I (x) = -4,2x2 + 540x
mientras que sus gastos (también mensuales y en pesos) pueden calcularse mediante la
función:

G (x) = 6,6x2 + 180x + 1.050
en ambas funciones x representa la cantidad de juguetes producidas y/o vendidas. 

a) Realizar el gráfico de las funciones I(x) y G(x) en un mismo sistema de coordenadas
cartesianas.

b) ¿Qué indica, en el contexto del problema, el valor 1.050 de la función G(x)?
c) A partir del gráfico estima: ¿cuál es el número mínimo de unidades que debe fabricar

la Pyme mensualmente para que sus ingresos superen los gastos?
d) Si definimos la función que representa el beneficio obtenido por la pequeña empre-

sa por la función B(x) = I(x) - G(x), escribir en la fórmula de esta función beneficio
y realiza su gráfico.

e) ¿Qué cantidad de unidades deben ser vendidas para que el beneficio sea máximo?
f ) ¿Cuál es el máximo beneficio que podría obtener esta Pyme? 
g) ¿Qué nivel de producción de juguetes le significaría realizar gastos extras y por lo

tanto los beneficios serían negativos?

Ejercicio 8. El número A promedio de accidentes de tránsito registrados en un día para
el país, en función de la edad x del conductor puede representarse por la función:

A (x) = 0,45x2 - 41x + 1.059   donde   18 £ x £ 80
a) ¿Cuántos accidentes pueden calcularse que serán producto de jóvenes de 18 años de

edad conduciendo?
b) ¿Cuántos accidentes serán producto de conductores que tienen 80 años de edad?
c) ¿Qué edad de los conductores asegura el menor número de accidentes diarios? 
d) ¿Cuántos accidentes pueden esperarse derivados de conductores con dicha edad?

Ejercicio 9. Una masa de aire frío se aproxima a la ciudad. La temperatura T, medida
en grados Fahrenheit, t horas después de la media noche que pronostica el servicio
meteorológico responde al modelo: 

T (t) = 0,1 (t2 - 16t + 400) para valores de 0 £ t £ 12
es decir hasta el modelo estima temperatura hasta el mediodía del día siguiente.
a) ¿En qué horario la temperatura será mínima?
b) ¿Cuál es la temperatura mínima expresada en grados Celsius?
c) Realizar el gráfico para los valores en donde el modelo tiene aplicación.

Ejercicio 10. En cierto cultivo de bacterias, que se encuentran en un medio ambiente
que limita su crecimiento, la tasa de crecimiento bacteriano TcN(x) es una función del
número x de bacterias presentes que se puede representar por la función cuadrática:

a) ¿Cuáles son los parámetros a, b y c de la función cuadrática del modelo?
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b) ¿Cuál es el número de bacterias que permitirá que la tasa de crecimiento de dicha
población sea máxima en dicho medio ambiente?

Ejercicio 11. La velocidad (en m/s) que alcanza cierto atleta en una carrera de 200 metros
se puede representar por una función que da cuenta de la velocidad para cada espacio x
recorrido por el atleta; la misma está dada por expresión:

v (x) = -0,00055x(x-300)
a) Realizar el gráfico de la función cuadrática que representa la velocidad del atleta en

función del espacio recorrido.
b) ¿Qué distancia ha recorrido el atleta cuando alcanza su velocidad máxima?¿cuál es

ésta velocidad?
c) ¿Entre qué distancias su velocidad va aumentando? ¿Y disminuyendo?
d) ¿A qué velocidad llega a la meta?

Ejercicio 12. Un delfín toma impulso y salta por encima de la superficie de un estan-
que siguiendo una función y = -x2 + 6x + 12 donde y es la distancia al fondo del estan-
que (medida en metros) y x el tiempo empleado (medido en segundos). 
a) Realizar el gráfico de la función cuadrática que representa la distancia desde el fondo

del estanque en relación al tiempo empleado en alcanzarla.
b) Calcular cuándo sale a la superficie y cuándo vuelve a sumergirse sabiendo que la

profundidad del estanque es de 20 metros.
c) ¿A qué profundidad inicia el ascenso?

Ejercicio 13. En un predio de cabañas para vacaciones construyeron una pileta cuyas
medidas son 10 m de largo por 6 m de ancho. Los dueños quieren hacer un deck alre-
dedor de la pileta como muestra el siguiente dibujo. El ancho del deck, que se construi-
rá con material de lava volcánica, se planifica constante en todo el contorno.
a) Si el ancho del deck es de x m, ¿cuál es el modelo cuadráti-

co que permite calcular la superficie del mismo? 
b) ¿Cuál será la superficie que se debe cubrir con el material de

lava si el ancho es de 2 m?
c) Si sólo se dispone de 60 m2 de losetas de lava volcánica,

¿cuál es el máximo ancho x que tendrá el deck? 

Ejercicio 14. En la sección blancos de un hipermercado se venden 21 toallas por día cuan-
do el precio a la que se ofrecen es de $56. Las ventas aumentan en 4 toallas por día cada
vez que se coloca una oferta rebajando el precio en $4. 
a) Obtener la función cuadrática que modelice la situación planteada, representando

con x el número de rebajas que deben disponerse y f (x) la ganancia obtenida por la
venta de este artículo.

b) Determinar el precio a que debe el hipermercado ofrecer las toallas para maximizar
las ganancias diarias por la venta de este artículo.

10 m

6 m
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