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5. Funciones exponenciales

Funcién exponencial

La avicultura es, por definicién de la Real Academia Espanola, "e/ arte de criar y fomen-
tar la reproduccion de las aves y de aprovechar sus productos”. La cria de pollos crecié tanto
en nuestro pais que, en los tltimos afos, Argentina se transformé en el quinto exporta-
dor de productos avicolas, detrds de Estados Unidos, Brasil, Unién Europea y Malasia.

Este crecimiento resulta de la conjuncién de varios factores, entre los que pueden
mencionarse:

* las inversiones realizadas a lo largo de la cadena de produccién (frigorificos, granjas
de reproductores, granjas de engorde, incubacidn, etc);

¢ |a eficiencia técnica;
* la situacion sanitaria nacional y mundial;
* ser un pais declarado libre de Influenza Aviar y de la enfermedad de Newcastle;

* la disponibilidad de cereales y oleaginosas, imprescindibles para la formulacién del
alimento balanceado.

Hay dos tipos de pollos: para produccién de huevos y para produccién de carne, estos
tltimos se conocen como pollos parrilleros. El pollo parrillero es un ave que estd gené-
ticamente preparado para crecer répidamente y engordar lo mds rdpido posible, en
menos de 2 meses. Entre 48-54 dias termina el engorde. La alimentacién estd compues-
ta bdsicamente por cereales: maiz, algo de soja y algunos complementos como harinas de
carne, para cubrir la fraccién proteica de la dieta.

El crecimiento del pollo parrillero es tan grande que un pollito que al nacer pesa, apro-
ximadamente 50 g, a los 50 dias de edad puede llegar a pesar aproximadamente 2,4 kg.

;Cémo realizamos un modelo que represente el crecimiento del peso del pollo en los
primeros 50 dias de vida? Se conoce que el peso (promedio) del mismo en el momen-
to de su nacimiento es de 50 gy que el aumento diario del peso es de un 8%.

Llamemos P(x) a la funcién que representa el peso del ave en el dia x, entonces debe
cumplir:

P(0)=50g¢
Ahora bien, como aumenta un 8% por dia, entonces podemos plantear (1), es decir

el peso del ave en el dia 1:
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P(1) =50+ —-50
100

=50(1+0,08)
- 50.1,08¢
i{Importante!
Aqui podriamos continuar realizando las operaciones y obtener un valor, pero para

construir un modelo es necesario recordar que la idea es encontrar propiedades y carac-
teristicas que se vayan repitiendo y generalizando.

Consideremos el peso en el dia 2, que se obtendr4 aplicando el aumento del 8 % dia-
rio al peso que tenfa al finalizar el dia 1:

8
P(2) = (50.1,08) + — (50.1,08
(2)=( )* oo " )

= 50.1,08 (1+0,08)
=50.(1,08).(1,08)
=50.(1,08)° ¢

Y siguiendo con el mismo esquema planteamos P(3):
PG) - (50.1,08)2)+ — (50.@.082)

- (50.(1,08)2) (1+0,08)

=50.(1,08)° ¢
Observar que:

* El peso inicial del pollo se puede escribir también de la forma:
P (0) =50
=50 . (1,08)0

* En todos los célculos diarios del peso, el resultado siempre aparece como producto de
dos factores, el peso inicial (50 g) multiplicado por una potencia del nimero 1,08:

P (1) =50.(1,08)!

P (2) =50.(1,08)2
P (3) =50.(1,08)3

* El exponente de la potencia es igual al valor de la variable independiente x que indi-
ca el dia en el que se calcula el peso del ave.

Podemos generalizar y escribir la funcién que permite modelizar este problema:
P(x) =50.(1,08)* con 0<x<50

A partir de la funcién encontrada podemos estimar el peso del ave, por ejemplo:

¢ Alos 10 dias P (10) =50.(1,08)10 =108 g
e A la mitad del dia 15 P (15,5) =50.(1,08)155 =165 g
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e A los 20 dias P (20) =50.(1,08)20 =233g¢g
e Al mes P (30) =50.(1,08)30 =503¢g

e A los 40 dias P (40) = 50 . (1,08)40 = 1.086 g,
es decir que el pollo pesard 1 kg con 86 g

e Alos 50 dias P (50) =50.(1,08)%0 =12.345g¢,
esto nos indica que al momento de llevar el pollo para su comercializacién el ave ha

alcanzado un peso de 2,345 kg.

En un sistema de coordenadas cartesia-
nas, los valores anteriores permiten dar

;’. 2,500 una aproximacién del grifico de esta
" *(50:2.345) funcién (grafico 5.1).

(] PlY)

2,000
Notar que esta funcién no va a ser ttil
15001 para modelizar el peso del ave para
tiempos superiores a 60, 90 6 120 dias,
ya que la misma produciria valores que

1.000] * (40;1.086) . .
no reflejan la realidad, y todo modelo
matemdtico debe representarla en
500 *(30:503) "o .o .
, forma lo "mds precisa” posible.
(0;50) 0(10;108) (20}233) t R .
KN 0 n 70 30 I %0 ? Observemos que en la funcién que

Grifico 5.1 hemos encontrado para dar respuesta al
problema de crecimiento biolégico, la
variable x aparece en el exponente de la potencia; ademids los valores obtenidos como
imagen no mantienen ninguna relacién de proporcionalidad.

A esta clase de funciones se las denomina funcién exponencial.

Llamamos funcién exponencial a una funcion f: R — R que verifica:
fx)=a* o y=a*
donde 2>0y 2= 1 esunnimero real.

sPor qué son necesarios esos requerimientos?
La matemadtica debe ayudar a representar la realidad, entonces en las aplicaciones de la
funcién exponencial puede ser necesario calcular la imagen de la variable x = 0,5 (es

decir a la mitad del dia) o bien x = -1 (es decir el dia anterior); en este caso:

1. pedimos 2 > 0 porque de esta forma se pueden efectuar las operaciones que defi-
nen, por ejemplo, £(0,5) =« ®> = 2"? = .[4 , y también siempre se podria realizar

fED=at=1
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2. pedimos @ # 1 pues, en caso contrario, la funcién tomaria para todos los valores de
la variable x un tnico resultado que seria f'(x) = 1¥ = 1, es decir s6lo representaria
un fenémeno constante.

Ejemplo 1. Son funciones exponenciales las que se expresan por la férmula:

a) f(x) =5 base 2=5
b) y = (;) base 4 = [;]
C) y=-2+5% base 2 =5
d) f(2 =50(1,08)z base 2= 1,08
e) f(x) = (23)~ base 4 = 2i3

La funcién exponencial es un modelo vélido para crecimientos o decrecimientos conti-
nuos en los que las condiciones son siempre igualmente favorables o desfavorables.

Ejemplo 2. Son funciones exponenciales

* Crecimiento de la poblacién humana, animal o vegetal.

* Crecimiento del capital ingresado en un banco.

* Cambio en el peso de un animal, o la altura de una planta.
* Desintegracién de sustancias radioactivas.

* Enfriamiento de un cuerpo.

|
PARA RECORDAR

Para comenzar a trabajar con las funciones exponenciales, repasemos el cilculo de poten-
cias, la relacién entre las operaciones y las potencias, y cémo ordenarlas.

1) Potencias

* Todo niimero elevado a cero es igual a la unidad: 20 = 1

Por ejemplo: 50=1;10=1;(-2)0=1

* Una potencia con exponente negativo se obtiene realizando: 4™ = L
X
a
g -3 1 -3 1
Por ejemplo: 57 o — = 579 -
53 125
ré. i = rfon
1 4

- 1 o1 1

('-= = (2'==

ol 2
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* Una potencia con exponente fraccionario se obtiene realizando: a% _ 9] 2?7

Por ejemplo

3
- 52 = 3125

et o (e =2

3__1 3__1

277 =
2% = 2/? = %

2) Operaciones y potencias

52_

I\Jl’\»
N
N
[SN]

L
3

(-8)

2 3oL

* La multiplicacién de potencias de la misma base se realiza sumando los exponentes:

an.gm=gntm

Por ejemplo:

2324=27 =  232%=128
l 5 l 5 ~ l 10 i 5 l 5 ~ 1
3)713 3 3)713 59.049

34 3=34 = 343= =  34/3=.19683

* La divisién de potencias de la misma base se realiza restando los exponentes:

Por ejemplo:

2 2
37:3'2 = %:l
3 3* 9

6 6
573=53 = 5—3_125
5 5

* Para elevar una potencia a otra potencia, se multiplican los exponentes:
m
Por ejemplo:

(32)'-3* = (32)"-6s61

((4)'1)30 - (é]ao - ((4)'1)30 - 8,67361737988404 E-19

Notacién cientifica: el tltimo resultado 8,67361737988404 E-19 est4 escrito en la forma
que se conoce como notacién cientifica, lo que nos indica, en este caso, que al nimero
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8,67361737988404 debemos multiplicarlo por 10-19 para escribirlo en la notacién usual,
es decir obtendrfamos:
0,000000000000000000867361737988404

En general, decimos:

Un nimero decimal se expresa con notacién cientifica cuando se escribe de la forma
a.10” con 1 < @ < 10 y » un ndmero entero.

Esta forma de escritura es usual en las calculadoras y en la mayorfa del software en com-
putadoras.

3) Orden y potencias

* Para ordenar potencias de igual base, se debe considerar el orden de los exponentes
(ny m) y el valor absoluto de la base («):

a” < a sia>1
n<m — <a’”>a” si O<ax<l

a”=a” si a=1

Por ejemplo: 2<4 = 3234 = 9<81
2<4 = (1J2>(1)4:> l>i

3 3 9 81

2¢4 = 12-14 = 1=1

* Para ordenar potencias de igual exponente, se debe considerar el signo del exponen-
te (n), para cualquier valor de las bases (2 y 6):

a”< b" si >0
a< b — 1a"> b" si n<0

a”=6"  sin=0

Por ejemplo: 2<4 => 2°<4° = 8< 256
2<4 = 273,43 = l>L
8 256

2<4 => 20_4° = 1-=1

Ejemplo 3. El ajedrez y los granos de trigo

Los primeros registros sobre el juego de ajedrez se encontraron en el sur de Europa, casi
al final del siglo XV, en particular los escritos y partidas de Ruy Lépez y Greco, del
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siglos XVI y XVII, resultaron muy influyentes. Sin embargo, los inicios del ajedrez se
remontan al siglo VII en la India, un poco después en el mundo islimico y se cree que
el juego entr6 a Europa con los moros cuando conquistaron Espana.

En 1737 el sirio P. Stamma publica su libro "El noble juego del ajedrez” y en él utiliza
por primera vez el sistema de notacién de Stamma, que no es otra cosa que la actual
notacién algebraica (indicacién de fila y columna). El ajedrez como hoy se conoce tuvo
su despegue en Londres en 1851, cuando se jugé el primer Torneo Internacional, orga-
nizado por el gran jugador inglés H. Staunton; si bien el ganador de la competencia fue
el alemdn A. Anderssen, cuyo estilo de ataque lo hizo dominar la escena ajedrecistica
por muchas décadas.

La conocida leyenda oriental sobre el juego de ajedrez es una descripcién, muy exacta,
de una funcién exponencial.

Cuentan que un rey habia quedado desconsolado por la pérdida de un hijo en batalla.
Un sabio le regala el recién inventado juego del ajedrez, que logra distraerlo de su aflic-
cién, por lo que decide recompensar al sabio con lo que le pida. El sabio le ofrece el
siguiente trato, colocar:

* dos granos de arroz en la primera casilla del tablero,
* cuatro granos en la segunda casilla,

* ocho granos en la tercera,

* y asi sucesivamente, el doble en cada casilla siguiente.

El rey lo observa incrédulo y le dice que le parece que es un premio minutsculo y quedé
complacido con la modestia del sabio, pero....
:Cudnto arroz le pidié el sabio al rey?

;Cientos de kilogramos, toneladas, cientos de toneladas...?

Para responder, debemos comprobar la magnitud de la peticion del sabio. Observemos
que:

10 casilla 2! = 2 granos

20 casilla 22 =4 granos

30 casilla 23 = 8 granos
2000&311[3220:1048576 granos

630 casilla  263-9.223.372.036.854.775.808 granos
640 casilla 264 = 18.446.744.073.709.551.616 granos

La suma de estos valores ;habrd podido ser pagada por el rey? ;Qué cantidad de kilo-
gramos o toneladas de arroz fueron?

Segtin se han contado para una variedad comun de arroz en 20 kg se pueden contar

aproximadamente 254.234.000 granos de arroz, lo que implica un peso aproximado de
0,000000079 kg por cada grano de arroz.
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Entonces, si el Rey hubiese pagado tunicamente por la tltima casilla, (lo cual no era lo
convenido) hubiese necesitado:

0,000000079 . 18.446.744.073.709.551.616 =
= 1.451.159.907.092,503135314 kg de arroz

El valor anterior significa aproximadamente 1.451.159.907 toneladas de arroz para
pagar al sabio por la casilla 64, si pensamos que la Secretaria de Agricultura, Ganaderfa,
Pesca y Alimentos!? en Argentina produce anualmente 1.175.000 toneladas. ;Se nece-
sitarfan aproximadamente 1.235 afos para conseguir pagar esa Gnica casilla!

A partir de la informacién anterior, podemos afirmar que:

1) la relacién que a cada niimero de casilla le asigna la cantidad de granos que debié
haber pagado el rey se puede definir si consideramos los conjuntos de partida A y
de llegada B como:

A={xe N/x<64}
B={x e N/x<18.446.744.073.709.551.616}

2) en este caso los valores encontrados permiten determinar pares ordenados que veri-
fiquen la relacién:

(1;2), (2;4), (3;8), (10;1.048.576), (63;9.223.372.036.854.775.808), etc.

Si realizamos un gréfico marcando los puntos "
ya encontrados obtenemos (grafico 5.2) —> | 3500.0001
En el grifico observamos que los primeros | %1
puntos se encuentran muy préximos y a
medida que aumenta el valor de la variable
independiente los valores de sus respectivas | 2.000.000
imdgenes crecen muy significativamente:

2.500.000+

1.500.000

¢Cémo definimos la funcién G (x) que,
para cada nimero de casilla x del tablero le
asigne el nimero G de granos que en él se | 500000
colocan?

1.000.000 o (10;1.048.576)

(1:2) (3;8)

X

0 10 20 30 40 50

Por la informacién del problema conoce-

60
Grifico 5.2

mos que la funcién debe cumplir:

G)=2=)!

GQ)=4=(2)2

G (20) - 1.048.576
— (2)20

10 http://www.sagpya.mecon.gov.ar/
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Podemos generalizar y escribir la funcién que permite modelizar este problema:

G(x)=2¢ con 1<x<064

Graficos de funciones exponenciales

Para comenzar el estudio del grifico de una funcién exponencial recordemos que el
orden entre las potencias varia segtin la base tome valores mayores o menores que 1.
Entonces analizaremos dos casos:

Casol: y=a* con a>1.
Caso2: y=a* con O<a<l.

Caso 1: f(x) =a* con a>1
Ejemplo 4: Graficamos f(x) = 2*

1) Por la definicién de potencias para distintos exponentes, se puede obtener 2¥ para
cualquier nimero real x entonces Dom f= R.

2) También por la definicién de potencia de base 2 para distintos exponentes x se veri-
fica que f(x) > 0 entonces /mg f= (0, +o0).

3) El punto (0;1) pertenece al grafico de la funcién ya que £(0) = 20 = 1.
Entonces:

El gréfico de la funcién exponencial y = 2* se encuentra en el primer y segundo cua-
drante, "por encima" del eje x e interseca al eje y en el valor 1.

4) Analicemos c6mo cambia la funcién f(x) = 2*

Para dos niimeros reales x| y x, que cumplan x; < x,, por las propiedades de orden de
la potencia se verifica: 2¥1 < 22 — f(x;) < f (x,), es decir cuando la variable indepen-
diente aumenta, sus respectivas imdgenes también lo hacen.

Entonces:

El grafico de la funcién exponencial y = 2* es creciente para todo valor de x € R.

5) Qué ocurre con los valores de £ (x) = 2% a medida que x roma valores cada vez mds
grandes?

Primero debemos precisar la frase "x toma valores cada vez mds grandes", que indica que

la variable independiente x asumird, sucesivamente, como valores nimeros reales con
mayor valor absoluto:
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x=100 , x=1.000 , x=10.000 , x=100.000 , x=1.000.000 , ....
En este caso, las respectivas imdgenes para los valores considerados serdn:

e x=100 £(100) = 2100
= 1,26765060022823 E+30

Es decir, £(100) = 1.267.650.600.228.230.000.000.000.000.000
iUn nimero muy grande!

* x =1.000 £(1.000) = 21.000
=1,07150860718627 E+301
* x = 10.000 £(10.000) = 210-000
=1,995063116 E+3.010
¢ x = 100.000 £(100.000) = 2100.000

=9,990020930 E+30.102
Observar el exponente del dltimo valor, jqué nimero enorme!

Entonces, a medida que la variable independiente x crece la variable dependiente f'(x)
crece tomando valores cada vez mds grandes.

Matemdticamente, este comportamiento se describe:

El grifico de la funcién exponencial y = 2* tiende a mds infinito, y escribimos 2% — +oo,
cuando la variable independiente x tiende a mds infinito, es decir x — +o©

6) ;Qué ocurre con los valores de f(x) = 2¥ a medida que x toma valores cada vez mds chicos?

En este caso "x toma valores cada vez mis chicos" nos indica que la variable independien-
te x asumird, sucesivamente, como valores niimeros reales negativos con mayor valor
absoluto:

x=-100, x=-1.000, x =-10.000 , x = -100.000 , x = -1.000.000 , ...

En este caso, las respectivas imdgenes para los valores considerados serdn:

* x=-100 £(-100) = 2-100
=7,888609052 E-31

Es decir £(-100 ) = 0,000000000000000000000000000000788609052

jcasi cero!
e x=-1.000 F£(-1.000) = 2-1:000
=9,332636185 E-302
* x=-10.000 f(-10.000) = 2-10.000
=5,012372749 E-3.011
* x =-100.000 f(-100.000) = 2-100.000

= 1,000998903 E-30.103

funciones exponenciales 107



108

Entonces, a medida que la variable independiente x decrece, y toma valores negativos
cada vez menores. La variable dependiente f (x) decrece y toma valores cada vez mds
préximos al ndmero cero. Matemdticamente este comportamiento se describe:

El grafico de la funcién exponencial y = 2*
tiende a/ valor cero, y escribimos 2¥ — 0,
cuando la variable independiente x tiende
6 a menos infinito, es decir x — -0

5 flx)=2x 5
7) Pertenecen a la funcién f (x) = 2~ los
4 pares ordenados ;por qué?:

: (3;] , [22) , (1;) ,(12),(2:4),(3:8)

1 Las propiedades anteriores, conjuntamen-
« . | te con el trazado de los pares ordenados

v

2 0 2 i 6 8 pertenecientes al grifico de la funcién,
1 permiten trazar la grifica de f (x) = 2*
Grdfico 5.3 | (Grifico 5.3).

Caso 2: f(x)=a* con O<a<l

1 X
Ejemplo 5. Graficamos f(x) = (5)

. , - 1)
1) Por la definicién de potencias para distintos exponentes, se puede obtener [)
para cualquier niimero real x entonces Dom f= R z

2) También por la definicién de potencia de base (1) para distintos exponentes x, se
verifica que f(x) > 0 entonces /mg f= (0, +0)

0
3) El punto (0,1) pertenece al grafico de la funcién ya que f£(0) = (;) =1

Entonces:
X

1
El grifico de la funcién exponencial 7 =| 7| se encuentra en el primer y segundo cua-

drante, "por encima" del eje x e interseca al eje y en el valor 1.
X
4) Analicemos como cambia la funcién f(x) = [;)

Para dos niimeros reales x; y x, que cumplan x; < x,, por las propiedades de orden de la
potencia con base un niimero real positivo y menor que 1, se verifica:

1) (1)7*2

es decir cuando la variable independiente aumenta, sus respectivas imdgenes disminuyen.
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Entonces:

El gréfico de la funcién exponencial f(x) = (;) es decreciente para todo valor de x € R.

1Y\* )
5) ;Qué ocurre con los valores de f(x) = (J a medida que x toma valores cada vez
mids grandes? 2

Primero debemos precisar la frase "x toma valores cada vez mds grandes", que indica que

& q q
la variable independiente x asumird, sucesivamente, como valores nimeros reales con
mayor valor absoluto:

x=100 , x=1.000 , x=10.000 , x=100.000 , x=1.000.000 , ....

En este caso, las respectivas imdgenes para los valores considerados serdn:

1 100
e x=100 £(100) = (2J

=7,888609052 E-31
Entonces f(100) = 0,0000000000000000000000000000007888609052

iUn ndmero pequeiio, es casi cero!

1 1.000
e x = 1.000 £(1.000) = (5)
- 9,332636185 E-302
1 10.000
* x=10.000 £(10.000) = (5)
=5,012372749 E-3.011
1 100.000
« x=100.000 £(100.000) - (EJ

=1,000998903 E-30.103

Entonces, a medida que la variable independiente x crece, la variable dependiente f'(x)
toma valores cada vez mds préximos al niimero cero, matemdticamente este comporta-
miento se describe:

1 X
El gréfico de la funcién exponencial f(x) = (E) tiende al valor cero y escribimos

X
1
(5 — 0, cuando la variable independiente x tiende a mds infinito, es decir x — +o0.

1 X
6) ¢Qué ocurre con los valores de f(x) = (—) a medida que x toma valores cada vez

mas chicos? 2

En este caso "x toma valores cada vez mds chicos" indica que la variable independiente x asu-

mird, sucesivamente, como valores niimeros reales negativos con mayor valor absoluto:
x=-100, x=-1.000, x =-10.000 , x = -100.000 , x = -1.000.000, ....
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En este caso, las respectivas imdgenes para los valores considerados serdn:

1 - 100
x=-100 f(_100)=(2)

=1,267650600 E+30

Es decir f (100) = 1.267.650.600.000.000.000.000.000.000.000
;Otro niimero muy grande!

L) 1000
e x =-1.000 f('1~000)=(2)
=1,071508607 E+301

1 -10.000
¢ x=-10.000 f(-10.000) = [2)
=1,995063116 E+3.010

Entonces, a medida que la variable independiente x decrece y toma valores negativos cada
vez menores, la variable dependiente f(x) decrece y toma valores cada vez mds préximos al
nimero cero, matemdticamente este comportamiento se describe:

1 X
El grafico de la funcién exponencial f(x) = (5 tiende a mds infinito, y escribimos
X
(E) —+ oo | cuando la variable independiente x tiende a menos infinito, es decir
X —» -0,

1

7) Pertenecen a la funcién f(x) = los pares ordenados ;por qué?:

oo () (1) 1)

Las propiedades anteriores, conjuntamente

Grdfico 5.4 Ty con el trazado de los pares ordenados perte-

necientes al grifico de la funcién, permiten

trazar la gréfica de f(x) - (2) (gréfico 5.4)
o= 7 Como las propiedades que se utilizaron
para realizar los gréficos de y = 2* son vili-
das para a¥, con 2> 1y 0 < a< 1 respec-
tivamente, podemos concluir las siguien-
tes propiedades de la funcién exponencial.
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Propiedades de la funcién exponencial

Caso 1. La funcién exponencial f: R — R () cuya representacion es: f(x) = &

Si la base  es un niimero que cumple  >1
verifica que:

* la interseccién con el eje de las ordenadas
(eje y) es el par ordenado (0,1);

* no interseca al eje de las abscisas (eje x);

* es una funcién creciente;

* es de trazo continuo;

* para valores de x que tienden a infinito
(en simbolos x — +0), la funcién
f(x) = a* tiende a infinito (en simbolos
& —> +0);

* para valores de x que tienden a menos
infinito (en simbolos x — -o0), la fun-
cién f'(x) = @* tiende a cero (en simbolos
& — 0);

* su gréfico, en su forma general, es el
indicado en el grafico 5.5.

Caso 2. La funcién exponencial f/: R —-> R
cuya representacion es: f(x) = #*

Si la base 2 es un niimero que cumple
0 < a < 1 verifica que:

* interseca al eje de las ordenadas (eje y) en
el par ordenado (0,1);

* no interseca al eje de las abscisas (eje x);

* es una funcién decreciente;

¢ es de trazo continuo;

* para valores de x que tienden a infinito (en
simbolos x — +00), la funcién f (x) = &~
tiende a cero (en simbolos #* — 0);

* para valores de x que tienden a menos
infinito (en simbolos x — -00), la fun-

cién f(x) = @* tiende a mds infinito (en simbolos #* — +00);
* su grafico, en su forma general, es el que se observa en el gréfico 5.6.

Grdfico 5.5
flx)=aX
X >
6 7 4 6 8
Grdfico 5.6
-

X

6 7 4 6 8

Ejemplo 6. ;Cudl es el grifico de la funcién f(x) = 5*2
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Grdfico 5.7

/
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Para realizar el grifico conocemos la
siguiente informacidn:

ela funcién exponencial tiene como base
un ndmero mayor que uno (& = 5), enton-
ces su gréﬁco sera creciente;

* los pares ordenados .
(0;1),(1;5),(2525) y (—1;;)

pertenecen al grifico de la funcién, lo cual
puede comprobarse calculando la imagen de
cada valor de x en la férmula de la misma.

Utilizando estos datos y las propiedades
generales de la funcién exponencial cons-
truimos el gréfico 5.7.

Transformaciones de la funcién exponencial

Ejemplo 7. ;Cudl es el gréfico de la funcién f(x) = 5% - 42

[\

Grifico 5.8 v
251
204
f(x)=5%
15,
f(x)=5%-4
104
5.
-3 2 1 ! 2 3
5
1)
0;-3);
2)
3)

Para realizar el grifico de esta funcién
exponencial usamos las propiedades que
estudiamos para el gréfico de una funcién
cuando le sumamos o restamos un nime-
ro real no nulo.

* La funcién y = 5% - 4, es una funcién que
resulta de restar cuatro unidades a la fun-
cién f (x) = 5% entonces su grifico se
obtendrd desplazando cada valor de la
curva que representa al grafico de f(x) = 5*
cuatro unidades hacia abajo (gréfico 5.8).

A partir del gréfico, podemos afirmar que:

el par ordenado, interseccién de la funcién exponencial f(x) = 5° - 4 con el eje y es

esta funcién exponencial f(x) = 5 - 4 que resulta de aplicar operaciones a la funcién
general f(x) = 5" interseca al eje x, y segtin el gréfico en un valor préximo a 0,9;

el grafico de la funcién f(x) = 5* - 4 cuando los valores de la variable x que tienden
a infinito (x — +0) tiende a m4ds infinito (5* - 4 — +o0);
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4) el grafico de la funcién f(x) = 5°- 4 cuando los valores de la variable x que tienden
a menos infinito (x — -00) toma valores cada vez mds préximos a -4 (5% - 4 — -4).

Ejemplo 8. ;Cudl es el grifico de la funcién f(x) = 3.2%?

Nuevamente, para realizar el grifico de esta funcién exponencial usamos las propieda-
des que permiten transformar el grifico de una funcién cuando la multiplicamos por
un ndmero real no nulo.

* La funcién f(x) = 3.2% es una funcién que resulta de multiplicar (expandir) la fun-
cién f(x) = 2*. Podemos obtener su gréfico a partir de esta tltima funcién con la
ayuda del cdlculo de pares ordenados que pertenezcan a la nueva funcién. Como veri-
fican la funcién f(x) = 3.2% los pares: (0;3), (1;6), -l;é , su representacién en coor-
denadas es la que se indica en el grifico 5.9.

2 [
A partir del gréfico, podemos deducir que: Grdfico 5.9 !

%5

1) el par ordenado donde la funcién
exponencial f(x) = 3.2" interseca al eje
y en el par ordenado (0;3);

2) el grifico de la funcién f (x) = 3.2% 15
cuando los valores de la variable x tien-
den a infinito (x — +o0) tiende a mds
infinito (3.2 — +0);

3) el grafico de la funcién f(x) = 3.2* cuan-
do los valores de la variable x tienden a [:3
menos infinito (x — -00) toma valores X
cada vez mds préximos a 0 (3.2 — 0). 32 A U 2 3 4 5

20 f(x)=3,2X

f(x)=2%

Ejemplo 9. La organizacién Luchemos por la Vida (www.luchemos.org.ar) investigd que
el alcohol al volante es una de las dos causas mds importantes de accidentes de trdnsi-
to. Esto se puede afirmar porque se conoce que el alcohol es un depresor del sistema
nervioso central, que afecta funciones mentales esenciales para la conduccién como
son: la capacidad de juzgamiento y atencidn, la visién, las respuestas motoras, etc.

Si bien, para una misma cantidad de alcohol, el peso, sexo y edad de las personas, asi
como su estado de salud, etc., determinan variaciones en el grado de intoxicacién alco-
hélica, la tnica indicacién completamente segura para el conductor de vehiculos es abs-
tenerse absolutamente de beber alcohol, para conducir seguro.

Es posible medir la concentracién de alcohol en la sangre de una persona.
Investigaciones médicas han recolectado datos que permiten modelizar el porcentaje de
riesgo R de tener un accidente cuando se estd conduciendo un automdvil, en funcién
de la concentracién de alcohol x en sangre.
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El mismo se puede representar por la funcién exponencial:
R (x) = 6(1,013)"
donde x es la concentracién de alcohol en la sangre y R el porcentaje de riesgo.
A partir de la informacién anterior, podemos deducir que:
1) labase de la funcién exponencial es 2 = 1,013 y como este valor es mayor que uno,

es entonces ésta una funcién creciente;

2) el riesgo de tener un accidente si la concentracién de alcohol en sangre es igual a

17 es del 7,47% pues R (17) = 6(1,013)17;

3) si la concentracién de alcohol en la sangre del conductor es igual a 4 el riesgo de
tener un accidente disminuye a 6,32%, aproximadamente, pues R (4) = 6(1,013)%;

4) el gréfico de la funcién es el grafico 5.10.

100

80

60

401

20

; 5) a partir del grafico podemos estimar que
Grdfico 5.10
i un riesgo de accidente médximo (R = 100%)
se da cuando la concentracién de alcohol
corresponde, aproximadamente, x = 220.

A partir de la informacién anterior, del
grifico construido, y conociendo que la
ley establece que las personas con un ries-
go R = 20% o mayor de sufrir un acciden-
te no deben conducir vehiculos. Podemos
estimar que x = 95, aproximadamente es el
mayor valor de concentracién de alcohol
en la sangre del conductor que le permiti-

R(x)=6(1,013)%

T @ 0 w0 w0 2| !fa conducir sin violar la ley.

Ejemplo 10. Una moneda antigua de coleccién, valia $450 en 2005. Los anticuarios
estiman que, por el comportamiento del mercado durante la Gltima década, y estiman-
do el de los préximos afios, su valor aumenta en forma continua un 15% cada ano.

A partir de la informacién anterior, podemos deducir que:

15
1) el valor de la moneda en el aio 2006 fue de 450+ F@O =$517,5 | y para 2007

de 5175+ 17517,5 = $595,13 ya que el aumento es continuo;

2) un modelo exponencial para la evolucién del precio de la moneda con el tiempo #
medido en afos es:

P () = 450(1,15)*

3) labase de la funcién exponencial que modeliza el precio de la moneda dependien-
do del tiempo transcurrido es 1,15;

funciones elementales para construir modelos matematicos



4) para la funcién exponencial que re-
presenta el aumento en el precio de la
moneda, el conjunto Dominio es
{t e R/ t20}, con =0 correspon-
diente a 2005 y el conjunto imagen es
{P(t) e R/ P()>0};

5) se puede estimar que el valor de la mone-
da en el ano 2000 fue de $224 aproxima-
damente, ya que P(-5) = 450(1,15)".
Realizando la operacién correspondiente
se puede predecir que el precio en el afio
2010 serd de $905, aproximadamente;

6) el grafico de esta funcién es el gréfico
5.11.

\
P(t)
3.500

3.000
2.500
2.000
1.500

1.000

P(t)=450(1,15)t

Grifico 5.11
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15 20 25

Funciones exponenciales particulares

Hay dos funciones exponenciales que por
su aplicacién en procesos naturales, o bien
por facilitar el uso numérico, tienen parti-
cular interés:

* Funcién exponencial de base decimal
y=10*

* Funcién exponencial de base e

y=é (e~ 2,718)

La funcién exponencial que tiene como
base el niimero irracional ¢ se utiliza para
modelar los procesos biolégicos.

La funcién exponencial f (x) = ¢, como el

f(x)=eX

N
2]V
26
2
2
20
18
16
14
12
10
8
6
1
2
/
3 2 a1 Lo
-6

v

Grdfico 5.12

nimero ¢ verifica que e > 1, entonces es una funcién creciente y su gréfico es el que se indi-

ca en el grifico 5.12.

El ndmero irracional e fue introducido en el lenguaje matemdtico por Leonhard Euler
(1707-1783), aunque en 1683, Jacobo Bernoulli examin el problema del interés com-
puesto de una suma de dinero colocada en el banco, y utilizando la férmula del bino-
mio encontr6 la primera aproximacién para e. El niimero e es un nimero irracional

cuyas primeras 150 cifras decimales son:

e=2,71828182845904523536028747135266249775724709369995
95749669676277240766303535475945713821785251664274
27466391932003059921817413596629043572900334295260
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Modelo de crecimiento poblacional

Cientificos de distintas disciplinas se ocuparon, desde hace afios, en analizar el creci-
miento de la poblacién. En 1798, el inglés Thomas Malthus describi6é que la relacién
entre el tiempo y el nimero de individuos de una poblacién se podia modelizar con la
funcién exponencial que tiene como base el nimero e:

N(t)ZNoekt

Donde el nimero N es la poblacién al momento de realizar el censo, que se considera
como momento inicial; # es el tiempo transcurrido en afios, y 4 es una constante especi-
fica para cada poblacién, que se conoce como tasa o razén de crecimiento poblacional.

Malthus establecié ademds, que la cantidad de alimentos se comportaba segiin un
modelo funcional lineal. Por eso su teoria decia que el mundo no podria resolver el pro-
blema del hambre, a medida que evolucionara la poblacién. Esta ldgubre prediccién ha
tenido un impacto importante en el desarrollo de teorfas y tratados tanto econémicos
como bioldgicos.

Ejemplo 11. El Calafate (Santa Cruz) fue fundado por Decreto Nacional de diciembre
de 1927; se encuentra ubicado sobre el margen sur del Lago Argentino, en el sudoeste
de la Provincia de Santa Cruz. Su nombre se debe a un arbusto espinoso tipico en el
sur de la Patagonia, este arbusto en la primavera tiene flores amarillas y en verano fru-
tos morados. Seguin la tradicién, quien come este fruto siempre regresa a la Patagonia.

Es mundialmente conocido porque a 80 km se encuentra el Parque Nacional Los
Glaciares, en el que se ubica el mds conocido de los Glaciares de nuestro pais: el Glaciar
Perito Moreno. Este glacial tiene como principales caracteristicas que es uno de los
pocos glaciares del planeta que contintia avanzando, mientras todos los demds estdn en
retroceso, ademds es el Gnico que se puede visitar desde tierra dentro del Parque
Nacional.

En El Calafate la poblacién estable fue de 3.114 en 1991'!, y la tasa de crecimiento
anual a partir de dicho afno se estimé en un 7%.

A partir de esta informacién:

scudl es la representacidn, utilizando el modelo de Malthus
para el crecimiento de la poblacién?

Por la informacién dada, planteamos como funcién que modeliza el crecimiento expo-
nencial de la poblacién a V (#) = N, ¢ #. Si consideramos la poblacién del censo de
1991 como numero inicial, entonces le corresponde a # = 0 el valor NV(0) = 3.114, es
decir que determinamos el valor de N:

N0)=3.114 = Nyet=3114 = N,=3.114

11 Fuente: Indec: www.indec.gov.ar
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Por lo tanto, el modelo se reescribe como:
N () =3.114ek
Utilizando la tasa de crecimiento anual de 0,07 obtenemos:
N (2) = 3.114 ¢ 0,07
A partir del modelo realizado, podemos indicar el nimero de individuos que residian
en El Calafate en el ano 2001, para ello calculamos:

N(10) = 3.114£007.10 =  N(10) =3.114¢07 = N(10) = 6.270,82

Como el nimero de individuos de una poblacién siempre es un niimero entero, la res-
puesta es que en El Calafate el nimero de personas residentes en 2001 era de 6.271 indi-
viduos (el Censo de 2001 registré 6.143 personas, lo que indica que el modelo es ade-
cuado para aplicarlo en la década intercensal).

A partir del modelo realizado, y siempre que supongamos que continuard la misma tasa de
crecimiento exponencial, podemos estimar el niimero de individuos que se espera residi-
rdn en El Calafate en el afio 2010, para ello calculamos:

N (19) =3.114¢00719 - N (19) =3.114¢133 — N(19) = 11.774

Ejemplo 12. Continuaremos con la situacién-problema planteada al comienzo del
capitulo.

La funcién que representa el crecimiento del peso de un pollo en los primeros 50 dias
de vida, si se conoce que el peso del mismo en el momento de su nacimiento es de 50 g
y que el aumento diario del peso es de un 8%, se escribe como P(x) con:

P(x) =50.(1,08)* con 0<x<50
Observemos que:
1) la base de la funcién exponencial que modeliza el aumento de peso del pollo es
a = 1,08, entonces es una funcién exponencial creciente;

2) como la funcién exponencial aparece multiplicada por el niimero real 50, (el peso ini-
cial del pollo), ;en qué punto cortard al eje de las ordenadas?;

3) por definicién, este modelo sélo es valido para 0 < x < 50, entonces podemos pre-
decir que después de 50 dias de su nacimiento el pollo alcanzard un peso de 2.345g;

4) el modelo para el crecimiento de un individuo responde al propuesto por Malthus
para el crecimiento de una poblacién.

¢Esta funcién sirve para describir el aumento del peso de
un pollo en toda su etapa de crecimiento?

El grafico de P (2) es el grafico 5.13.
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Grdfico 5.13 Si c_alc.ulamos el peso a los’ 2 meses del
nacimiento del ave, obtendriamos:
P (60) =50 (1,08)%0 = P (60) = 5.062,85g,
f(x)=50(1,08)% es decir el pollo pesarfa mds de 5 kg.

Y si calculamos el peso a los 3 meses (90
dias) del nacimiento del ave, obtendriamos:
P(90) =50. (1,08)%0 = P (90) = 50.975,45¢
iEl pollo pesaria mds de 50 kg si lo alimen-

tamos 3 meses! jAbsurdo!

A partir de los ejemplos anteriores pode-
mos inferir que el modelo exponencial no
xdia), | €8 siempre adecuado para explicar o pre-

0 30 4 5 60 70 80 decir el crecimiento de un individuo o de

poblaciones cuando pretendemos describir
el cambio o variacién para todos los valores de la variable independiente. Este compor-
tamiento es asi pues el modelo exponencial proyecta un crecimiento cada vez més rdpi-
do en el futuro.

En la mayoria de las situaciones reales (crecimientos bioldgicos, econdémicos, etc.) la can-
tidad de recursos disponibles o el espacio para vivir o los alimentos disponibles o los fon-
dos de un banco es limitada. Esto fuerza a un limite del desarrollo.

Como ejemplo, pensemos en el desarrollo del évulo fecundado, que comienza a divi-
dirse y el nimero de células empieza a crecer. La longitud del feto es cada vez mayor.
En esta parte de la formacién de un individuo (feto), el cambio responde a un creci-
miento exponencial.

Pero el feto s6lo crece hasta un tamafio y peso que el ttero materno puede soportar.
Llega un momento en que influyen otros factores, y comienza a disminuir la tasa de
crecimiento.

Una vez que el nifio nace, continda creciendo en altura y aumentando su peso.
Finalmente, el individuo se estabiliza, la estatura se hace constante, tiende a alcanzar
valores promedios: se ha alcanzado la madurez. Llegada a la edad adulta, la altura de
un individuo tiene un crecimiento casi nulo.

Esto sugiere la necesidad de mejorar el modelo exponencial para describir el cambio de
un individuo o una poblacién durante toda su existencia, realizando operaciones con
la funcién exponencial de base e se obtiene la funcién logistica que describe, de forma
mds precisa que el modelo exponencial, lo que realmente ocurre con las poblaciones de
seres vivos o la vida completa de un individuo.
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Funcién logistica

La funcidn logistica se obtiene a partir de aplicar operaciones a la funcién exponencial
base y = ¢, es decir a la funcién exponencial de base natural. Su férmula es:

A
f (x) = - B Iy
B+Ce v
Las letras A, B, C'y k son nimeros reales .
constantes y cambian segtin los distintos =k

tipos de poblacién.

El gréfico que se llama curva sigmoidea, es
el que se observa en el grafico 5.14.

La funcién logistica se conoce como
Ecuacién de Verhulst ya que fue publicada >
por primera vez por Pierre E Verhulst en
1838, basindose en la funcién de creci-
miento poblacional de Thomas Malthus.

Gridfico 5.14

Verhulst presenté la funcién logistica como
un modelo de crecimiento poblacional segtin el cual la tasa de reproduccién de la poblacién
es proporcional a la poblacién existente y también a la cantidad de recursos disponibles.

Alfred J. Lotka se refirié a esta misma ecuacién en 1925 y la llamé Ley del crecimien-
to poblacional. Este cientifico estudié fundamentalmente la evoluciéon de poblaciones
y definié los conceptos de poblacién estable y tasa de crecimiento natural.

La funcién logistica cuyo grafico es una curva en forma de S es una funcién matems-
tica que aparece en diversos modelos de crecimiento de poblaciones, propagacién de
enfermedades epidémicas y difusion en redes sociales.

Ejemplo 13. En una isla, en la que no se registré presencia de conejos, se colocan 100
ejemplares de esta especie, de ambos sexos. Como la vegetacién y condiciones de habi-
tat que ofrece la isla conforma un ambiente propicio para que se reproduzcan de forma
6ptima, la tasa de crecimiento poblacional es del 10% mensual para la poblacién de
€stos conejos.

A partir de la informacién anterior, podemos deducir que:

1) el nimero de conejos que se encontrardn en la isla luego de un mes de implantados
los 100 ejemplares serd de 110 pues la tasa de incremento poblacional es del 10%;

2) alos dos meses el niimero de ejemplares crecerd de forma tal que al finalizar el mes

se podrdn registrar 110 + 1—1 10 =121 conejos;
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3) un modelo exponencial que representa para la evolucién del nimero de conejos
dependiendo del tiempo # medido en meses, seré:

CE (z) = 100 (1,109

4) la base de la funcién exponencial que modeliza el niimero de crecimiento de la pobla-
cién de conejos, dependiendo del tiempo transcurrido es 2 = 1,10 luego por ser un
valor mayor que uno serd una funcién creciente en el tiempo.

Ejemplo 14. En las condiciones anteriores, se implantan los 100 conejos en otra isla
que no registra la presencia de la especie y que tiene un tamano y condiciones tales que,
a lo sumo puede soportar 1.000 conejos. Este niimero se conoce en las ciencias biolé-
gicas como mdxima capacidad de carga, y en matemdtica este valor se denomina pobla-
cién limite.

En este caso, la funcién que debemos usar para modelizar el crecimiento acotado de la
poblacién de conejos es la funcién logistica:

CL() = 1.000
1+9e " LHeee

En la funcién logistica que describe esta poblacién de conejos los valores de las cons-
tantes son: A = 1.000, B=1, C=9y k=0,09

Tabla 5.1 : : Observemos la tabla 5.1 que
Mes (1) N° conejos CE(t) N° conejos CL(1 muestra el nimero de conejos que
Modelo Exponencial Modelo Logistico habria en la isla, desde el inicio y
0 100 100 durante 10 afios, segin cada
1 110 108 modelo:
2 121 17
Modelo exponencial:
i 16 137 CE (1) = 100 (1,10°)
8 214 186
12 314 247 Modelo logistico:
18 556 360 1.000
CL(t) =—————
24 985 491 | G = 0,09¢
43 9.702 893
60 30.448 961
90 531.302 997
120 9.270.907 1.000

La tabla de valores muestra cémo durante los primeros meses los nimeros de conejos
que resultan de aplicar cualquiera de los dos modelos son casi idénticos, porque toda-
via estd lejos el nivel de saturaciéon que describe la situacién real. Sin embargo, al
aumentar el tiempo la diferencia es enorme.
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jImportante! A Cloonsios

* Si realizamos un modelo de crecimiento | gy
poblacional para un tiempo préximo es CE(t)=100(1,101)
recomendable, por su simplicidad, usar la 1600
funcién de crecimiento exponencial. 1.400

e Si realizamos un modelo de crecimiento
para todo el desarrollo de un individuo o
el crecimiento de la poblacién por un | 1000
periodo largo, la funcién adecuada es la 800
de crecimiento logistico.

1.200

600

Gréficamente, podemos observar las simili- 400
tudes y diferencias de ambos modelos en 20
los distintos instantes de tiempo (grifico |

Grdfico 5.15

5.15).

Aplicaciones a la economia: el cdlculo del interés
compuesto en forma continua

Los economistas definen el interés como el indice utilizado para medir la ganancia
obtenida por el ahorro de una cantidad de un dinero o el costo de pagar un crédito en
cuotas.

El interés compuesto al que se obtiene cuando a un capital (dinero) que se coloca en un
banco se le suma periédicamente los intereses producidos. De esta manera al final de cada
periodo el capital que se obtiene es el capital depositado mds los intereses producidos por
ese capital durante dicho periodo.

Por la definicién, con la aplicacién del interés compuesto se obtienen intereses sobre
intereses, esto es la capitalizacién del dinero en el tiempo. Calculamos el monto del
interés sobre la base inicial mds todos los intereses acumulados en periodos anteriores;
es decir, los intereses recibidos son reinvertidos y pasan a convertirse en nuevo capital.
Los bancos utilizan el crecimiento exponencial para calcular cudnto tienen que pagar a
los clientes que depositaron su dinero en caja de ahorro a un interés compuesto, al final
del tiempo convenido.

Ejemplo 15. Si Walter invierte $1.000 en un banco que ofrece una tasa de interés com-
puesto del 7% anual, ;cudnto recibird al cabo de un afno?, ;y si dejara ese dinero y los
intereses producidos por cinco afios?

Como la tasa de interés anual es de 7%, lo que obtendrd Walter cada afio, si reinvierte

el dinero y los intereses, es decir sin extraer nada de su cuenta, serd la cantidad que se
observa en la tabla 5.2.
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Tabla 5.2

Afio

Dinero Inicial Dinero Final Los célculos realiza-

dos permiten cono-

1.000 + 1.000 . 0,07 = 1.000 . (1+0,07) = 1.000 . 1,07 = $1.070
cer que al cabo de

(1.000 . 1,07) +(1.000 . 0,07).1,07 = (1.000 . 1,07).(1+0,07) = cinco afos, Walter

2 |$1.070 = $1.000 . 1,07
=1.000. 1,07 = $ 1.000 (1,07)2 podré weEr ol
3 |s1.000 (1,071 (1.000 . 1,07)2 + ((1.000 . 0,07)2).1,07 = (1.000 . 1,07)2.(1+0,07) = | banco la suma de
B =1.000. 1,07 = $1.000 (1,07)3 $1.402,55.
(1.000 . 1,07)3 + ((1.000 . 0,07)3).1,07 = (1.000 . 1,07)3.(1+0,07) =
4 . 3 . .
$1 000 “:07) -1.000. 1’07 - $ 1.000 (1,07)4 Y S1 \Walter dCCldC
5 e (1.000 . 1,07)* + ((1.000 . 0,07)4).1,07 = (1.000 . 1,07)4.(1+0,07) = d?lar su d{nero Po(fi?
' ' =1.000. 1,07 = $ 1.000 (1,07)5 = $1.402,55 S, JOLED [pEiE]
obtener?

De los célculos realizados se observa que en cada ano se multiplica el valor final del ano
anterior por 1,07.

Podemos generalizar y escribir la funcién que permite modelizar este problema para el
aho

Df(#) = 1.000(1,07)*

Podemos calcular cudnto recibira Walter al final del octavo ano.
Df(8) = 1.000(1,07)8
Df(8) = $1.718,19

A partir del modelo exponencial obtenido Df () = 1.000(1,07)?, podemos deducir que:

1) la base de la funcién exponencial para este problema es 2 = 1,07;

2) el dinero que obtenga Walter crecerd con el tiempo, ya que el modelo que lo expli-
ca es una funcién exponencial de base mayor que uno;

3) este modelo si el tiempo de inversion fuera de 60 afios darfa por resultado:

Df(60) = 1.000(1,07)¢0  —  Df(60) = 57.946,43
Resumiendo

En economia, el cdlculo del capital final Cf obtenido por un capital inicial (dinero)
invertido a una tasa de interés compuesta al finalizar un periodo de tiempo #, se repre-
senta por la funcién exponencial:

CFH=CQ1+af
Donde el niimero C; es el capital inicial invertido en el tiempo inicial (# = 0), y el ndme-

ro 4 se denomina tasa de interés compuesta o continua que se ofrece por la inversién.

Ejemplo 16. Si Walter invierte $1.000 en un banco que ofrece una tasa de interés com-
puesto del 7% anual el modelo que permite obtener el capital final de Walter en cada
tiempo # se representa por Df (#) = 1.000(1,07)%, ;cudnto tiempo necesitard Walter para

funciones elementales para construir modelos matematicos



obtener $2.000, es decir para duplicar su
inversién?

Una forma de responder a esta pregunta es
realizar el grifico de

Df(#) = 1.000(1,07)*

utilizando todos los conceptos y propieda-
des ya estudiadas (grafico 5.16).

El grifico permite estimar que para que el
dinero obtenido sea igual a $2.000, esto es
la imagen por la funcién Df(#) sea 2.000, el
tiempo que Walter deberia dejar en el banco
su depdsito inicial debe ser mayor a 8 afos
y menor que 12 afos.

2.500

2.000

1.500

1.000

500

[

MDf(1)

Grdfico 5.16

f(x)=1000(1,07)t

t

-20

-16

-12

0 4

8 it?12

16 20 24 28 32

%

Para obtener una respuesta mds precisa, debemos encontrar un valor de # que verifique:

Df(#) =2.000 o bien 1.000 (1,07)" = 2.000

Que es equivalente a resolver la igualdad:

(1,07)" = 1.000

:Cémo despejamos la variable t para calcular el tiempo exacto? Necesitamos encontrar
una nueva funcién que permita "deshacer” o "invertir" lo que realiza la funcién expo-

nencial Df; esto es:

Df

—_—
-~ —

t

T
PR

$2.000

La respuesta a esta pregunta, se obtendrd mediante la funcién logaritmica que se desarro-

llard en el capitulo siguiente.
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Construccién de un modelo exponencial

Se propone realizar, para la siguiente situacién, un modelo que permita su representa-
cién matemdtica y, utilizando el mismo, encontrar la respuesta a las preguntas plante-
adas (es aconsejable trabajar en grupo).

1) Las sustancias radiactivas tienen la propiedad de desintegrarse al emitir espontdne-
amente particulas alfa, electrones y rayos gamma, por lo que pierden masa a medi-
da que pasa el tiempo. En un laboratorio se observa una sustancia radiactiva que
pierde el 2,5% de su masa cada dia. En un principio, la masa de dicha sustancia es
de 3kg. ;Cudl serd su masa luego de 1 semana? ;Y 30 dias después? ;Y de 1 afno?

2) Las poblaciones de algunos tipos de bacterias tienen un crecimiento muy rdpido.
La escherichia coli en particular responde a la ley de crecimiento no inhibido, esto
es puede duplicar su poblacién cada 15 minutos. Si se hace un cultivo en el que
inicialmente hay 5.000 bacterias de este tipo, ;cudntas habrd al cabo de cuatro
horas?

Sugerencias para armar los modelos

Situacién 1

1) A partir de los datos planteados identificar los pardmetros de la funcién exponen-
cial que permitird representar la cantidad de sustancia radiactiva en funcién del
tiempo, medido en dias.

2) Plantear la funcién exponencial considerando el dato inicial y la tasa de decreci-
miento para determinar la base de la funcién.

3) Utilizando la funcién y un grafico de la misma, dar respuesta a las preguntas, siem-
pre considerando las unidades utilizadas.

Situacién 2

1) A partir de los datos planteados identificar los pardmetros de la funcién exponen-
cial que permitird representar la cantidad de bacterias en funcién del tiempo, medi-
do en minutos.

2) Plantear la funcién exponencial considerando el ndmero de bacterias iniciales y la
tasa de crecimiento para determinar la base de la funcién.

3) Utilizando la funcién y un gréfico de la misma, dar respuesta a la pregunta, siem-
pre considerando las unidades utilizadas.
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Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular, con ayuda de una calculadora:

2) £Q) S F) = B b) g(ﬁ) sig () = 10%
9 g(z) ShelC) =0 d 4 () Si b (3) = Bt
o j(2) §i7 () = 102D £ j ) i 7 () = 102+
o) 3+ 1 A= 1

Ejercicio 2. Los siguientes graficos corresponden a funciones exponenciales, de la forma
f(x) = @*. Indicar, para cada uno de ellos, el valor de la base a para la misma.

a) b) <)

9/4

/ X ] X 1/814

2 1 4
Grifico 5.17

Ejercicio 3. Graficar, en un mismo sistema de coordenadas, las funciones:

a)y=4" b) y=4"+1 y=4"-2

(1Y (LY _2(1)x
d)y = 5 e) )= 5 fy=2. 5
gy=¢e h) y=3e-1

Indicar, para cada uno de los graficos:

* punto de corte con el eje x (si existe);
* punto de corte con el eje y (si existe);

* comportamiento de la funcién para valores de la variables independiente x cada vez
mids grandes (x — +00);

* comportamiento de la funcién para valores de la variables independiente x negativos
y cada vez mds pequefios (x —> -0).
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Ejercicio 4. ;Puede ser exponencial la funcién y = f(#) que t 2 4 6

. < , -
satisface la siguiente tabla de datos? = [ fe) | 12 % | 12

a) Si la respuesta es negativa, justificarla. En cambio si la respuesta fuera afirmativa,
determinar £y a tales que f(?) = k a*
b) Representar la funcién grificamente.

Ejercicio 5. Un elemento radiactivo que decae en su crecimiento f (#) después de un
tiempo ¢ en afos, satisface la férmula £ (#) = 60.2-0.02¢

a) ;Cudl es la cantidad de este elemento al inicio del proceso?
b) ;Qué cantidad queda después de 500 anos?

c) ¢Qué cantidad queda después de 1.000 anos?

d) ;Qué cantidad queda después de 2.000 anos?.

Ejercicio 6. El valor de reventa V' de un equipo para tambo (en U$S) se comporta con-
forme a la funcién:

V(#) = 5.000¢ -0:1¢

donde ¢ son los anos transcurridos desde la compra original.

a) ;Cudl es el valor original del equipo?
b) ;Cudl es el valor al que se podra vender, después de conservarlo por 5 afios?

Ejercicio 7. Las sustancias radiactivas se desintegran emitiendo radiaciones y transfor-
méndose en otras sustancias:

Sustancia radiactiva —> radiaciones + otra sustancia.

Este proceso se realiza con el paso del tiempo y a un ritmo que varia segtn el tipo de
sustancia. La rapidez con que se desintegra una sustancia radiactiva se denomina peri-
odo de desintegracion, que es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de la masa
inicial. Algunos ejemplos son:

uranio: 2.500 millones de anos
radio: 1.620 anos

actinio: 28 anos

talio: 3 minutos

a) Si tenemos una sustancia radiactiva con masa inicial de un gramo, y el periodo de
desintegracién es de un afo, averiguar qué cantidad de sustancia radiactiva queda al
cabo de:

Tiempo (afios) 1 2 3 4 5 6 7

Sustancia (g)

b) A partir de los cdlculos, definir una funcién de la cantidad de gramos presente de
dicha sustancia en cada afio, ;qué tipo de funcién representa este proceso?
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¢) ;Cudl es la base de la funcién exponencial obtenida? ;Es creciente o decreciente?
d) Graficar la funcién obtenida.

Ejercicio 8. La Comision Ballenera Internacional (CBI) es un organismo internacional
que regula la pesca y captura de ballenas. Fue creada en 1946 para proteger a estos
gigantescos mamiferos. En 1978 se registr6 una poblacién de 5.000 ejemplares de
ballena azul, en el hemisferio sur. Con la proteccién contra barcos balleneros y el abas-
tecimiento de abundantes alimentos, se conoce que la poblacién estd creciendo en
forma exponencial de acuerdo a la funcién:

N (2) = 5.000¢ 0:047¢

a) ;Cudl fue el nimero estimado de ballenas en el ano 20002

b) ;Cudl es el nimero esperado de ballenas para el ano 2010, de continuar la misma
tasa de crecimiento poblacién?

¢) Indicar cudl es la tasa de crecimiento poblacional.

d) Para las ballenas francas que visitan Puerto Pirdmides en Argentina, se conoce que
la tasa de crecimiento poblacional es del 7% anuall? y el nimero de las mismas para
el afio 1978 fue de 600 individuos. Reescribir el modelo para el caso especifico de
Peninsula Valdez.

Ejercicio 9. Una de las formas que un medicamento se elimina del organismo es a tra-
vés de la orina. Para unas cdpsulas cuya dosis inicial estd compuesta por 10 mg de droga
base se comprobé que la cantidad de droga presente en el cuerpo después de t horas se
puede representar por D (2) = 10 . 0,8" .

a) Calcular la cantidad de droga del firmaco que se encuentra en el organismo 8 horas
después de la ingestion de la cdpsula.

b) ;Qué porcentaje del medicamento, que estd ain en el organismo, se elimina en la
é
primera hora?

Ejercicio 10. Un problema relevante en estudios oceanogréficos es determinar la can-
tidad de luz que penetra a distintas profundidades del océano. La ley de Beer Lambert
describe, utilizando un modelo exponencial, la energfa luminica £ que llega a una pro-
fundidad de 7 metros. Para un océano determinado, la funcién que representa la situa-
cién es:

E (m) = 10x0,4*

, . , . cal
Donde la energfa luminica equivalente £ se mide en

2
cm” s

y X en metros.

a) ;Qué energfa se tiene a 2 metros de profundidad?

b) ;Es la energia equivalente creciente o decreciente con la profundidad? Justificar la
respuesta.

¢) Trazar una gréfica aproximada de la funcidn, y a partir de ésta, decidir ;qué ocurre
si se llega a mds de 10 m de profundidad? ;Y a mds de 30 m?

12 Atlas de Sensibilidad Ambiental de la Costa y el Mar Argentino. Mamiferos marinos. E.A. Crespo, N.A. Garcia, S.L. Dans y
S.N. Pedraza
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Ejercicio 11. Isaac Newton (1641-1727) encontré experimentalmente que la velocidad a
la cual se enfria un objeto en un ambiente que tiene menor temperatura es proporcional
a la diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura del ambiente. Si 717) es la
temperatura del cuerpo en el instante 7 el modelo propuesto por Newton, conocido
como Ley de Enfriamiento de Newton, es:

T(Z‘) = Tdf kt 4 Tﬂmb

Donde para el instante # el valor 7, es la temperatura constante del ambiente donde
se introduce el objeto, y 7, es la diferencia entre la temperatura inicial del objeto y la
del ambiente. La constante 4 indica la rapidez de enfriamiento y depende del objeto.

Una taza de café que sacamos del horno a microondas a una temperatura de 93°C se
coloca en una habitacién cuyo ambiente se encuentra a una temperatura de 21°C. El
modelo planteado por la Ley de enfriamiento de Newton para esta situacion es:

T () = 72. 004925 1. 2]

con ¢ medido en minutos y 7(#) en °C.

a) ;Cudl es la temperatura del café después de 15 minutos de haber sacado la taza del
microondas?

b) ;Y después de media hora?

¢) Realizar un grafico de la funcién 7(#) utilizando las propiedades estudiadas para gré-
ficos de funciones, y a partir del mismo estimar, ;cudl es la minima temperatura que
alcanzard la taza de café, independientemente del tiempo transcurrido?

Ejercicio 12. El peso de un elefante hembra 7(#) es una funcién de la edad # en afos de
vida, el mismo puede representarse para la poblacién de elefantes hembras del Africa

por el modelo:
P () =2.600 (1 - 0,5¢ -0.075:)3

a) ;Cudntos kg pesa una elefanta recién nacida?

b) ;Y si la elefanta tiene tres afios de vida?

¢) Investigar cudl es la edad promedio de un elefante africano y el peso médximo que estos
pueden alcanzar, luego calcular P(50) y P(70) y decidir si este modelo exponencial es
valido para describir el aumento de peso de un elefante durante toda su vida.

Ejercicio 13. Dejamos 1.000 moscas en una isla en la que no habia ninguna, en la que
hay condiciones para que vivan, a lo sumo 600.000. La ley de crecimiento de la pobla-
cién de moscas en funcién del tiempo # (en dias) se puede modelizar por la funcién
logistica NV(z), donde N es el nimero de moscas:

600.000
Nl =——"—
1+599.¢ %02

a) Completar la siguiente tabla:

t(dias) 0 100 200 300 400 500
N (moscas)
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b) Graficar los puntos obtenidos en la tabla anterior.

¢) Calcular MV(1.000), N(10.000) y N(100.000). A partir de los célculos, decidir, ;qué
sucede con la tasa de crecimiento de la poblacién de moscas a medida que transcu-
rre el tiempo? Justificar la respuesta.

d) Teniendo en cuenta los incisos anteriores, indicar cudles son los posibles valores que
pueden tomar las variables # (tiempo) y NV (nimero de moscas).

e) Con todos los datos y los puntos marcados esbozar una curva sigmoidea que repre-
senta a la funcién N(z).

Ejercicio 14. En un estudio para estimar el rendimiento de la planta de maiz, cuando
se le colocan al suelo distintas dosis de nitrégeno, se obtuvieron los siguientes valores
experimentales que se muestran en la tabla:—

' Dosis de nitrogeno | Rendimiento del maiz

El modelo logistico que ajusta estos datos (kg/ha) (t/ha)
es el mds adecuado y su representacidn es: 0 45
Ry = — 22 50 6,9
1+0,8¢ %017 100 9.1
a) Obtener, utilizando la funcién logistica, 150 95
la imagen para los' valores d§ n que repre- 200 97

sentan las dosis de nitrégeno de

100 kg/ha, 200 kg/ha y 300 kg/ha y ana- Hel el
lizar las diferencias entre el modelo y los 300 9.9

datos registrados.
b) ;Conviene aplicar mds de 200 kg/ha? ;Se observan cambios significativos en los ren-
dimientos producidos?

Ejercicio 15. El crecimiento de una colonia de abejas se puede representar por un
modelo logistico que se expresa mediante la funcién que para cada dia t indica el ndme-
ro N de abejas en la colonia en estudio:

230
1+56,5¢ %37¢

a) ;Cudntas abejas habia inicialmente en la colonia?
b) ;Cudntas abejas tiene la colonia al cabo de 4 semanas? ;Y de dos meses?
¢) ;Cudl serd la poblacién de las abejas cuando 7 — o0?. Justificar la respuesta.

N@) =
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