4. Movimiento en un campo

gravitatorio central

O 4.1. Forma general de la trayectoria

Estudiaremos, a continuacién, el movimiento de un cuerpo de masa m bajo la accién de
la fuerza gravitatoria de un cuerpo esférico de masa m' >> m. Esta relacidn entre las masas
permite suponer que el cuerpo de masa m se mueve en un campo gravitatorio central y
constante, producido por el cuerpo de masa m'. El problema de estudiar un caso en que
dicha condicién no se cumple, y por lo tanto ambos cuerpos deben considerarse en movi-
miento alrededor del centro de masa, se reduce al de un tnico cuerpo en un campo central
por el procedimiento introducido en la seccién 5.1 del capitulo 2.

Dada la forma de la ley de gravedad de Newton, para determi-
nar las trayectorias posibles del cuerpo en un campo gravitato-
rio central partiremos de una energfa potencial de la forma:

r (4.1)

donde oo = Gmm' > 0 . De este modo, el potencial efec-
tivo (que incluye la energfa cinética de la parte angular del
movimiento) es igual a:

U= — =+ M
T r T 2mr2 (4.2)
y la energia del cuerpo se escribe:
1 M 2
E=_-mv- —+
2™ T YT ez (4.3)

donde v_= dr/dt es la velocidad radial. Cuando r tiende a 0, el
potencial efectivo tiende a infinito *', mientras que para una
distancia r tendiendo al infinito el potencial efectivo tiende a 0.
En el radio r, = M*/mat el potencial efectivo tiene un minimo,

donde toma el valor U = E = -moi*/2M? (ver figura 4.1).

hipérbola
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—
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Figura 4.1. Potencial efectivo en una dimension.
Para distintos valores de energia se obtienen 6rbitas
circulares, elipticas, parabélicas o hiperbolicas.

%0Esta forma de la energia potencial es la misma que describe la interaccion entre dos cargas eléctricas puntuales. En ese caso
o =-ee', donde e y &' son los valores de las cargas (con sus signos), de modo que U(r) = ee'/r.
' Notemos que esto se sefiala para caracterizar matematicamente la dependencia de U con r, pero para el campo producido por

un cuerpo de radio R > 0, esta expresion del potencial sélo es valida para r > R.
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La relacién entre una variacién infinitesimal del dngulo en términos de una variacién de la dis-
tancia al centro se obtiene reemplazando este potencial en la expresién general dada en el capitulo
2 (ver ecuacién 2.56). El resultado es:

Mdr

do =
rz\/Zm(E +a/r) — M2/r2 (4.4)

Para encontrar la ecuacién de la trayectoria o (r) reescribimos:

Mdr

dg =
? r V2meE r2 + 2mar — M2 (4.5)

e integramos miembro a miembro **. Obtenemos:

_ 2
Q:arcsen( a- MY/(mr) >+C

\/a2+2EM2 /m

donde C es una constante determinada por la eleccién del radio al cual se hace corres-
ponder ¢ = 0. Es conveniente, como se verd mds adelante, elegir C = n/2 y usar que
sen (o - 1/2) = -cos @. Asi, reordenando un poco la expresién resultante, tenemos:

(4.0)

@ = arccos < U R >
B (4.7)

\/1 + 2EM2/(ma?2)

que resuelve en forma general el problema de obtener la trayectoria del cuerpo de masa m en
un campo central asociado con una energfa potencial U(r) = -ou/r con a > 0.

Invirtiendo la ecuacién de la trayectoria (es decir, despejando r(@)) e introduciendo las defi-
niciones del pardmetro:

p= M*ma (4.8)
y la excentricidad:
X e= \/1 + 2EM?/(ma?) (4.9)
se obtiene:
_ p
1+ ecos @ (4.10)

Dada su definicién, el pardmetro es positivo: p > 0; sus dimensiones son las de una longitud.
La excentricidad es una magnitud adimensional, y es mayor o igual que cero: e > 0.
La trayectoria puede escribirse en coordenadas cartesianas utilizando que:

X
r = \/)Ty2 COS @ = ﬁ (411)

%2Usamos la tabla de integrales: / dx

—d T asen ( bx+2¢ )+constante, sic<0.
vax2 + bx+c V-C

[X[Vb2-4ac
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lo cual corresponde a que el centro del campo se encuentra en x = 0, y = 0, y a que el
dngulo ¢ se mide respecto del eje x (ver figura 2.9). El resultado que se obtiene es:

\/X2+ y2 = p— ex (4.12)

Como veremos a continuacidn, esta forma de expresar la trayectoria serd de gran utilidad
para comprender cémo la misma depende de la relacién entre la energia y las demds
constantes de un problema.

O 4.2. Casos particulares

De la definicién de la excentricidad se desprende que, para un dado valor M del impul-
so angular, el valor de la energia (dado por las condiciones iniciales) determina cuatro
situaciones cualitativamente diferentes:

1.Si E = -ma’/2M? = U se tiene e = 0. Por lo tanto, desaparece la dependencia de r

con el dngulo ¢, y se obtiene:
Fr = 1/X2+ y2=p (413)

lo que corresponde a una circunferencia de radio p centrada en el punto x = 0, y = 0. Este
resultado es coherente con que para E = U . se tiene siempre v_ = dr/dt = 0, lo que justa-
mente significa que la distancia al centro no cambia, es decir el movimiento es circular.

2. SiE = 0 se tiene e = 1. En ese caso la distancia al centro alcanza su valor minimo r = p/2
cuando ¢ = 0, mientras que cuando ¢ se acerca a 7, el radio crece ilimitadamente. Si par-
timos de la expresién de la trayectoria en coordenadas cartesianas y elevamos al cuadrado
ambos miembros, obtenemos:

x2+ y? = p? + x% — 2px (4.14) \Y
de donde: p Y I
X = 5 - Z) (415) —/

lo cual corresponde a la ecuacién de una pardbola simétrica
respecto del eje x, y cuyo vértice se encuentra en el punto

x = p/2,y =0 (ver figura 4.2). Figura 4.2. Para E = 0 la trayectoria es una pard-
bola de vértice x = p/2 .

El hecho de que en este caso la trayectoria es tal que el cuer-

po se aleja sin limites es esperable a partir de la analogfa entre

la parte radial del problema y un movimiento lineal con un potencial igual a U .. En efecto,
para E = 0 existe un tnico punto de retorno correspondiente al tnico radio para el cual se
cumple E = U_, y el cuerpo puede alcanzar cualquier radio mds alld de este valor.
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Si-mo*/2M? < E < 0 se tiene 0 < e < 1. Por lo tanto el denominador de la expresién para
el radio en funcién del dngulo r = p/(1 + e cos @) no se anula nunca; en cambio, toma
su valor minimo 1 - e cuando ¢ = 7, y su mdximo 1 + e cuando ¢ = 0. Por lo tanto, la
distancia al centro alcanza su mdximo r = p/(1 - ¢) cuando ¢ = =, y alcanza su minimo
r=p/(1 + ) cuando ¢ = 0; la distancia méxima corresponde a la posicién llamada afelio de
la 6rbita, mientras que la distancia minima corresponde a la posicién llamada perihelio.

Elevando al cuadrado la expresién de la trayectoria en coordenadas cartesianas se obtiene:

x2+ y? = p? + e*x? — 2epx

(4.16)

Agrupando los términos de acuerdo con las potencias de cada coordenada y dividiendo
miembro a miembro por 1 - €* (lo cual es posible porque e < 1), obtenemos:

p/(1-e)

—~

-2ep/(1-e?)

X2 + 2epx+ y* = i
1-e 1-e 1-¢?

(4.17)

Sumamos la cantidad e’p*/(1 - €*)* miembro a miembro:

\/ p/(1+e)

¥ VAR L e @y g @p
\\/ et i-e 1-e (- e

(4.18)

Los tres primeros términos del miembro izquierdo de esta igual-
dad se agrupan en el cuadrado de un binomio, y los dos térmi-

Figura 4.3. Para U, < E < 0 la trayectoria es
una elipse de focos x = 0y x = ep/1-&.

nos del miembro derecho pueden reagruparse; de este modo:

64

ep 2 y2
+ + =
<X 1—e2> 1- e?

(1 — e2)? (4.19)
y de aqui se obtiene la expresién final:
(x+ep/(1—e?)° . Y o,
P2/ (1 — e2)2 /(1 —e) (4.20)

Como 0 < e < 1, esta ecuacion describe una elipse ** simétrica respecto del eje x,
cuyo centro estd situado en x = -ep/(1 - €*) e y = 0, y cuyos semiejes son p/(1 - &) y
p/ V1 - & (ver la figura 4.3). La longitud del semieje mayor p/(1 - ¢?) resulta, claro
estd, igual a la mitad de la suma entre la mayor y la menor distancia al centro, que
son, respectivamente, p/(1 - e) y p/(1 + e). La elipse tiene dos focos. Uno de ellos se
encuentra en el punto x = 0, y = 0, que corresponde al centro del campo; el otro se
encuentra en x = -2ep/(1 - ¢?), y = 0. En efecto, dada la simetria, la distancia entre
los dos focos deber ser igual a la resta entre la mayor y la menor distancia al centro:

% Recordemos que, en coordenadas cartesianas, la ecuacion . )
de una elipse centrada en el punto (x; y,) y de semigjes ay b es (x=xo) " {y=vo) -1

aZ b2
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p/(1 -¢e) - p/(1 + ) = 2ep/(1 - &): El hecho de que los planetas describen 6rbitas

elipticas con el Sol en uno de sus focos se conoce como primera ley de Kepler.

Notemos que si el cuerpo que genera el campo gravitatorio (en este caso m') tiene un
radio R, la trayectoria eliptica se desarrollard en forma completa en tanto la distancia
minima r = p/(1 + e) sea mayor que R. De lo contrario, el cuerpo de masa m termina
cayendo sobre la superficie del cuerpo de masa m'.

En general, observemos que la existencia de un radio minimo Planeta €
y uno méximo resulta natural a partir de la analogia de la parte Mercurio 0,206
radial del movimiento con un problema unidimensional. Dada la Venus 0,007
forma de la energfa potencial efectiva, para U . . < E < 0 hay dos .
puntos de retorno, que corresponden a los dos valores de r donde T il
la velocidad radial v. = dr/dt se anula. El movimiento se encuentra Marte 0,093
entonces limitado por dichos valores de la distancia al centro. Jipiter 0,048
A modo de ilustracién, a continuacién damos los valores de la SR HIEE
excentricidad para las érbitas de los planetas del sistema solar: Urano 0,046
Neptuno 0,009
Para darnos una idea del significado de estos nimeros, com- Pluton 0.780
paremos la diferenciar_ -r = 2ep/(1 - €’) con la distancia '

madxima al centro r = p/(1 + ¢). El cociente entre estas can-
tidades es igual a 2¢/(1+e), y por ejemplo para la Tierra es igual a 0, 033, mientras que
para Mercurio es igual a 0, 342. Esto significa que en el caso de la Tierra la diferencia
entre la distancia mdxima y la minima es apenas el 3% de la distancia maxima, en tanto
que para el caso de Mercurio dicha proporcién llega al 34%.

4. Si E > 0 se tiene e > 1. Por lo tanto, la distancia minima al centro es r = p/(1 + ), que
se alcanza cuando ¢ = 0, mientras que cuando cos @ = -1/e el radio r tiende a infini-
to. Esto significa que los dngulos més alld de los que

cumplen esa igualdad no se alcanzan nunca. Como en
este caso 1 - €* < 0, pueden seguirse los mismos pasos
del caso anterior para obtener:

(x - ep/(e2 = 1)) y?

Ple-12 pe-n | (42D
p/(e+1)

Tenemos asf la ecuacién de una hipérbola 3 simétrica
respecto del eje x, tal que x puede tomar todos los va-
lores menores o iguales que p/(e + 1), y que pasa por

x = pl(e+ 1) cuando y = 0 (ver figura 4.4). Figura 4.4. Para E > 0 la trayectoria es una hipér-

bola de vértice x = p/1+e.

_ » » Y R
%En coordenadas cartesianas, la ecuacion de una hipérbola es de la forma general % i % -1
a
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Observemos que un movimiento ilimitado es esperable dado que, para E > 0, existe un
tinico punto donde E = U_, y por lo tanto donde se anula la velocidad radial.

La analogfa de la parte radial con un problema unidimensional asegura que mds
alld de dicho radio todas las distancias al centro pueden ser alcanzadas si se espera el
tiempo suficiente.

Entonces, podemos concluir que para energfas menores que cero el movimiento es limitado o
ligado, mientras que para energfas mayores o iguales que cero el movimiento es ilimitado. Las
trayectorias de los movimientos limitados pueden ser elipses o circunferencias; esto tltimo sélo es
posible en el caso particular en que la energfa coincide exactamente con el valor minimo del po-
tencial efectivo. Las trayectorias de los movimientos ilimitados pueden ser hipérbolas o pardbolas;
la trayectoria parabélica corresponde a la situacién en que la energfa es exactamente cero. En el
caso del movimiento parabélico, cuando r tiende al infinito la energfa cinética tiende a cero; en el
movimiento hiperbdlico, en cambio, la energfa cinética es siempre mayor que cero.

O Problemas

Problema 1. En la prictica, en lugar de los valores de las constantes de movimiento E
y M es usual tener como datos las condiciones iniciales en términos de velocidades y
distancias. Supongamos que en cierto instante un satélite en 6rbita alrededor de la Tie-
rra se encuentra a una altura A por encima de la superficie, moviéndose con velocidad
tangencial igual a v, y -en ese instante- con velocidad radial nula. Queremos determinar
entonces el pardmetro p y la excentricidad e de la 6rbita.

Problema 2. Como hemos visto, para energias mayores o iguales que cero el movimiento
es ilimitado. ;Cudl serd la expresion de la velocidad minima que debe tener un cuerpo
para escapar al infinito? ;Dependerd dicha velocidad de que el objeto se lance en direccién
radial o en direccién perpendicular al radio?

Problema 3. Supongamos que se quiere poner un satélite en 6rbita alrededor de la Tierra,
evitando que descienda hasta donde el rozamiento con las capas superiores de la atmdsfera
pueda producir un frenado relevante. En general, los satélites se ponen en érbita dindoles una
velocidad inicial en la direccién perpendicular al radio. ;Cudl deberfa ser en ese caso el valor de
la velocidad inicial para evitar que un satélite lanzado desde una altura de 500 km descienda

por debajo de los 300 km?

O 4.3. Periodos y tercera ley de Kepler

Para los movimientos ligados en un campo gravitatorio (trayectorias circulares y elipti-
cas), existe una relacién precisa entre los tiempos y las distancias caracteristicas, esto es,
entre los periodos y las longitudes de las trayectorias, o distancias relacionadas con las
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mismas. En el caso del movimiento circular es muy sencillo recuperar la relacién entre
los periodos y los radios de las 6rbitas que, como vimos, juega un papel importante en
el camino que lleva a la formulacién de la ley de gravedad de Newton. En efecto, en ese
caso tenemos que el radio de la 6rbita es igual al pardmetro p:

MZ
(S PSS (4.22)

y escribiendo M = mrv, = mr’Q = mr*(21/T) con Q la velocidad angular y T el pe-
riodo, tenemos:

B mam?r*

= "ar? (4.23)
0 4m’m
e =t (4.24)

De este modo queda probado que el cuadrado del periodo de una 6rbita circular es pro-
porcional al cubo del radio de la misma.

Para las 6rbitas elipticas puede encontrarse una relacién similar en términos de los se-
miejes de la elipse. En efecto, la constancia del impulso angular puede traducirse como
la constancia de la velocidad areolar dA/dt = M/2m (véase en el capitulo anterior el
tratamiento general del movimiento en un campo central). En el caso de una trayectoria
eliptica, el drea barrida en una vuelta alrededor del centro es igual a nab, donde a y b son
las longitudes de los semiejes de la elipse. Ahora bien, la velocidad areolar es simplemen-
te el cociente del drea y el periodo, de modo que:

M dA mab

2m  dt T (4.25)
Dado que a = p/(1 - ¢*) y b = p/V1 - &% entonces:
b= +ap (4.26)
y reemplazando tenemos:

M .n.a3/2p1/2

m T (4.27)

Asi, escribiendo p = M?/ma. finalmente resulta que T = 2ra”Vm/a, o, lo que es equivalente:

(4.28)

El cuadrado del periodo de una érbita eliptica resulta entonces proporcional al cubo de
la longitud del semieje mayor de la elipse (tercera ley de Kepler).
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O Problemas

Problema 4. Un satélite geoestacionario es el que permanece siempre sobre el mismo pun-
to de la superficie de la Tierra. Queremos comprobar que la 6rbita debe ser circular, y a
partir de ello determinar la altura de tal satélite sobre la superficie terrestre.

Problema 5. El periodo de la Luna en su érbita alrededor de la Tierra es de poco me-
nos de 27 dias y 8 horas, en tanto que en su perigeo * se encuentra a una distancia de
aproximadamente 363.000 km. A partir de estos datos, proponemos calcular los valores
del pardmetro p y la excentricidad e de la 6rbita lunar.

Problema 6. A partir de los datos y resultados del problema anterior proponemos calcu-
lar el didmetro angular de la Luna vista desde la Tierra, cuando se encuentra en el apogeo
y en el perigeo (el radio de la Luna es de unos 1.737 km).

O 4.4. Independencia de la masa

En la forma de presentar los resultados de las secciones anteriores no se refleja de manera
explicita el hecho de que el movimiento de un cuerpo en un campo gravitatorio es inde-
pendiente de su masa. Para hacer manifiesto ese hecho reescribiremos los resultados para
un cuerpo de masa m aprovechando la constancia de la energia y el impulso angular (y
la consecuente constancia de la velocidad areolar). Para empezar, como M se conserva
podemos escribir la velocidad areolar en términos de la velocidad angular y el radio ini-
ciales (indicados por el subindice 0):

M dA 1
am = a2 (4:29)
de donde:
M? = m*Qjrg (4.30)

Si a continuacién reemplazamos M? y o0 = Gm'm en la energfa, obtenemos:

1 Gm'm 1
E = Emvi - + imﬂgro (4.31)

donde v, es el valor inicial de la velocidad radial. De esta manera, las férmulas del pardmetro

p y la excentricidad e nos dan:
M 2 1 024
P= Gmimz - Gm' oMo (4.32)

%Se llama asf a la distancia minima respecto del centro de la Tierra; la méxima se llama apogeo.
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Qdrg 2Gm'
e= \/1 + G2m? (vr20+05r5 = ) (4.33)

fo

con lo que queda de manifiesto que la trayectoria del cuerpo es independiente de su
masa m (pero no lo es, por supuesto, de la masa m'). En efecto, reemplazando en la
ecuacion de la trayectoria se obtiene:

. Q2rg/(Gm')
1+ cos @ \/1 + Q3rd (v +Q3r2 — 2Gm' /r o) /(Gm')?2 (4.34)

r

La masa m no aparece. Las Gnicas variables de esta igualdad son la distancia r al centro
y el dngulo @ medido respecto del eje x. Todas las demds cantidades (ademds de la masa
m' del cuerpo en el centro del campo y la constante universal de la gravitacién G) son
constantes que caracterizan las condiciones iniciales del problema.

Anélogamente, podemos reemplazar o0 = Gm'm en la expresiones del periodo de las érbitas;
para las 6rbitas circulares obtenemos:
2
T2 = an” s

- Gm' " (4.35)
donde r es el radio de la circunferencia, y para las elipticas:

T2 4n®

= Gm ° (4.36)

donde a es el semieje mayor de la elipse. Estas expresiones ponen de manifiesto la inde-
pendencia del periodo con la masa del cuerpo en 6rbita, asi como la dependencia del
cuadrado del mismo, con la inversa de la masa m' situada en el centro del campo.

O 4.5. Perturbacién de una orbita circular

4.5.1 Tratamiento general

Es claro que puede ser de interés obtener una descripcién detallada de lo que ocurre
cuando a una érbita dada en un campo gravitatorio central se la perturba modificando
los valores del impulso angular y la energia. En lo que sigue, nos ocuparemos de resolver
dicho problema a partir de una trayectoria circular a una dada distancia del centro, es
decir una trayectoria tal que el pardmetro y la excentricidad son:

MZ
P= =" e=0 (4.37)
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y la energia es igual a:
M«
T 2mr2 (4.38)

Nos restringiremos a estudiar el caso en que la perturbacién del movimiento se limita a
un cambio en la velocidad tangencial, sin modificar inicialmente la distancia al centro
ni introducir una velocidad radial (por cierto, en el movimiento ulterior del cuerpo la
velocidad radial serd en general no nula). Ademds, supondremos que la variacién de los
pardmetros que caracterizan el movimiento se produce en un intervalo de tiempo mucho
menor que el de una érbita completa; de esta manera podemos no tomar en cuenta la
transicién de unos valores a otros en el andlisis del movimiento, y suponer que el cambio
es instantdneo'. Para el nuevo movimiento valen entonces las condiciones iniciales:

vi=v, =0, r=ro (4.39)
Los nuevos valores del impulso angular y la energfa pueden escribirse:

M' = M + SM, E'=E + OF (4.40)

donde 3E y M estan relacionados entre si como se verd mds abajo. Supondremos que
|SM| < M; incluir [SM| > M tendrfa como resultado tomar en cuenta la posibilidad de
una inversién del sentido de giro, la cual no introduce ninguna diferencia conceptual-
mente relevante. Los nuevos pardmetros de la 6rbita son entonces:

M’Z 0 ' [l
pr= -, e' = /14 2E'M?/(ma?) (4.41)

donde la nueva energfa y el cuadrado del nuevo impulso angular estén dados por:

' M|2 a 12 2
B =omz 1,y M =(M+oM) (4.42)

de modo que 3E queda determinada por M. Para obtener efectivamente la excentrici-
dad en términos de M, notemos que asi como podemos escribir:

M? a
2 _ 2 _
EM® =M <2mr§ r0> (4.43)

de acuerdo con las condiciones iniciales (4.39) vale una relacién andloga para E'y M":

T2 2 N‘y2 a
EME=M <2mr§ - a) (4.44)
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Desarrollamos esta igualdad:

Vo o [ M?
E'M" =M2<2—°‘>
2mrg  ro

(M + 6M)? (M_ E)

2mr} ro

M2 M2 a N AM3 M + 6 M2 EM?2 + 4MEM3 + 8M*  2aM 6M + abM?
2mr  r 2mr} ro

4M3 EM + 6M28M? + 4MEM3 + SM* _ 2aM &M + aéM?

= EM? +

2mr} ro
26M2  26M3  &M*
— EM2 2
= EM® + ma (MZ 1 VE +2M4> (4.45)

donde hemos usado que r, = M*/ma. para agrupar y cancelar términos. Reemplazando
M? = mour, en la expresion de la energfa se obtiene:

2
Em? = - (4.46)
de modo que la nueva excentricidad e' = 0 estd dada por:
: 2E'M”
e = | 4 =—=
ma?
) 45M2 45M3  6M*
= 1=+ ot et
_ lemp [ ameme
Y ™M " amz (4.47)

La raiz es igual al médulo |1 + SM/(2M)|, y como [SM| < M, podemos escribir simplemente:

e.:2|zs;v\|(1+esm>

M M (4.48)

Por otra parte, el nuevo pardmetro puede escribirse en términos de r y la variacién del
impulso angular:
, (M + 6M)2
& ma
M2(1 + 8M/M )2
ma

m<1+T¥Y (4.49)
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Figura 4.5. Apartamientos de la 6rbita circular de
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Figura 4.6. El radio de la drbita circular r, es igual
al afelio (v, ) en la 6rbita perturbada con SM < 0.
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Figura 4.7. El radio de la 6rbita circular v, es igual al
perihelio (v, ) en la drbita perturbada con 3M > 0.
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De esta manera, al perturbar la trayectoria circular (de ra-
dio r)) de modo que las nuevas condiciones iniciales son
r=r,v =0y M' =M + 8M, tenemos una trayectoria carac-
terizada por nuevos valores del pardmetro y la excentricidad

que estdn dados por las expresiones (4.48) y (4.49).

Como las tnicas trayectorias posibles en un campo gravitato-
rio central son circunferencias, elipses, pardbolas o hipérbolas,
se puede demostrar que en el caso M' < M (es decir 6M < 0
y por lo tanto |[3M| = -0M) se tiene €' < 1 (véase el problema
al final de esta seccién), entonces r, es el radio miximo en
una trayectoria eliptica; en otras palabras, la distancia inicial al
centro corresponde al afelio de la nueva érbita. En efecto, para
e' < 1 la trayectoria es eliptica con un pardmetro p'y la distan-
cia mdxima al centro es:

Mmax = 1- e

(4.50)

Reemplazando p' = (M + 6M)?*/(ma) y ' de acuerdo con
la igualdad (4.48) tenemos:

(M + 8M)?2
ma (1 — 2[8M[/M (1 + 8M/(2M)))

M2(1 + SM/M )2
ma (1 +28M/M + &M2/M 2)
M2(1 + SM/M )2
ma (1 + SM/M )2
M 2
= ma (4.51)

max =

que es el valor original p del pardmetro, el cual para la 6rbita
circular coincide con r,. En la ecuacién anterior se tuvo en
cuenta que dM < 0 al sacar las barras del médulo.

De manera totalmente andloga se puede comprobar que
si M' > M, en tanto siga siendo e¢' < 1, la distancia ini-
cial r; es ahora el radio minimo en la trayectoria elipti-
ca que resulta de la perturbacién; en otras palabras: para
OM > 0, e' < 1, la distancia I, corresponde al perihelio de la
nueva 6rbita eliptica (véase las figuras 4.5, 4.6, 4.7).
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O Problema 7

En el texto se sefialé que cuando SM < 0 (|SM| < M) se tiene €' < 1. Proponemos verifi-
car dicha afirmacién reescribiendo de manera adecuada la relacién cuadritica que existe
entre la nueva excentricidad e' y la variacién 6M.

0 4.5.2 Caida a la superficie

A partir del andlisis general realizado es posible estudiar el ejemplo, de gran interés fisico,
de un cuerpo que, a partir de una 6rbita circular alrededor de otro, cae a la superficie del
mismo debido a una perturbacién que reduce su impulso angular (y, consistentemente,
también su energia). Como vimos, si la perturbacién reduce el impulso angular (M < 0)
sin introducir una velocidad radial inicial en el nuevo movimiento, la nueva trayectoria
es una elipse. Entonces, el cuerpo comienza a una distancia del centro:

Y (4.52)

y reduce la misma hasta, en principio, alcanzar el perihe-
lio cuando r alcanza el valor minimo:

Fin = —0

S Y (4.53)

Esto ltimo ocurre, claro estd, en tanto el valor de la dis-
tancia minima no sea menor que el radio R del cuerpo .
esférico alrededor del cual gira el cuerpo cuyo movimien- .

to estamos estudiando. En el caso en que resulta r <R, . .

entonces la trayectoria eliptica se interrumpe cuando R -7

r = R. Recordando que la ecuacién de la trayectoria es:

p

1
1+ e'coso bacion, o es el dngulo polar.

Figura 4.8. Caida de un cuerpo sobre un plane-
, ta al modificar su impulso angular. 0 es el dngulo
= — % (4.54) medido desde el punto donde se produce la pertur-

donde ¢ se mide desde la posicién del perihelio, entonces si queremos hallar el dngulo 0
barrido desde el afelio (la distancia mdxima) hasta llegar a la superficie debemos igualar
r = Renla (4.54), despejar o, y al resultado restar un dngulo =, igual al que se barre al ir
del perihelio al afelio (véase la figura 4.8).

Por lo tanto:

_ P-R\_
0 = arccos <e'R> m (4.55)
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Esta expresion da la solucién al problema de determinar la posicién de caida de un
cuerpo que se encontraba realizando una trayectoria circular a cierta distancia de otro de
radio R. Para poder utilizarla se requiere conocer las constantes ¢' y p' que caracterizan a
la elipse de la nueva trayectoria, y que estdn definidas por las ecuaciones (4.48) y (4.49).

Dichas ecuaciones dan e' y p' en términos de la distancia inicial y la variacién del impul-
so angular debida a la perturbacién de la 6rbita originalmente circular.

En el caso de un cuerpo que cae sobre un planeta cabe la siguiente aclaracién: el dngulo 0 (ver
figura 4.8) estd medido desde el punto donde se produce la perturbacién; no coincide, en ge-
neral, con el dngulo medido por un observador situado en la superficie del planeta sobre el cual
cae el cuerpo, debido a la rotacién del propio planeta alrededor del eje que pasa por sus polos.
El dngulo 0 sélo serfa aproximadamente igual al que mide un observador tal si el planeta tiene
una velocidad angular Q, mucho menor que la inicial del cuerpo. De no ser asi, el cdlculo se
complica un poco, excepto si el cuerpo que cae se encontraba inicialmente orbitando alrededor
del ecuador. En ese caso particular, para hallar el dngulo 6" medido por un observador sobre
el planeta hay que restar o sumar (segtin el planeta y el cuerpo giren en el mismo sentido o en
sentidos opuestos) al valor de 0 el dngulo Q At, donde At es el tiempo que tarda el cuerpo en
descender desde el radio inicial r, hasta el radio R correspondiente a la superficie:

0=0FQpAt (4.56)

Determinar el tiempo de caida requiere usar la férmula (2.54) que relaciona el intervalo
de tiempo con una variacién de la distancia, para el caso particular de U(r) = -a/r, e
integrando entre los dos radios:

= : dr
At= m/ZR/ \/E'+a/r

- M 2/2mr2 (4.57)

Notemos que, por supuesto, los resultados obtenidos hasta aqui y en lo que sigue son vélidos
en tanto se pueda despreciar cualquier otra fuerza que actie durante la caida. En el caso de un
cuerpo que cae sobre un planeta con atmdsfera, el efecto de frenado debido a la misma deberia
ser tomado también en cuenta; el cdlculo puede complicarse entonces considerablemente.

0 4.5.3 Escape al infinito

Si la 6rbita originalmente circular se perturba de modo tal que el impulso angular aumenta
(M > 0), es posible que la nueva trayectoria sea la de un movimiento ilimitado. De acuerdo con
la discusién general precedente, esto ocurre si la nueva excentricidad e’ resulta igual o mayor que
la unidad (si ' = 1 la trayectoria es una pardbola y si ¢' > 1 la trayectoria es una hipérbola). El
valor minimo de 8M tal que el movimiento es ilimitado se obtiene de igualar ¢' = 1, es decir:

6M< 5M>
1T=2— 1+

2M (4.58)
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De aqui resulta que:

SM=M(V2-1) (4.59)

De este modo, para una variacién del impulso angular dada por esta relacién con el valor
original (de la trayectoria no perturbada), la nueva trayectoria es una pardbola, mientras
que para valores mayores la nueva trayectoria es una hipérbola.

O Problema 8

Para un valor inicial v de la velocidad en una érbita circular, i) calculemos el incremento de
dicha velocidad tal que la nueva trayectoria sea una hipérbola con excentricidad e' > 1, e ii)
obtengamos el médulo de la velocidad del cuerpo cuando se encuentra muy lejos del centro.
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