8. La teoria de
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la relatividad general

0O 8.1. Bases de la teoria

Lo mds usual en las leyes fundamentales de la naturaleza es que la magnitud que deter-
mina la intensidad de una interaccién no este relacionada con la masa de los cuerpos
involucrados. Por ejemplo, en el electromagnetismo la intensidad de la fuerza eléctrica
sobre un cuerpo esta dada por el campo que acttia sobre el mismo y por su carga. Como
para una dada fuerza la aceleracién es inversamente proporcional a la masa, entonces
la aceleracién de un cuerpo cargado depende tanto de su carga como de su masa. Sélo
adquieren aceleraciones iguales, en un campo dado, cuerpos cuya relacién carga/masa es
la misma. En contraste con los campos electromagnéticos, el campo gravitatorio tiene
una propiedad notable: la aceleracién que adquiere un cuerpo como consecuencia de la
accién del campo gravitatorio no depende de su masa, composicién, tamano o estado
fisico. Este hecho puede expresarse a su vez de la siguiente manera: en primer lugar, de
acuerdo con la ley de Newton se tiene que

F = mia (8.1)

donde m, es la masa inercial del cuerpo; la masa inercial, por lo tanto, determina el valor
de la aceleracién que adquiere el cuerpo para una dada intensidad de la fuerza neta aplica-
da. A su vez si la aceleracién es causada por el campo gravitatorio, la fuerza estd dada por

F = mg x intensidad del campo gravitatorio (8.2)

donde m, es la masa gravitatoria del cuerpo; esto es, dicha masa determina la intensidad
de la interaccién gravitatoria. De este modo se deduce que:

mg . . o
= — tensidad del tat
a m, X Intensida €l campo gravitatorio (83)

y como sabemos que la aceleraciéon es independiente de la naturaleza y composicién
de los cuerpos, se concluye que el cociente entre masa gravitatoria y masa inercial debe
ser igual para cualquier cuerpo. A su vez, con una eleccién apropiada de unidades, este
cociente se puede hacer igual a la unidad. De esta manera podemos concluir que la masa
gravitatoria de un cuerpo es igual a su masa inercial. Una manera intuitiva de entender
esta propiedad es pensar que la misma cualidad de un cuerpo se manifiesta, de acuerdo
con las circunstancias, como medida de su inercia o como medida de su peso.
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En 1890 E6tvOs propuso un experimento para probar la igualdad entre la masa gravitatoria
y la masa inercial. El principio en que se basa el experimento se puede visualizar de la manera
siguiente: una masa que se encuentra sobre la superficie de la Tierra va a estar sujeta, para un
observador en un sistema no inercial que gira con el planeta, a dos fuerzas: la gravitatoria,
dirigida hacia el centro de la Tierra, y la centrifuga, dirigida hacia afuera respecto del eje de ro-
tacién. E6tvos utilizé una balanza de torsién en equilibrio respecto del observador y orientada
de Este a Oeste. Cualquier pequenia diferencia en la proporcionalidad entre las fuerzas gravita-
toria e inercial se traducirfa en una rotacién de la balanza. Es decir, como la razén de las fuerzas
depende de la razén de las masa gravitatoria m, a masa inercial m,, la aparicién de una rotacién
implicarfa que m, no serfa igual a m.. E6tv0s demostré que, hasta una parte en mil millones
y para todos los materiales usados, se cumplia que m, = m.. Posteriormente, varios cientificos
(Dicke, Roll, Krotkov, Braginksy, Panov, Keiser, Faller Alderberg y Heckel) modificaron el
experimento original de E6tv0s, utilizando aparatos y técnicas de medicién muy refinados.
Entre 1964 y 1992 el experimento fue realizado nuevamente utilizando masas de distintos
materiales. En todos los casos se utilizé la aceleracién de caida de dos cuerpos hacia el Sol,
y se obtuvo el mismo resultado que el experimento inicial pero con una precisién de una
parte en un billén.

La independencia de la aceleracién de un cuerpo respecto de su masa conduce, como vi-
mos, al principio de equivalencia. Las consecuencias que se desprenden de dicho principio
son notables, y llevan a una reformulacién completa de la manera de entender la gravedad.
Una forma posible en que pueden seguirse los pasos que conducen a la teorfa moderna del
campo gravitatorio es la siguiente:

1. La igualdad de aceleraciones, independientemente de las masas de los cuerpos, per-
mite establecer la equivalencia entre campos gravitatorios y sistemas de referencia
acelerados (es decir no inerciales).

2. Como se ve, por ejemplo, en el caso del disco rotante, la geometria en un sistema de
referencia no inercial no es euclidea. Las relaciones entre distancias no son las de la
geometria de Euclides, sino que son como las existentes sobre superficies curvas.

3. Por lo tanto, la equivalencia entre sistemas no inerciales y campos gravitatorios implica
que la gravedad debe entenderse como una forma de curvatura.

En el nuevo marco conceptual que surge de estas ideas bésicas -la teoria de la relatividad
general- la gravedad ya no se entiende como una fuerza. La cuerpos ya no actiian sobre los
otros, sino que modifican la geometria del espacio, la cual deja de ser euclidea. Las trayec-
torias de los otros cuerpos son las de cuerpos moviéndose libremente en un espacio cuya
geometria no es plana sino curva. Por otra parte, en este marco conceptual no es vilido el
principio de superposicién utilizado en la subseccién 8.3 del capitulo 3 para el cdlculo del
campo gravitatorio.

No iremos mis alld en el desarrollo de estas nociones bdsicas; en cambio, mostraremos a

continuacién algunas consecuencias directas del principio de equivalencia que permitirin
precisar un poco lo que queremos decir con "curvatura'".
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O 8.2. Consecuencias del principio de equivalencia

8.2.1 Deflexién de la luz en un campo gravitatorio

Supongamos un ascensor que se mueve con aceleracién constante A en la direccién que
llamaremos vertical, y de sentido "hacia arriba". Definamos un sistema inercial K respecto
del cual se mide la aceleracién del ascensor, y otro sistema inercial K, que instantdneamente
acompana al ascensor cuando su velocidad es V,. Sean x, x, los ejes verticales de ambos sis-
temas, y sean y, y, los ejes horizontales de los mismos. Supongamos que cuando la velocidad
del ascensor es V desde el exterior se apunta horizontalmente un haz de luz hacia un orificio

realizado en una de sus paredes laterales (ver figura 8.1).

X Si aplicamos las férmulas (6.17) de transformacién de las

componentes de la velocidad, tenemos que la velocidad
y del haz medida desde el sistema K| tiene componentes

el eeennee .
— _ VO
Vix = —Vo, Viy = CH‘I - C—Z (84)

<, B Esta claro entonces que el valor del dngulo del haz respecto

Figura 8.1. Rayo de luz que atraviesa el ascensor .

de la horizontal, medido en el sistema K, estd dado por
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B; = arcsen (%) (8.5)

Este dngulo define la direccion con que el haz ingresa al ascensor. Veamos ahora la direccién
en que se propaga el haz cuando alcanza la pared opuesta. Para eso basta observar que, en el
breve intervalo de tiempo que le lleva al haz alcanzar la pared, el ascensor ha incrementado su
velocidad en una cantidad dV. Este incremento de la velocidad se obtiene de multiplicar la
aceleracién A por un tiempo aproximadamente igual* a L/c, donde L es la separacion entre
las paredes: dV = AL/c. Consideremos entonces un tercer sistema inercial K, que, precisa-
mente cuando el haz alcanza la segunda pared, se traslada con la velocidad V + dV que tiene
el ascensor en ese instante. Las componentes de la velocidad de la luz en el sistema K, son

Vo + dV)?2
Vox = _(VO ar dV), V2y =cy/1- % (86)
y por lo tanto ahora el valor del dngulo que la direccién de propagacién del haz forma
con la horizontal es igual a

* Estamos suponiendo que la desviacion es en todo momento pequefia, de modo que el tiempo de viaje de pared a pared puede calcu-
larse usando ¢ en lugar de la componente v, observemos que esto dejarfa de ser valido si V, no fuera mucho menor que c.
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B, = arcsen (M) 8.7)
Estd claro que estos dos dngulos son diferentes, y que la diferencia se debe a la aceleracién del
ascensor (en efecto, si es A = 0 también es dV = 0). En particular, como los dngulos pueden
suponerse pequeios si V, << ¢, entonces B, = V /cy B, = (V, + dV)/c, de modo que la dife-
rencia estd dada por

AB ~dV/c = Al/c 2 (8.8)

En general, la direccién de propagacion del haz va cambiando respecto de sucesivos ejes
perpendiculares a la aceleracién del ascensor y fijos a sistemas de referencia que acompafian
instantdneamente al mismo. En otras palabras, la trayectoria del haz de luz, respecto del
ascensor, debe ser una curva. Esto es esperable, pues un sistema de referencia fijo al ascensor
estd acelerado, y lo que ocurre no es mds que lo usual cuando la descripcién de una trayecto-
ria "'recta’’ se traduce a un sistema acelerado.

Supongamos ahora que se quiere llevar hasta las tltimas consecuencias la equivalencia entre
sistemas no inerciales y campos gravitatorios. Entonces si el ascensor no estd acelerado, de
modo que un sistema de referencia fijo al ascensor es inercial, pero se encuentra inmerso en
un campo gravitatorio uniforme y constante de valor g = A, vertical y de sentido"hacia abajo",
debemos esperar que la trayectoria del haz de luz no sea una recta sino una curva; la desviacién
al atravesar el ascensor de ancho L en el campo gravitatorio de valor g debe ser igual a

AR~ gl/c? (8.9)

Nuestra conclusién tiene que ser, entonces, que un haz de luz se desvia bajo la accién de un
campo gravitatorio. Esto es: la gravedad no solamente acttia sobre los cuerpos masivos, sino
que también afecta a la propagacién de la luz.

La deflexién de la luz en un campo gravitatorio es una de las predicciones mds importantes
de la teoria general de la relatividad. Estd claro que una prediccién tal no puede desprenderse
de la forma newtoniana de entender la gravedad como una fuerza entre cuerpos con masa;
en cambio, en el marco en que se entiende la gravedad como una curvatura del espacio,
resulta una extensién muy natural de la desviacién de la trayectoria de un cuerpo debida a la
presencia de otro cuerpo masivo. Para un rayo de luz que pasa cerca de un cuerpo esférico de
masa m' de modo tal que su médximo acercamiento se produce cuando alcanza una distancia
R asu centro, la teorfa de la Relatividad General predice que la trayectoria estd contenida en
un plano y que la relacién entre el dngulo ¢ y la distancia al centro r se obtiene a partir de la
siguiente relacién entre variaciones infinitesimales **:

do = dr
r2/1/R3 = 1/r 2+ ro/r3 (8.10)

“0Aqui admitiremos este resultado sin demostrarlo.
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Figura 8.2. Desviacion de un rayo de luz al pasar

por un planeta o una estrella.

donde I, = 2Gm'/c*. En particular, si se trabaja bajo la
hipétesis de un campo gravitatorio débil (como es el caso,
por ejemplo, del Sol y los planetas de nuestros sistema)
y se comparan las direcciones "entrante” y "saliente" (es
decir muy lejos del centro), la prediccién de la teoria es
una desviacién total dada por la formula (ver figura 8.2)

4Gm'
Ap= ———
2R, (8 1 1)
En el caso de un rayo que pasa justo por la superficie del
Sol, el cdlculo da Ag = 1, 75". Pocos afos después de que

Einstein diera a conocer su teoria relativista de la gravedad, las observaciones astronémi-
cas realizadas en 1919 por el grupo de investigadores liderado por Eddington confirma-
ron, por primera vez, esta prediccién de la teoria.

8.2.2 Corrimiento al I0jo en un campo gravitatorio

DETECTOR DETECTOR

—
—
—

—_

—_—

FUENTE FUENTE

V=V, v=vg +At

Figura 8.3. Diferencias en las frecuencias medidas

en la fuente y el detector.
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Volvamos a la situacion del ascensor con aceleracién A, y
consideremos el siguiente experimento: una fuente situada
en el piso del ascensor emite luz con una frecuencia [ y
la luz se recibe en el techo, donde se vuelve a medir la fre-
cuencia. La distancia entre el piso y el techo es z. Respecto
de un sistema externo inercial, en el tiempo dt que la senal
tarda en ir del piso al techo la velocidad del ascensor se
incrementa en una cantidad dV = Adt. Dicho incremento
de velocidad puede suponerse pequefio comparado con ¢, a
menos que la aceleracion A o las dimensiones del ascensor
sean extremadamente grandes. Por lo tanto es una aproxi-
macién razonable considerar que cdt = z, de modo que
dt = z/c y entonces dV = Az/c. Observemos ahora que, de-
bido al movimiento acelerado del ascensor, la velocidad re-
lativa entre la fuente luminosa y un observador que mida la
frecuencia de la luz recibida en el techo no es cero, sino que

es dV . Por lo tanto la frecuencia [] ) medida por dicho observador difiere de la frecuencia

' de la fuente, y su relacién estd dada por la férmula (6.38) con [ = dV = Az=c:

c— Az/c
c+ Az/c

1- Az/c?
1+ Az/c?

(8.12)
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Oo = U (1 B %) (8.13)

En el dltimo paso hemos tenido en cuenta que dV = Az/c es pequefio en comparacion
con ¢, de modo que Az/c* << 1; esto nos permite usar que para € << 1 se puede aproxi-
mar (1 + €)' = 1 - &. Como vemos, el resultado expresa que la frecuencia medida por el
observador es menor, de modo que la luz aparece corrida al rojo" (efecto Doppler para
fuente y observador que se alejan; ver figura 8.3).

Consideremos ahora la situacién en la cual el ascensor no estd acelerado (un sistema de refe-
rencia fijo al mismo es inercial) pero, en cambio, se encuentra en un campo gravitatorio de
valor g = A, vertical y de sentido "hacia abajo". Si se quiere sostener la equivalencia entre un
sistema no inercial y un campo gravitatorio entonces es necesario admitir la existencia de un
corrimiento al rojo dado por:

Vg ~0; (1 - %f) (8.14)

de manera que un campo gravitatorio produce un corrimiento de la frecuencia. Si se toma
en cuenta que la frecuencia es la inversa del periodo, entonces hay que concluir que en un
campo gravitatorio los intervalos de tiempo medidos en diferentes alturas (en general, en
diferentes posiciones que impliquen diferentes valores del potencial gravitatorio) son dife-
rentes. En efecto, recordando que gz es el potencial gravitatorio @ a una altura z (tomando
como cero la altura z = 0) y utilizando de nuevo que (1 - € )" = 1 + &, se desprende que los
intervalos de tiempo medidos a una altura nula (potencial cero) y a una altura z (potencial
D (z) = gz) estdn relacionados por:

1(2) ~1(0) (1 + G’c(f)) (8.15)

(observemos que, para trabajar dentro del mismo grado de aproximacion, si al principio su-
pusimos dV = Az /c << ¢, ahora debemos suponer que gz = P(z) << ?). Asi, si se tienen dos
relojes separados por una altura z en un campo gravitatorio uniforme (vertical y de sentido
"hacia abajo"), el reloj situado mds arriba adelanta respecto del situado mds abajo. En otras
palabras, la escala temporal se ve modificada por la presencia de materia. En tanto se pueda
seguir trabajando bajo las mismas aproximaciones, el resultado se puede extender al potencial
®(r) asociado con un campo central. En ese caso es usual tomar el cero del potencial en el in-
finito, y por lo tanto el potencial se puede expresar como ®(r) = -Gm'/r. Para esta eleccidn del
cero del potencial es natural expresar el intervalo temporal transcurrido en un punto donde la
coordenada radial toma el valor r en funcién del intervalo temporal respectivo a una distancia
infinita (donde ya se estableci6 previamente que el potencial es nulo). Asi, se tiene

T(r) ~ (o) (1 = GZ”)
cor

(8.16)

Como el potencial es negativo y su valor absoluto aumenta al disminuir 1, entonces un reloj
ubicado mads cerca del centro del campo marcha mds lentamente que uno mads alejado del
centro. Esta prediccion de la teorfa fue confirmada, por primera vez, en el experimento de
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Pound y Rebka de 1960, en el cual se midié el corrimiento de frecuencia en el campo gravi-
tatorio de la Tierra.

8.2.3 Distancias en un campo gravitatorio

Sigamos con los experimentos pensados en el ascensor con aceleracién constante. Imagine-
mos que a un lado del ascensor que sube con aceleracién constante A, se traslada con veloci-
dad constante V', en forma paralela, una barra de cierta longitud propia I. Desde el ascensor
la barra se mide sucesivamente dos veces con una regla que tiene la misma longitud propia

que la barra (ver figura 8.4):

* La primera medicién se realiza con la regla a la altura del techo, cuando la velocidad del
ascensor es V, de modo que la velocidad relativa de la barra respecto del ascensor es cero.

* La segunda medicién se realiza con la regla situada a la altura del piso, de modo que pasa
frente a la barra después de que el ascensor se ha desplazado una distancia z, y por lo tanto

ha alcanzado una velocidad igual a V' = VV? + 2Az 4"

2 Esto significa que en la segunda medicién la velocidad

V sccensor = (Vf)arra +2Az) relativa es no nula, y su cuadrado es 2Az. ;Cémo se rela-
cionan las longitudes medidas en el sistema del ascensor
(no inercial) con respectivas longitudes medidas en el sis-
tema en reposo respecto de la barra? Recordemos que en
ascensor = Y barra la seccién 1.3 del capitulo 6, se da una expresién para las
longitudes medidas desde distintos sistema inerciales. ;Se

I I | I podrdn aplicar dichas expresiones? Veremos que si pero
hay que hacerlo con cuidado. Supongamos ahora que en
el momento de realizar la segunda medicién nos subimos
a un sistema inercial cuya velocidad respecto de la barra es
\V2Az. La velocidad de este sistema coincide en ese instan-

Vv

te con la del sistema no inercial. Entonces podemos decir
Figura 8.4. Medida de la longitud de la barra desde que la longitud de la regla I, medida en el sistema de la

. . R
el sistema del ascensor, en todos los casos, nos situamos barra estd relacionada con su longitud propia (ver seccién

en ¢l sistema donde la barra se encuentra en reposo. 1.3 del capitulo 6) de la siguiente manera:

2Az
l=ly1- "% (8.17)

Como en el instante de la medicion la velocidad relativa de ambos sistemas (el sistema iner-
cial con velocidad VV + 2Azy el no inercial) respecto del sistema donde la barra se encuentra

en reposo es la misma, se puede extender el resultado para el sistema no inercial. Por lo tanto,

#'Para llegar a la expresion indicada para V' =2+ 2Az se utiliza una combinacién de las ecuaciones de movimiento para un movimiento uni-
formemente acelerado : V' =V + Aty x=Vt+A t’[en este caso el movimiento se realiza en la coordenada z y no en la coordenada x).
2
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en el sistema no inercial, la regla se contrae * un factor V1 - ZC# . Entonces, cuando se mide
la longitud de la barra con dicha regla en el sistema no inercial, se encontrard que ésta es mds
larga que en el sistema inercial, de acuerdo con la siguiente relacién:

2Az
1_ CT

(8.18)

donde ' es la longitud de la barra medida desde el sistema no
inercial. De esta manera, en el sistema no inercial, las longi-
tudes medidas a una altura z respecto del piso del ascensor
(I) son menores que las distancias medidas sobre el piso del
ascensor (I') (ver figura 8.5). Si dl(z) es una pequena longitud
medida a la altura z y dI(0) es una longitud pequefia medida
a la altura del piso, se tiene que:

di(z) = dl(0)

~ di(0) (1 - é-f)

1— 2Az/c?

(8.19)

Figura 8.5. En ¢l sistema no inercial, la primera
medicion se realiza a una distancia z del piso del
ascensor y la segunda medicion se realiza sobre el
piso del ascensor.

En el dltdmo paso tuvimos en cuenta que seguimos dentro del margen de validez de las

aproximaciones de los pdrrafos anteriores, de modo que Az/c? << 1.

Ahora veamos las consecuencias del principio de equivalencia: si el sistema acelerado fijo al
ascensor equivale a un sistema inercial en un campo gravitatorio de valor g = A, entonces
debemos aceptar que la relacién entre las longitudes en un campo gravitatorio uniforme y

constante es

(8.20)

en tanto se cumpla que gz << ¢*. Observemos que las distancias medidas en forma horizontal, en
cambio, no deben verse modificadas, ya que estdn en correspondencia con longitudes perpendi-
culares a la velocidad relativa en el caso del ascensor. Dado que gz es el potencial gravitatorio @
a un altura z correspondiente a elegir el cero del mismo a la altura nula, podriamos escribir

dl(z) ~ dI(0) (1 - ‘D(Z))

c2

(8.21)

Tal como hicimos en el parrafo precedente, si podemos suponer que las aproximaciones realizadas
siguen siendo validas, se puede extender el razonamiento al caso del potencial ®(r) = -Gm'/r de un
campo central. La analogfa conduce entonces a dl(r) = dl(eo) (1 - ®(r)/c*), que relaciona la distan-
cia radial medida a un radio r donde el potencial es ® (r), con la distancia medida a una distancia
muy grande del centro, donde el potencial se anula. Como @ es negativo y tiende a cero cuando
r tiende a infinito, entonces las distancias radiales medidas mds cerca del centro son mayores que
las medidas mds lejos del mismo. Las longitudes medidas en forma perpendicular a la direccion

“2 No vale aqui argumentar que en ambos sistemas (uno fijo a la barra y otro fijo al ascensor) debe medirse que la otra longitud es la que

aparece mas corta, pues ambos sistemas no son equivalentes: uno es inercial, y el otro no.

La teoria de la relatividad general

109 —



110

radial, claro estd, no se modifican, dado que en una direccién tal el potencial gravitatorio no varfa.

Precisemos un poco el significado geométrico de esta afirmacion: para empezar, notemos que la
coordenada radial r se define de manera natural como la longitud de una circunferencia centrada en
el origen, dividida por 27. Por lo tanto, en ausencia de campo gravitatorio r serfa la distancia desde
el centro hasta la circunferencia, y dr serfa un pequefio incremento de dicha distancia. Esto implica
que cuando el campo gravitatorio es no nulo, dr coincide con lo que habfamos llamado dI (o), de

modo que en un campo central
G 1
di(r) ~ dr (1 + T'“)
cr

Esta expresion es vélida en tanto se cumpla que Gm' << ¢*r. Las distancias radiales finitas
entre dos radios dados se obtienen integrando esta ecuacién. Comparemos dos distancias fi-
nitas correspondientes a dos diferencias iguales de la coordenada radial, esto es, calculemos las
diferencias Al para r,-1r, =Aryr, -t =Ar suponiendo r S>>0 >0 el cilculo * nos da:

(8.22)

3

12

7 Gm' Gm' 1, Gm' 1,
A|12 ./dr<1+czr)=r2_r1+c2|nr1=Ar+ 2 |nﬁ (823)

M

2

i Gm' Gm' r4 Gm'  r4
A|34_~/dr(1+c2r>=r4—r3+ ?InE=Ar+ po Ina (824)

rs
Vemos que como los cocientes r, /r, y 1, /t, son diferentes, las distancias Al también lo son,
a pesar de corresponder a diferencias iguales de la coordenada radial r (ver figura 8.6). En
particular, para la relacién r, > r, >I,>I,[,-[,=T,-1 =rsctiene que In(r,/r)) > In(r, /1) y
por lo tanto Al , > Al, . En cualquier caso, para cualquier r finito se tiene que Al > Ar.

0 8.3. Desplazamiento del perihelio

La teorfa cldsica de la gravedad, construida de modo de ser coherente con las observaciones astro-
némicas disponibles en tiempos de Newton, predice cuatro tipos de trayectorias posibles en un
campo gravitatorio central: circunferencias, elipses, pardbolas e hipérbolas. De esta manera, los
movimientos finitos en un campo tal tienen asociadas trayectorias que son curvas cerradas. El ca-
récter cerrado de las trayectorias ligadas no es, sin embargo, una propiedad general de los campos
centrales, sino solamente de algunos de ellos, entre los cuales se encuentra el campo gravitatorio
asociado con una energfa potencial inversamente proporcional a la distancia al centro. La teorfa
de Einstein de la gravedad -la relatividad general- no fue construida para explicar ningin dato ex-
perimental en particular, pero entre sus muchas predicciones se encuentra la de un desplazamien-
to del perihelio de la trayectoria de un cuerpo en movimiento en un campo gravitatorio central.
Como acabamos de ver, las escalas temporales y espaciales se ven afectadas por la presencia de un
cuerpo; tal prediccién se desprende, justamente, de cémo la geometria espacio-temporal asociada

#Utilizamos que la integral de 1/x es In x.
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a un cuerpo esféricamente simétrico determina la trayectoria
de otro cuerpo moviéndose alrededor del primero. A conti- r,
nuacién estudiaremos en detalle el cardcter cerrado o abierto | [ttt A LT
de las trayectorias, las consecuencias de introducir una correc-
cién al campo gravitatorio newtoniano, y el caso particular del
desplazamiento del perihelio del planeta Mercurio.

8.3.1 Trayectorias abiertas y

cerradas en un campo central

Como hemos visto, como consecuencia de la conservacién

. .. das en la direccion radial.
del impulso angular el movimiento de un cuerpo en un

Figura 8.6. Modificacién de las longitudes medi-

campo central se encuentra contenido en un plano; de esta
manera, la posicién del cuerpo queda determinada por solamente dos coordenadas. Traba-
jando entonces en las coordenadas polares ¢ y 1, a partir de los teoremas de conservacién de
la energfa y del impulso angular hemos demostrado que la relacién entre una variacién del
dngulo ¢ y una variacién de la distancia r al centro esta dada por:

3 M dr
r2\/2m(E —U(r) - M2/r2 (8.25)

do

donde m es la masa del cuerpo, E es la energia y M el valor de su impulso angular.

Si la coordenada radial tiene dos limites r .y r__ (tal como ocurre para la energfa potencial
U(r) = -o/r cuando a > 0 y E < 0), el movimiento es finito y la trayectoria se encuentra
contenida en una corona circular de radios interior y exteriorr__yr_ . En el tiempo en que
el cuerpo va de la distancia minima a la distancia méxima y de nuevo alcanza la minima, el
vector posicién barre un dngulo que se obtiene de integrar la expresién anterior entre los
radios correspondientes y multiplicar por 2; de este modo:

'max

M dr
r2/2m(E - U(r)) - M2/r2 (8.26)

Ao-=

I'min

La trayectoria es una curva cerrada solamente si después de un cierto numero n, de idas y
vueltasentrer  yr_, el cuerpo ha realizado n, vueltas completas. Esto es equivalente

a decir que la relaciéon Ae/27 es un cociente de enteros:
A/ 2m = nqi/n, (8.27)
En general, esta condicién no se cumple para un campo central cualquiera; solo se verifica

para dos tipos de potenciales: U(r) = -ou/r (asociado al problema de Kepler del movimiento
planetario) y U(r) = kr?* (que corresponde a un oscilador espacial).
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8.3.2 El movimiento real de los planetas

Para un cuerpo sujeto a la accién de un campo gravitatorio asociado a una energia poten-
cial U = -a/r ya hemos probado que la relacién entre la distancia al centro y el dngulo esta

dada por la expresién
_ p
' T+ ecoso (8.28)

donde p = M?*/(m) y e = V1 + 2EM?/(mo?). Para E > 0 vimos que r no tiene un limite
superior, de modo que el movimiento no estd limitado a una regién finita del espacio.
Pero para E < 0 demostramos que las trayectorias posibles son elipses o circunferencias, de
manera que para los movimientos ligados bajo la accién de una fuerza gravitatoria central
ya estd probado que las trayectorias son curvas cerradas.

Ahora bien: todos los planetas del sistema solar muestran un desplazamiento o corrimiento
del perihelio, esto es, al ir de la distancia minima al Sol (perihelio) a la mdxima (afelio) y vol-
ver a la minima, el dngulo que barren no es exactamente igual a 2. Pero, en general, dicho
corrimiento es muy pequefio y se explica en el marco de la teorfa de Newton (dentro del
margen del error con que se realizan las mediciones astronémicas correspondientes) por el
hecho de que cada planeta no estd bajo la accién de solamente un campo central (el del Sol),
sino que ademds se encuentra sometido a las fuerzas gravitatorias de los demds planetas.

En el caso de Mercurio (el planeta mas préximo al Sol), sin embargo, tomar en cuenta esta
correccién no condujo a una explicacién satisfactoria de lo observado: dentro de la teoria
de Newton, adn teniendo en cuenta las fuerzas de los demds planetas, queda sin explicar
un corrimiento acumulado de unos (43 + 0,4)" (poco menos de un minuto de grado
sexagesimal) por siglo; este corrimiento adicional del perihelio constituye una contrasta-
cién negativa de la teorfa newtoniana de la gravedad, y su explicacién fue durante mucho
tiempo un problema abierto de la fisica.

8.3.3 Introduccién de una correccién al campo newtoniano

Si a la energfa potencial U(r) = -at/r (a0 > 0) se agrega una correccién “ 8U(r) que no sea de
la forma 1/1, la trayectoria de un cuerpo en un movimiento ligado deja de ser cerrada, y en
cada vuelta el perihelio o el afelio de la érbita se desplaza un dngulo Ae.

Para obtener este dngulo en el caso genérico de un correccién central pequefa, partimos

de la integral (8.26) donde sustituimos U(r) = — % + oU(r):

'max

Aoe 2 M dr

vz 2m(E + a/r = 8U(r) - M/r 2 (8.29)

A una correccion a la energia se la suele llamar también perturbacion.
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y suponemos que U es mucho menor que la energfa potencial newtoniana: 6U << o/r;
esta hip6tesis es correcta, evidentemente, en el caso del movimiento planetario, y nos per-
mitird simplificar considerablemente los cdlculos. Para comenzar, reescribimos la inversa
de la raiz que aparece en la expresion (8.29):

-1/2

<\/2m(E +alr—8U(r) — M2/r 2>_1 = (2m(E + /1) - 2m8U(r) - M /¢ ?)

2mé&U (r) 2
E+a/r)— M2/r2 (830)

= (2m(E +a/r) - Mz/r2>_”2 (1- »

y en el segundo paréntesis aprovechamos que la perturbacién es pequena para usar la
aproximacién (1 - € )" = 1 + &/2, valida para |g| << 1; de este modo:

(Vam (€ + a/r = 80(r) - M2/ 2>_1 ~

E+a/r)— M2/r2
2 & mdu(r) (2m(E + a/r) - M7 ?)

~ <2m(E +alr) - Mz/rz)*1/2 (1 . — moU (r) )

1/ -3/2

(8.31)

12

<2m(E +a/r) = M?%r 2)_

Reemplazando ahora esta expresion en la férmula (8.29) tenemos

I max

Mdr o Mm 8U(r) dr
+ 2 5
4 rz\/Zm(E +a/r)— M?2/r? Jor2 (\/Zm(E +alr)— M2r 2) (8.32)

A ~ 2

El primer término del segundo miembro no es més que la cantidad Ag para el caso de la
energfa potencial newtoniana, de modo que es igual al dngulo 27 barrido en una ida y
vuelta en el caso no perturbado (es decir con 83U = 0):

I max

Ag ~2m+2 Mm SU(r) dr

P (\/Zm(E +a/r)— M2/ 2)3

(8.33)

El desplazamiento 8¢ debido a la perturbacién estd dado entonces por el segundo término
de esta expresién. Para hacer més sencillas las cuentas es conveniente reescribir la integral
como una derivada respecto del valor del impulso angular. De esta manera *:

9 e 2m8U (r) dr
om V/2m (E + a/r) = M2/r2 (8.34)

' min

So ~

% Recordando que dix (x*) = -x™/2 y usando la regla de la cadena, es sencillo verificar que
%‘ (2m (E + ou/r) - M2/r3)% = Mr2 (2m (E + au/r) - M%/r?) *

La teoria de la relatividad general

113 —



114

La integral se puede ahora escribir de una forma mucho mds simple recordando que, para
el movimiento no perturbado, la relacién entre una variacién de la distancia al centro y una
variacién del dngulo estd dada por

do = Mdr
r2/2m(E + a/r) - M2/r2 (8.35)
de donde 2 a M2

Por lo tanto, reemplazando esta expresion para dr en la ecuacién (8.34), y observando
que (para el movimiento no perturbado) cuandorvader  ar_ el dnguloevadeOa
7, el desplazamiento d¢ resulta estar dado por

MZrZGU(r)dQJ) (8.37)

Esta férmula permite calcular el corrimiento del perihelio para una perturbacién aso-
ciada a un campo central cualquiera, mientras dicha perturbacién se pueda suponer
pequena en comparacién con la energfa potencial newtoniana.

8.3.4 Casos particulares

Consideraremos dos tipos de perturbacién al potencial newtoniano: en primer lugar analiza-
remos una correccién del tipo U = B/r* (correspondiente a una fuerza adicional inversamente
proporcional al cubo de la distancia al centro), la cual se puede resolver de manera muy sen-
cilla. En segundo lugar estudiaremos el caso de una perturbacién 6U = y/r® (asociada a una
correccién proporcional a 1/r* en la fuerza), la cual resulta de gran interés fisico.

1. Al reemplazar 6U = B/r? en la férmula (8.37) desaparece la dependencia con r dentro
de la integral, la cual resulta trivialmente igual a nf. Al derivar 1/M respecto de M se
obtiene -1/M?, y por lo tanto el resultado es simplemente:

2B m
T

8o~ (8.38)

De esta manera, para una correccion de tipo atractivo (B < 0) el desplazamiento es "hacia
adelante'', mientras que para una correccién repulsiva (8 > 0) el desplazamiento consiste en
un "retardo"'; notemos que, en principio, la perturbacién se harfa menos apreciable cuanto
mayor fuera M, pero esto no serfa necesariamente asi si § dependiera del impulso angular.

Como el desplazamiento angular ¢ es una magnitud adimensional, entonces las dimen-
siones de B deben ser iguales a las del cuadrado del impulso angular, divididas por las de
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la masa; por lo tanto “:

[B] = IMJ*/[m] = [m]*[v]*[t]*/[m] = [m][r]*=[t]*.

0.5

2. Al sustituir 8U = y/r? en la férmula (8.37) se obtiene

Maﬁ(iﬂ/fd@) (8.39)

-1

y si utilizamos la relacién existente entre r y @ para el caso

no perturbado, es decir p/r = 1 + e cos @, tenemos Figura 8.7,

50~ aMi(lego/n(] + ecosa)da) (8.40)

Como la integral del coseno de un dngulo entre 0 y m es nula (véase la figura 8.7),
queda simplemente

5o g () (8.41)

(notemos que el desplazamiento resulta ser independiente de la excentricidad e). Si re-
cordamos que el pardmetro se escribe en términos del valor del impulso angular como

p = M*/(ma), entonces:
50~ o (2nqym2>

oM M3 (8.42)
y al calcular la derivada respecto de M finalmente obtenemos:
50 — 6maym?
T M (8.43)

Como a > 0 (pues oo = Gmm' donde m' es la masa del cuerpo en el centro del campo; en
general suponemos m << m' de modo que el cuerpo de masa m' puede suponerse en repo-
so) entonces el signo de y determina que el desplazamiento sea "hacia adelante” o "hacia
atrds' respecto del movimiento en un campo puramente newtoniano.

Andlogamente a lo mostrado en el caso anterior, las dimensiones de la constante y pueden dedu-
cirse ¥/ del cardcter adimensional del desplazamiento do. El resultado es que [y] = [m][r]*/[¢]*

Observemos que, en principio, para constantes 3 y y cualesquiera, el movimiento de un
cuerpo en un campo gravitatorio podria pasar a depender de su masa. Para mantener
la independencia con la masa, tal como se da en el marco de la teoria newtoniana de la
gravedad, las correcciones a la energfa potencial deberian ser proporcionales a la masa, es

“Recordemos que usamos la notacién [X] para las unidades de una magnitud X.
“’Por cierto, las dimensiones también pueden inferirse observando que 3U debe tener unidades de energfa.
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decir, en los dos casos considerados deberfamos tener f o< m y y o< m. Naturalmente, de
ser asf los desplazamientos angulares no dependen de m: para 8U = B/r* la masa m en el
coeficiente conduce a la aparicién de m?* en el numerador, que se cancela con el cuadrado
de la masa que aparece en el denominador como resultado de elevar al cuadrado el impulso
angular (recordemos que M = mr*(Q2); en forma similar, para 8U = y/r’ la masa en el coefi-
ciente conduce, junto con la masa de o = Gmm, a la aparicién de m* en el numerador,
que se cancela con la potencia cuarta de m que resulta de M*.

8.3.5 La prediccién de la teoria de Einstein

Para el movimiento de un planeta en el campo gravitatorio del Sol, la modificacién que intro-
duce la teoria de Einstein de la gravitacién -la relatividad general- conduce solamente a una
correccion pequena respecto de la teorfa de Newton, dado que el campo del Sol es débil y los
planetas tienen velocidades mucho menores que la de la luz. En el marco de la teorfa clésica
la relacién entre el dngulo y la distancia al centro se obtiene, como ya hemos visto, de

_ M dr
rz\/zm(E + a/r) — M2/r2 (8.44)

do

donde E=E =mv /2 + U y o= Gmm'. En la relatividad general, a pesar de la forma
conceptualmente distinta en que se entiende la gravedad, de todos modos se preserva
la existencia de magnitudes conservadas, como el impulso angular y la energfa (si bien
introduciendo algunas redefiniciones tales que, cuando se consideran velocidades bajas y
campos gravitatorios débiles, permiten recuperar las expresiones cldsicas). En particular,
el movimiento de un cuerpo de masa m en un campo central sigue estando contenido
en un plano, y la trayectoria se obtiene de la relacién

M dr

dg =
rz\/zm (I:f +a/r+y/r3)— M 2/r 2 (8.45)

donde sigue valiendo o0 = Gmm', y las nuevas constantes se definen como

_82_(mc2)2 __Gm’MZ
= 2me2 Y= mc2 (8.46)

ma

donde c es el valor de la velocidad de la luz en el vacio y [ es la energfa relativista del
cuerpo de masa m. Se puede probar que para velocidades y distancias como las que
caracterizan el movimiento de los planetas alrededor del Sol, la constante E es aproxi-
madamente igual a la constante E . Notemos, por otro lado, que, como M? es propor-
cional al cuadrado de la masa m del cuerpo, entonces y es proporcional a dicha masa, y
de acuerdo con lo discutido en el ultimo parrafo de la seccién anterior, la prediccién de
la teoria de Einstein es que la trayectoria de un cuerpo en un campo gravitatorio sigue
siendo independiente de su masa.
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La diferencia mds importante -la que resulta fisicamente mds interesante- entre la tra-
yectoria cldsica y la que predice la relatividad, es debida a la presencia del término
2myy/r® dentro de la raiz cuadrada. Si la expresién relativista no incluyera dicho término,
tendrfamos una relacién entre do y dr completamente andloga a la cldsica, salvo por las
diferentes constantes E y E. Es claro entonces que la trayectoria cerrada que resultarfa de
integrar la ecuacién (8.45) con y = 0 seria una elipse (o, en particular, una circunferencia);
la tnica diferencia con la trayectoria predicha por la ley de Newton serfan los valores de los
pardmetros de dicha elipse. En particular, sin el término 2my/r® el dngulo barrido en una
ida y vuelta entre las distancias minima y mdxima al centro seguiria siendo igual a 2. De
acuerdo con lo discutido més arriba, esta analogfa permite inferir que la inclusién de dicho
término debe tener como consecuencia un desplazamiento del perihelio de la 6rbita y, en
tanto la perturbacién /1’ pueda considerarse pequefia en comparacién con a/r, dicho des-
plazamiento puede calcularse mediante la formula (8.43) de la seccién anterior, cony dado
por la teoria de Einstein de la gravitacién. Es decir, para hallar el corrimiento del perihelio
debemos reemplazar o = Gmm' yy = -Gm'M?/(mc?) en (8.43), de donde resulta:

e 6mG2m2m’?
=T ame (8.47)

El resultado, por cierto, es independiente de la masa m, ya que el cuadrado de la misma
en el numerador se cancela con el cuadrado que aparece en el denominador al elevar al
cuadrado el impulso angular.

Esta prediccién de la teorfa relativista de la gravitacién puede contrastarse con lo observado. Para
el caso de Mercurio el valor numérico que se obtiene para el desplazamiento del perihelio es

80y, ~499%x 1077 (8.48)

en una 6rbita (recordemos que estamos midiendo los dngulos en radianes, de modo
que 0¢ es adimensional). Teniendo en cuenta que cada dérbita de Mercurio alrededor del
Sol toma 0,24 afos terrestres, se obtiene que el corrimiento acumulado en un siglo es
100 8o, /0,24 = 2,08 x 10*. Traducido a segundos de arco (recordando que 2 equlvale
a 360 grados sexagesimales, cada uno de ellos igual a 3.600"), el resultado es de 43" por
siglo, en excelente acuerdo con el valor medido, que es, con su error, igual a (43,1 £ 4)".

El acuerdo entre la teorfa y la observacién resulta ain mds notable si se recuerda que
Einstein desarroll6 la teoria de la relatividad general de manera puramente deductiva, y la
misma fue recién a posteriori apoyada por observaciones astronémicas.

O Problema

Determinar el corrimiento del perihelio, acumulado luego de un siglo, para el planeta Tie-
rra. La masa del Sol es de aproximadamente 2 x 10* kg, y la distancia de la Tierra al Sol es
de unos 150 millones de kilémetros.
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O 8.4. Agujeros negros

Cuando el gas que dard origen a una estrella se comprime, aumenta la temperatura en su
interior. A partir de cierto tamafio, la temperatura es tan grande que comienzan a producirse
reacciones nucleares; de esta manera comienza a ''funcionar' la estrella. Para una estrella or-
dinaria, se establece un equilibrio entre la gravedad, que tiende a hacerla contraer, y la presion
del gas, que tiende a hacer que se expanda. Dicho equilibrio, sin embargo, no es siempre
posible: hace ya muchos afios, en la década de 1930, se demostré que si la masa m de la
estrella supera la del Sol en dos veces y media o mds, la presién del gas no puede equilibrar la
atraccién gravitatoria. La contraccién de la materia que forma la estrella no puede entonces
detenerse, sino que la estrella colapsa y contintia -en principio, ilimitadamente- reduciendo
su tamafo y aumentando su densidad. Una vez que la estrella se contrae por debajo del lla-
mado radio gravitatorio r, o radio de Schwarzschild, cuyo valor estd dado por

2Gm
rg = a

(8.49)

la geometria del espacio-tiempo fuera de la masa en contraccién adquiere caracteristicas muy
notables **. Sefialaremos, sin demostracién, algunas de ellas.

Como ya hemos visto, los tiempos medidos por observadores situados en distintos radios en
un campo gravitatorio central son diferentes. La relacién matemadtica exacta que existe entre
el tiempo medido por un observador situado en un punto dado por un valor r de la coorde-
nada radial y el tiempo medido por uno muy alejado ("'en el infinito") es #

dt’(r) = dt® (1 — rg/r) (8.50)

Por otro lado, ya vimos que la relacién entre longitudes medidas en la direccién radial también
depende del valor de la coordenada r. La relacién exacta entre las longitudes esta dada por >

2y dr?
A= (8.51)

De estas relaciones se desprende, en particular, que:

1. En el caso de una estrella colapsada la relacién entre el tiempo medido por un ob-
servador muy lejano y el tiempo medido por un observador que cae hacia el centro
se va haciendo cada vez mas grande, tendiendo al infinito cuando el observador que
cae alcanza el radio gravitatorio. Para entender esto, supongamos que un astronauta
cayera en una nave, y que dicho astronauta hubiera prometido enviar a un observador
lejano una sefial cada minuto. Tal observador empieza a recibir las senales cada varios

% Cuando el radio gravitatorio es mayor que el radio del cuerpo, se dice que la geometria presenta un horizonte de eventos en r= [
En general, el radio gravitatorio de un cuerpo es mucho menor que su radio; por ejemplo, para el Sol se tiene =3 km.

“ Esta expresion no se corresponde con la obtenido anteriormente al final de la seccion 2.2 de este capitulo, porque alli trabaja-
mos bajo la aproximacion de un campo gravitatorio débil.

*0Cabe la misma aclaracion anterior respecto de la correspondiente expresion obtenida en la seccién 2.3.
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minutos, luego cada varias horas, luego afios, y finalmente, por mucho que espere,
ya nada le llega desde el astronauta. Sin embargo, el astronauta ha cumplido con lo
prometido, porque segin los relojes situados a bordo de la nave ha seguido enviando
una sefal cada minuto.

2. Los conos de luz, que en ausencia de campo gravitatorio se generaban a partir de rectas
a 45° en los diagramas espacio-tiempo (véase seccion 1.9 del capitulo 6), exhiben un
comportamiento como el que se muestra en la figura 8.8. Como se ve en el esquema,
mientras que el tiempo para recorrer un cierto Ar se hace mds y més grande al acercarnos
desde "afuera” al radio gravitatorio r, = 2Gm/c’, desde "adentro" es imposible alcanzar
dicho radio, ya que atin viajando a la velocidad de la luz el futuro de cualquier punto
con r < r, sélo contiene puntos con valores atin menores de la coordenada radial. Esto
significa que ningin cuerpo, ni la luz misma, puede escapar una vez que ha ingresado
en la regién que se encuentra por debajo del valor del radio gravitatorio.

El segundo aspecto notable que hemos mencionado implica que tales estrellas colapsadas
(0, en general, cualquier masa que haya experimentado el colapso gravitatorio descripto)
resultan inobservables desde el exterior en forma directa, ya que no reflejan ni emiten luz
en ninguna frecuencia. Esto ha llevado a que tales objetos se denominen "agujeros negros".
Sin embargo, el hecho de que un agujero negro no emita ni refleje luz no significa que no
pueda detectarse: en principio, existen formas indirectas en que su presencia se puede ma-
nifestar, como por ejemplo la peculiar emisién de radiacién de las particulas que caen hacia
el mismo. Al dia de hoy parece haber evidencia que sugiere la existencia de agujeros negros
incluso en nuestra galaxia. Por ejemplo, en el centro de la misma parece existir un agujero
negro de gran masa, estimada en casi 3 millones de veces la masa del Sol.

Horizonte de eventos

- @ — =

r=ry r

Figura 8.8. Conos de luz para r < ryparar>r, En azul se indica la propagacion de un rayo de luz.
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