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En el capítulo anterior vimos algunos resultados clá-
sicos, como la congruencia de ángulos opuestos por el
vértice, el teorema de Pitágoras, o la suma de los
ángulos interiores de un triángulo. En cada caso, para
demostrarlos, utilizamos argumentos que considera-
mos verdaderos, pero sobre los que no habíamos
dicho nada. Repasemos una de las demostraciones:

Puede parecernos que no hay ningún paso dudoso en este razonamiento, pero eso es
porque aceptamos intuitivamente el siguiente supuesto:

“Si a una misma cosa le sumamos cosas distintas, obtenemos resultados distintos.”

Es decir, si al ángulo C le sumamos el ángulo A por un lado, y el ángulo B por otro, si
A y C fuesen distintos, el resultado debería ser diferente.

Otra forma de plantearlo es la siguiente:

“Si a dos cosas iguales les restamos una misma cosa, los resultados son iguales.”

En el teorema, si al ángulo llano formado por A y C, le restamos el ángulo C, debe dar-
nos lo mismo que si al ángulo llano formado por B y C le restamos C.
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La geometría euclídea

2.1. Introducción

A

B

C
D

Á n g u l o s  o p u e s t o s  p o r  e l  v é r t i c e

Teorema

Demostración

Los ángulos opuestos por el vértice son congruentes. En la figura anterior, los
ángulos A y B son congruentes.

Observemos que los ángulos A y C son adyacentes, forman un ángulo llano (esto
es, suman en total 180°, dos rectos). Pero también son adyacentes B y C. Entonces,
los ángulos A y B deben ser congruentes, ya que se los obtiene a ambos restando
el ángulo C a un ángulo llano.

Capítulo 2
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Esto no es lo único que hemos asumido en las demostraciones anteriores. Por ejemplo,
en el capítulo anterior:

· Cuando demostramos que los ángulos internos entre paralelas son congruen-
tes, fuimos más directos: invocamos explícitamente el Quinto Postulado como
un ingrediente inevitable de nuestra demostración, que debíamos asumir
como verdadero.

· Cuando demostramos que en todo triángulo la suma de los ángulos interio-
res es igual a dos rectos, trazamos por un vértice del triángulo una paralela
al lado opuesto.

· Cuando demostramos que en todo cuadrilátero convexo la suma de los ángulos
interiores es igual a 360°, comenzamos trazando una recta entre dos vértices.

Llegados a este punto, y una vez que tomamos conciencia de esto, cuando uno se
enfrenta a estas demostraciones suele sentir cierta inseguridad: ¿Qué argumentos se
pueden utilizar? ¿Qué cosas están permitidas? ¿Cuáles se pueden tomar como ciertas sin
necesidad de demostrarlas? Esta es una sensación normal, y debemos tomarla muy en
cuenta, cuando trabajemos con demostraciones matemáticas.

Una frase tan sencilla como “trazamos una recta entre A y C” parece no necesitar nin-
guna demostración, seguramente esté permitido hacerlo, podemos trazarla... pero,
¿Quién y dónde lo permitió? ¿Cómo sabemos que puede hacerse?

Más complicada es la afirmación: “podemos trazar una recta por el punto A paralela a
otra recta dada”, y lo comprobamos rápidamente si nos piden que indiquemos cómo
trazar tal recta.

La geometría euclídea está repleta de afirmaciones similares, cuya validez parece obvia
pero debería cuestionarse. Uno debería intentar demostrar todas estas afirmaciones, por
más evidentes que nos resulten.

Sin embargo, es imposible demostrar absolutamente todo. Habrá un conjunto de afir-
maciones iniciales que debemos aceptar sin demostración, y que serán la base de las
siguientes demostraciones. Por ejemplo, “podemos trazar una recta entre A y C” será una
afirmación de esta clase. Vamos a asumir que es cierta, y que dados dos puntos siempre
podemos trazar la recta que los une. También vamos a aceptar como cierto que “si a dos
cosas iguales les restamos una misma cosa, los resultados son iguales.”

Este tipo de afirmaciones que se acepta sin mayor discusión es un axioma, y se constru-
ye el resto de la teoría (ya sea la geometría, u otra teoría matemática) apoyándose en
ellos. Los axiomas son la solución a las preguntas planteadas antes:
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¿Qué argumentos se pueden utilizar? ¿Qué cosas están permitidas? ¿Cuáles se pue-
den tomar como ciertas sin necesidad de demostrarlas? Todo teorema o
proposición que deseemos demostrar debe poder reducirse finalmente a los axio-
mas iniciales, que deben estar claros de entrada. El conjunto de estos axiomas
forma un sistema axiomático, y constituye la materia prima y la herramienta con
las cuales se construirá el resto de la geometría euclídea.

Por supuesto, para acortar las demostraciones podemos apelar a otros resultados que
se hayan obtenido a partir de los axiomas. Cada vez que demostramos un teorema
o una proposición, podemos agregarlo a nuestro arsenal de afirmaciones con las cua-
les demostrar otras.

En general, los resultados que demostraremos se llaman lemas, proposiciones, teore-
mas, y corolarios. Todos ellos son afirmaciones que hemos demostrado que son
verdaderas a partir de los axiomas (o de otros resultados ya demostrados). Hay
cierta arbitrariedad al otorgarle a un resultado uno de estos nombres, si bien las
siguientes pautas pueden ayudarnos a la hora de distinguir porqué a un resultado
lo llamamos Teorema y a otro Proposición. 

· Un Lema suele ser un resultado auxiliar, un paso en la demostración de un
Teorema pero que conviene aislar porque se repite en las demostraciones de
distintos teoremas.

· Una Proposición es un resultado intermedio, con cierta importancia por sí mismo.
Puede ser una consecuencia directa de una definición, que conviene escribir para
referirnos a ella cuando la necesitemos aunque no sea muy relevante.

· Un Teorema es en general un resultado importante, una afirmación verdadera
pero no tan inmediata como una Proposición.

· Un Corolario, en cambio, es un resultado que se demuestra de inmediato a partir de
un Teorema. Suele ser un caso particular de una situación mucho más amplia, que
si bien está contenido en el resultado del Teorema, conviene aislar.

Una observación importante: no todo conjunto de afirmaciones sirve como un
sistema axiomático. El principio más importante que deben cumplir nuestros
posibles axiomas es que no lleven a contradicción, es decir, que al utilizarlos no
se deduzcan resultados contradictorios. Hay un cierto grado de arbitrariedad al
armar un sistema axiomático. Uno puede elegir distintos axiomas, o enunciar-
los de distintas maneras, pero si generan contradicciones, no sirven como
axiomas. Un segundo requisito, no muy grave en caso de no cumplirse, es que
no debería agregarse como axioma un resultado que se deduce de los axiomas
que ya se tienen.

29
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El mérito principal de los Elementos de Euclides es haber llevado a cabo este procedimien-
to, eligiendo unos pocos axiomas, como base para desarrollar la geometría. El sistema
axiomático de la geometría euclídea se divide en dos grupos de afirmaciones: unas son de
carácter más general, y las otras se refieren específicamente a los objetos geométricos. Suele
llamarse nociones comunes a los del primer grupo, y postulados a los del segundo.

Comencemos por las nociones comunes:

1. Cosas iguales a una misma, son iguales entre sí.

2. Si a iguales se agregan iguales, los todos son iguales.

3. Si de cosas iguales se restan cosas iguales, las restas son iguales.

4. Cosas coincidentes son iguales entre sí.

5. El todo es mayor que la parte.

Esta lista de afirmaciones nos permite comparar “cosas”: pueden ser números,
figuras, etc. El término iguales hay que tomarlo en un sentido muy general, por-
que tendrá distintos significados según el contexto. Euclides utiliza
indistintamente iguales, congruentes, o equivalentes, si bien hoy día, se utiliza cada
uno de estos términos en determinados contextos. Por ejemplo, hablamos por un
lado de igualdad de números, y por otro de congruencia de ángulos o de segmen-
tos.  No debemos olvidar que esta es una convención arbitraria que no constituye
una cuestión clave o fundamental de la matemática.

Los postulados son los siguientes:

1. Por dos puntos puede trazarse una recta.

2. Una recta dada puede extenderse indefinidamente.

3. Dado un centro y un radio puede trazarse un círculo.

4. Todos los ángulos rectos son congruentes a uno dado.

5. Si dos líneas cruzan una tercera de tal manera que la suma de los ángulos
interiores en un lado es menor de dos ángulos rectos, entonces las dos líne-
as deben cruzarse una a la otra de ese lado, prolongadas lo suficiente.

2.2. Los axiomas de la geometría euclídea
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Observemos que estos postulados se refieren a entes geométricos: puntos, rectas, círcu-
los, ángulos. Las definiciones de estos términos se dan antes de la lista de postulados,
pero son definiciones bastante imprecisas. Por ejemplo:

Difícilmente estas definiciones nos digan qué es un punto o una recta si no lo sabemos de
antes. Los conceptos de punto o de recta son conceptos primitivos y, en cierto sentido, impo-
sibles de definir. En cualquier definición que intentemos, tendremos que utilizar conceptos
que no hemos definido previamente, de lo contrario, entraríamos en una espiral de definicio-
nes de nunca acabar. La postura moderna es dejar estos conceptos sin definir.

Por otra parte, la definición de ángulo es muy interesante:

Observando con cuidado esta definición, vemos que lo define para líneas que no son nece-
sariamente líneas rectas. Sin embargo, Euclides utilizará esta noción de ángulos entre
curvas y rectas una única vez en los Elementos. De hecho, en la definición siguiente se acla-
ra: “cuando las líneas que contienen el ángulo son rectas, se lo llama rectilíneo”.

Hay muchas definiciones que introducen nociones importantes, y propiedades de dis-
tintas figuras. No vamos a listarlas a todas, pero algunas de las definiciones más
importantes son las siguientes:

A partir del ángulo recto se define como ángulo agudo (respectivamente, obtuso) al que
es menor (respectivamente, mayor) que un recto.

Se definen también distintos polígonos, y en el caso de triángulos, se los clasifica en acu-
tángulos (tienen los tres ángulos menores a un recto), rectángulos (tienen un ángulo
recto) y obtusángulos (tienen un ángulo obtuso). Se los clasifica también según las lon-
gitudes de sus lados: equilátero es aquel que tiene todos sus lados iguales; isósceles es el
que tiene dos lados iguales; y escaleno aquel que tiene todos sus lados distintos.

31

DefiniciónPunto: “punto es aquello que no tiene partes”.

DefiniciónLínea recta: “una línea recta es aquélla que yace por igual respecto de los puntos
que están en ella”.

DefiniciónÁngulo plano “un ángulo es la inclinación de dos líneas que se encuentran una a
otra en un plano y no están en línea recta”.

DefiniciónÁngulo recto y rectas perpendiculares: “cuando una línea recta forma ángulos
iguales a cada lado al intersecarse con  otra, los ángulos son rectos;
llamamos perpendiculares a estas líneas rectas”.
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En el caso del círculo, es la figura cuyos puntos están todos a la misma distancia de un
punto fijo, su centro. Un diámetro es el segmento de recta que une dos puntos del cír-
culo pasando por el centro, y Euclides afirma que un diámetro divide a un círculo en
dos partes iguales. Recordemos que éste era uno de los resultados de Thales, pero
Euclides va a aceptarlo sin demostración.

Finalmente, una definición interesante es la de rectas paralelas:

Observemos que esta definición es muy especial: ¿cómo verificarla sin prolongar inde-
finidamente las rectas? Junto con el quinto postulado son la parte más complicada del
sistema axiomático de la geometría euclídea. Miles de matemáticos y de aficionados han
buscado formulaciones más sencillas para la noción de paralelismo y para reemplazar el
quinto postulado, y se tienen formas equivalentes, a veces más sencillas. También se
pretendió demostrarlo a partir de la definición de paralelas y los cuatro primeros pos-
tulados, pero ésta resultó ser una tarea imposible, ya que no se deducía de estos.

Terminamos la sección anterior destacando dos propiedades importantes que debían
cumplir los sistemas axiomáticos:

· Independencia: no debían agregarse axiomas redundantes, que se dedujeran de
los anteriores.

· Consistencia: los axiomas no debían generar contradicciones.

Lamentablemente, no estamos en condiciones de justificar que el sistema axiomáti-
co de la geometría euclídea cumple estas propiedades. Las demostraciones de
independencia y consistencia están más allá de nuestro alcance. Pero tampoco debe-
mos preocuparnos mucho, porque distintos matemáticos ya se encargaron de
estudiar este problema. En especial, destaquemos el papel de David Hilbert quien a
fines del siglo XIX hizo un profundo estudio de los fundamentos de la geometría.

Tampoco vamos a desarrollar aquí en detalle el sistema axiomático de la geome-
tría euclídea. Los axiomas anteriores no son suficientes para desarrollarla
completamente, pero es mucho lo que podemos hacer con ellos. Por ejemplo, un
postulado que falta es el que nos garantiza que hay intersección entre dos círculos
(si sus centros están a menor distancia que la suma de sus radios), o que una recta

Definición Rectas paralelas: son aquéllas que (estando en un mismo plano) no se intersecan
si son prolongadas indefinidamente en uno u otro sentido

2.2.1. Independencia y consistencia
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se interseca con un círculo si la distancia de la recta al centro del círculo es menor
que el radio del mismo. Asumamos estas dos condiciones extras, y comencemos
con la geometría propiamente dicha.

Los instrumentos por excelencia de la geometría euclidiana clásica son la regla y el com-
pás. Sin embargo, ¡no son mencionados en los Elementos de Euclides!

Ambos son instrumentos de tipo ideal, derivados de la geometría hecha con cuer-
das de los egipcios:

· la recta nos permite unir dos puntos (operación permitida por el primer pos-
tulado), tal como los conectamos al tender una cuerda de un punto al otro;

· el compás nos permite trazar un círculo centrado en un punto dado y con un
radio dado, tal como se lo obtiene fijando un extremo de una cuerda en el
punto que corresponde al centro, y haciendo girar la cuerda extendida.

Con estos instrumentos se pueden realizar distintas construcciones, y estas a su
vez reemplazan la noción de movimiento en el plano euclídeo: uno no “cambia de
lugar” una figura, sino que la construye en otra parte. A continuación veamos
algunas construcciones típicas.

Vamos a repasar las primeras construcciones de los Elementos de Euclides, que tienen
un gran valor formativo en el uso de la regla y el compás.

Construir un triángulo equilátero con un segmento AB dado como lado.

Esta es una construcción sencilla, que se realiza
en apenas tres pasos:

1. Dado el segmento AB, comenzamos colocando
el compás en el punto A, y trazamos un círculo
utilizando como radio este segmento.

33

2.3.1. La regla y el compás

2.3.2. Construcciones básicas

2.3. Construcciones geométricas

A BA B

1

1
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2. Ahora, trazamos otro círculo con centro en B y el segmento AB como radio.

3. Unimos uno de los puntos donde se intersecan ambos círculos (llamémoslo C)
con A y B:

El triángulo ABC es equilátero, pues los lados AB y AC son iguales al ser radios de un
mismo círculo; pero también AB es igual a CB, ya que son radios del otro círculo.
Entonces, por la primera noción común (“cosas iguales a una misma son iguales entre
sí”), los lados AC y CB son iguales.

Antes de pasar a otra construcción, observemos que los dos primeros pasos se
basan en el tercer postulado (“dado un centro y un radio puede trazarse un círcu-
lo”), mientras que el tercer paso se basa en el primer postulado (“por dos puntos
puede trazarse una recta”). No vamos a hacer este análisis en cada construcción,
pues alargaría inútilmente las demostraciones.

Dibujar desde un punto determinado, un segmento congruente a otro segmento dado.

Queremos dibujar en el punto C un segmento congruente al
segmento AB.

1. El primer paso consiste en construir un triángulo
equilátero de lado AC, lo cual puede hacerse como en
la construcción anterior.

2. A continuación, se traza un círculo con centro en A y radio AB.

3. Luego se prolonga el segmento DA hasta que interseca al círculo en el punto E.

4. Finalmente, con centro D y radio DE se traza un nuevo círculo, y prolongando DC
hasta que se interseca con el círculo en el punto F, se obtiene el segmento CF que es
congruente al segmento AB que nos dieron originalmente.

A B
A

C

B

CA

B

2

1

2

3

4

2

3

3
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Terminemos esta sección con otras dos construcciones, la bisectriz de un ángulo, y la
bisectriz de un segmento.

35

A C

D

B

A C

D

B

A C

D

B

E

1 2

Observación: esta construcción es importante porque
reemplaza el movimiento de figuras geométricas. Por
otra parte, ilustra el uso del compás: podríamos pen-
sar que, para hacer esta construcción, es suficiente
con abrir el compás apoyando un extremo en A, el otro
en B, y luego -manteniendo la abertura- levantarlo de la hoja y llevarlo hasta el punto C. Sin
embargo, no hay nada en los axiomas que nos permita hacer esto.

3

A
C

F

D

B

E

4

Ejercicio 1Verificar que el segmento CF es congruente al segmento AB.

Ejercicio 2Dado un segmento AB, y una semirrecta
CD, construir un segmento sobre la
misma congruente al segmento AB
desde el punto C. A

C D

B
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Bisecar un ángulo.

Dado el ángulo BAC, hallar una recta AD tal que los ángulos BAD y DAC sean igua-
les. Esta recta se llama bisectriz del ángulo.

1. Dado el ángulo BAC, trazamos un círculo centrado en A (de cualquier radio).

Llamamos E a la intersección del círculo con el segmento AB, y F a la intersec-
ción con AC.

2. Construimos un triángulo equilátero DEF de lado EF, lo cual puede hacerse por la
primer construcción.

3. Unimos los puntos A y D, y la recta AD biseca el ángulo.

Bisección de un segmento.

Dado un segmento AB, hallar su punto medio.

1. Dado el segmento AB, construimos el triángulo equilátero
ABC.

2. Ahora, por la construcción anterior, podemos bisecar el ángulo
C con una recta CE.

3. El punto E es el punto medio de AB.

A

E F

B C

A

E F

D
B C

A

E F

D
B C

1 2 3

Observación: en comparación con las dos primeras construcciones, en
estas dos puede quedarnos la sensación de que falta algo. Así es: no hemos

verificado que los ángulos BAD y DAC sean congruentes (al bisecar el ángulo), ni que los seg-
mentos AE y EB sean congruentes en esta última. El motivo es que para hacerlo necesitamos los
criterios de semejanza de triángulos, que serán el objetivo de nuestra próxima sección.

B C

A

E

1

2

3

1

2

3
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Diremos que dos triángulos ABC y A’B’C’ son congruentes cuando sus lados son con-
gruentes (AB con A’B’, BC con B’C’, y AC con A’C’), y también son congruentes sus
ángulos (A con A’, B con B’, y C con C’) En otras palabras, si pudiéramos levantar uno
de los triángulos y colocarlo sobre el otro, coincidirían.

La semejanza de triángulos es un concepto ligeramente distinto: diremos que dos trián-
gulos ABC y A’B’C’ son semejantes cuando sus ángulos son congruentes (A con A’, B con
B’, y C con C’), y sus lados son proporcionales, es decir, si dividimos las longitudes de
los lados correspondientes, obtenemos un mismo valor

(en general, indicaremos la longitud de un segmento como ).

Dados dos triángulos semejantes, no podemos moverlos para que coincida uno con el
otro, pero podemos pensar que uno es un modelo a diferente escala del otro, como la
maqueta de un edificio respecto del edificio verdadero.

El primer criterio de congruencia de triángulos es el siguiente:

Brevemente, dados dos triángulos, para ver si son iguales nos basta con comparar las
longitudes de dos de sus lados y el ángulo comprendido entre ellos. Si estos valores
coinciden con los del otro triángulo, entonces el tercer lado debe medir lo mismo
en cada triángulo.

AB
A B

=
BC
B C

=
AC
A C

ABAB
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2.4. Congruencia y semejanza de triángulos

Para tener
en cuenta al
resolver el
problema

La semejanza de triángulos es uno de los conceptos clave en la resolución
de nuestro problema. No podemos medir directamente los lados del trián-
gulo que forman la Tierra, la Luna y el Sol, pero si encontráramos un
triángulo semejante estaríamos en condiciones de medirlo y deducir cuá-
les son las distancias que buscamos.

2.4.1. Criterios de congruencia de triángulos

Criterio LAL
(lado-ángulo-lado)

Si los triángulos ABC y A’B’C’  tienen dos lados congruentes (AB con A’B’, AC
con A’C’), y el ángulo comprendido por un par de lados es congruente al ángu-
lo comprendido por el otro par (A y A’), entonces los triángulos son
congruentes.
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El siguiente criterio nos dice que alcanza con conocer dos ángulos y el lado entre ellos:

Finalmente, el tercero nos dice que basta conocer las longitudes de los tres lados:

Es interesante pensar este criterio de forma mecánica: tenemos tres varillas unidas que
forman un triángulo. El teorema nos dice que no podemos deformar el triángulo sin
acortarlas o alargarlas, tenemos una sola forma de ubicarlas.

Observemos el parecido entre los dos primeros criterios: dos lados y el ángulo que forman; dos
ángulos y el lado entre ellos. ¿Valdrá un criterio basado en la congruencia de los tres ángulos?

Como aplicación de los criterios de congruencia de triángulos vamos a demostrar un teore-
ma clásico, conocido como el Pons Asinorum, o puente de los burros. Luego, verificaremos
que la bisección del ángulo y del segmento que hicimos en la sección anterior, son correctas.

2.4.1.2. Aplicaciones de los criterios de congruencia

Criterio ALA
(ángulo-lado-ángulo)

Si los triángulos ABC y A’B’C’  tienen un par de ángulos congruentes (A y A’, B y B’)
y los lados comprendidos entre cada par de ángulos son congruentes (AB con
A’B’), los triángulos son congruentes.

Criterio LLL
(lado-lado-lado)

Si los triángulos ABC y A’B’C’  tienen sus tres lados congruentes (AB con A’B’, AC
con A’C’, BC con B’C’), entonces los triángulos son congruentes.

Ejercicio 3 Determinar si son congruentes dos trián-
gulos ABC y A’B’C’  cuyos ángulos son
congruentes (A con A’, B con B’, y C con C’).

B C

A

B’

A’

C’

Ejercicio 4 Si cambiamos el criterio LAL, y pedimos dos lados congruentes y un ángulo
que no sea el comprendido entre ellos, ¿se puede garantizar la congruencia?

Ejercicio 5 Si cambiamos el criterio ALA, y pedimos dos ángulos congruentes y un lado que
no sea el comprendido entre ellos, ¿se puede garantizar la congruencia?
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Recordemos brevemente que un triángulo isósceles es aquel que tiene dos lados con-
gruentes; llamaremos base al tercer lado.

Bisecar un ángulo.

La recta AD biseca el ángulo A; recordemos la construcción que
habíamos hecho:

Habíamos trazado un círculo con centro en A, y su radio era AE;
y sobre el segmento EF construimos un triángulo equilátero DEF.

Ahora, los triángulos AED y AFD son congruentes, por el criterio
LLL, ya que:

· AE congruente a AF, por ser radios de un mismo círculo.

· AD es congruente a sí mismo.

· ED es congruente a FD, por ser lados del triángulo equilátero DEF.

39

Teorema

Demostración

(Pons Asinorum) En un triángulo isósceles, los ángulos de la base son congruentes.

Sea ABC el triángulo isósceles, y sus lados congruentes son AB y AC. Para la demos-
tración, consideremos la siguiente figura, donde hemos repetido el triángulo.

El lado AB del triángulo del lado
izquierdo es congruente al lado AC
del triángulo de la derecha (pues en
realidad son el mismo triángulo, y
esos dos lados eran congruentes).
También, el lado AC del triángulo de
la izquierda es congruente al lado
AB del triángulo de la derecha. Por
último, el ángulo A es congruente al
ángulo A (pues es el mismo ángulo).

Podemos ahora aplicar el criterio de congruencia de triángulos LAL: tenemos un
par de lados y el ángulo que forman congruentes a los de la otra figura, con lo cual
ambos triángulos son congruentes. Entonces, el ángulo B del triángulo de la
izquierda es congruente al ángulo C del triángulo del lado derecho.

Hemos demostrado que los ángulos de la base (B y C) son congruentes.

A

B C

A

B C

A

E F

D
B C
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Por lo tanto, ambos triángulos son congruentes, y los ángulos respectivos deben ser
congruentes, con lo cual AD biseca el ángulo A.

Bisecar un segmento.

La recta CE biseca el segmento AB. Recordemos la construcción que habíamos hecho,
e indiquemos un par de ángulos en la figura:

Construimos el triángulo equilátero ABC, y biseca-
mos el ángulo C.

Ahora, los triángulos ACE y CEB son congruentes
por el criterio LAL:

· AC congruente a BC, por ser lados del triángu-
lo equilátero ABC,

· CE es congruente a sí mismo.

· Los ángulos a y a’ son congruentes (pues CE bisecaba el ángulo).

Veamos otras dos aplicaciones del teorema anterior, que utilizan también los resultados
de bisección de un segmento.

Trazar una perpendicular a una recta dada desde un punto que no pertenece a la recta.

1. Dada una recta AB y el punto C,
trazamos un círculo de centro C
que corte a la recta en dos puntos
(para esto basta tomar un punto
separado de C por la recta, y utili-
zar esa distancia como radio).
Sean E y F los puntos donde se
cortan la circunferencia y la recta.

2. Ahora, podemos bisecar el segmento
EF, con la construcción que vimos
antes, y obtenemos el punto G.
Finalmente, por los puntos C y G
trazamos una recta, y veremos que es
perpendicular a la recta AB.
Señalemos también en la figura los
ángulos a y a’ que hace CG con AB.

A B

C

E F
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3. Para demostrar que la recta CG es perpendicular a AB necesitamos ver que los ángu-
los a y a’ son congruentes. Pero si observamos los triángulos ECG y CGF vemos que
son congruentes por el criterio LLL:

· El lado EC es congruente a CF por ser radios de un mismo círculo.

· El lado CG es común a ambos triángulos.

· El lado EG es congruente al lado GF pues G divide a EF en dos partes iguales.

Por lo tanto, ambos triángulos son congruentes, y los ángulos respectivos lo son.
Entonces, el ángulo a es congruente al ángulo a’. Como ambos ángulos forman un
ángulo llano,

a + a’ = 180°,

y resulta entonces a = a’ = 90°.

1. Dado el diámetro AB, podemos bisecarlo y su punto medio D es el centro del cír-
culo. Unimos el punto C con D, y hemos obtenido dos triángulos.

2. Los triángulos ACD y BCD son isósceles, ya que AD, CD y DB son radios del
círculo. Entonces, los ángulos de la base de cada triángulo son congruentes,
entre sí, y tenemos:

a = a’, b = b’

3. Como la suma de los ángulos interiores de un triángulo es igual a 180°, tenemos: 

a + a’ + b + b’ = 180°

y usando la relación entre a y a’, b y b’, queda

a’ + a’ + b’ + b’ = 180°

2a’ + 2b’ = 180°

a’ + b’ = 90°

con lo cual, ABC es un triángulo rectángulo.

41

TeoremaSea AB un diámetro de un círculo dado, y C un punto arbitrario en la circunferen-
cia. Entonces, ABC es un triángulo rectángulo y AB es su hipotenusa.

Cap 02:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  12/11/2010  11:57 p.m.  Página 41



42 L a s  G e o m e t r í a s

Hemos dicho que dos triángulos son semejantes si tienen sus tres ángulos congruentes
y sus lados son proporcionales. Si recordamos del primer capítulo el resultado de
Pitágoras de la suma de los ángulos interiores de un triángulo, vemos que no es nece-
sario pedir que los tres ángulos sean congruentes, y basta sólo con dos: por fuerza, el
tercero debe ser congruente, ya que debe completar los 180°. Ese será nuestro primer
criterio de semejanza:

Los dos criterios siguientes involucran las longitudes de los lados y son similares a los
de congruencia de triángulos; en ambos se reemplaza la condición de congruencia de
los lados por la de proporcionalidad:

La aplicación más importante de los criterios de semejanza es la trigonometría, de la
que hablaremos en el próximo capítulo. Ahora, veremos algunos ejemplos de aplicacio-
nes prácticas de los criterios.

Ejemplo: Sean los triángulos ABC y A’B’C’. Sabiendo que:

2.4.2. Criterios de semejanza de triángulos.

Para tener
en cuenta al
resolver el
problema

Veamos el concepto de semejanza. Este concepto resulta más útil que el de
congruencia, en especial en nuestro problema, donde no es posible construir
un triángulo congruente al que forman la Tierra, el Sol y la Luna, mientras que
es mucho más sencillo construir un triángulo semejante a escala más pequeña.  

Criterio AA
(ángulo-ángulo)

Si los triángulos ABC y A’B’C’ tienen dos ángulos congruentes (A con A’, B con B),
entonces los triángulos son semejantes.

Criterio LLL
(lado-lado-lado)

Si los lados de los triángulos ABC y A’B’C’ son proporcionales, es decir

entonces los triángulos son semejantes.

AB
A B

=
BC
B C

=
AC
A C

Criterio LAL
(lado-ángulo-lado)

Si dos lados de los triángulos ABC y A’B’C’ son proporcionales, es decir

y los ángulos A y A’ comprendidos entre ellos son congruentes, entonces los trián-
gulos son semejantes.

AB
A B

=
AC
A C
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¿Son semejantes?

Solución: en este caso no sabemos nada de los ángulos, con lo cual no podemos apli-
car los criterios AA o LAL. Nos queda la opción de ver si los lados son proporcionales.

Dividiendo, tenemos

y por lo tanto, son semejantes.

Ejemplo: En la figura 4.2.1, sabemos que
, y .¿Son semejantes?

¿Son congruentes?

Solución: Sabemos que un par de lados de cada
triángulo son congruentes (y por lo tanto, también
son proporcionales). Si supiéramos que los ángu-
los comprendidos por cada par son congruentes,
los triángulos serían semejantes y también con-
gruentes. Pero como son opuestos por el vértice,
los ángulos son congruentes.

Problema: Un barco se encuentra en el mar, vigilando una ciudad.
Si los habitantes de la ciudad conocieran la distancia al barco, podrí-
an atacarlo con sus catapultas. ¿Es posible calcularla? (Plinio y
Plutarco le atribuyen esta idea a Thales, dicen que fue el primero en
calcular la distancia de una flota enemiga a la costa, y sabiendo la
distancia, le arrojaron proyectiles incendiarios y la hundieron.)

Solución: La figura 4.2.2 nos ayudará a resolverlo.

Supongamos que estamos parados en el punto A, y el barco está en
el punto B’. El problema es conocer la distancia .

Ahora caminamos por la costa desde A hasta A’, en forma perpendicu-
lar a AB’, y clavamos un bastón en el punto C. Cuando llegamos a A’,
caminamos alejándonos de la costa, hasta un punto B a determinar.

AB = AB y AC = AC

4
6

=
6
9

=
8

12
=

2
3
,

AB’

AB = 4 cm, A B = 6 cm,

AC = 6 cm, A C = 9 cm,

CB = 8 cm, C B = 12 cm,

43

A

B

B’

CC’

A A’

B’

90°

90°

B

C

F i g u r a  4 . 2 . 2

F i g u r a  4 . 2 . 1
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¿Cómo elegimos este punto? Queremos que queden alineados el barco y el bastón cla-
vado en C, y determinamos B de esa manera.

Veamos que los triángulos AB’C y CA’B son semejantes. Lamentablemente, sólo cono-
cemos un lado del triángulo AB’C, el lado AC que está sobre la costa y podemos medir
su longitud, no conocemos los otros lados porque deberíamos internarnos en el mar
para medirlos. Pero todavía podemos utilizar el criterio AA: observemos que los ángu-
los A y A’ son rectos, y por lo tanto son congruentes; por otro lado, los ángulos sobre
el vértice C son opuestos por el vértice, así que también son congruentes.

Sabiendo que los triángulos AB’C y CA’B son semejantes, podemos determinar la lon-
gitud del lado AB’: podemos medir , , y . De la relación

Podemos despejar la distancia desconocida en función de los otros tres valores:

Terminamos este capítulo con un resultado importante que utilizaremos más adelante.

AC CA’ A’B

AB
AC

=
A B
CA

AB =
A B
CA

· AC

Observación: las tres longitudes del lado derecho de la fórmula anterior se pueden calcular sin
necesidad de acercarse al barco, ya que se hacen en tierra firme. El método funciona en muchas
otras situaciones similares, donde sólo podemos medir una longitud del triángulo que nos inte-
resa, pero podemos construir un triángulo semejante al cual sí podemos medirle todos sus lados.

Proposición Sea AB el diámetro de un círculo, C un punto en la circunferencia. Sea CD la per-
pendicular al diámetro AB que pasa por C. Entonces, los triángulos ABC, ACD y
BCD son semejantes.

Demostración Indiquemos en la figura los ángulos que no
son rectos.

Para ver que ABC y BCD son semejantes
aplicaremos el criterio AA. Ambos triángu-
los tienen un ángulo recto, y comparten
además el ángulo b. Por lo tanto, son
semejantes.

Ahora, ABC y ACD también tienen un ángu-
lo recto, y comparten el ángulo a, con lo
cual son semejantes por el criterio AA.
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Si observamos la demostración que hicimos cuando bisecamos un segmento, veremos
que la recta utilizada era perpendicular a éste. Conviene asignarle un nombre, pues es
una recta que nos será útil. Definiremos también la cuerda de una circunferencia

Nuestro objetivo es ver ahora que las mediatrices de las cuerdas son prolongaciones del
radio del círculo correspondiente.

Con los últimos resultados estamos en condiciones de hallar el centro de un círculo
dado un arco de su circunferencia. Vamos a resolver el problema si conocemos toda la
circunferencia, y dejaremos planteado como ejercicio el otro caso.

45

ProposiciónSea AB una cuerda de una circunferencia. Entonces, la mediatriz del segmento AB
pasa por el centro del círculo.

DefiniciónLa recta que biseca a un segmento dado y es perpendicular al mismo se dice
su mediatriz.

DefiniciónUna cuerda es un segmento que une dos puntos en una circunferencia.

DemostraciónEn la figura  1 tenemos la cuerda AB y hemos
dibujado un radio que pasa por el origen O y el
punto medio C del segmento AB.

Queremos ver que OC es la mediatriz del segmento.

Para esto, trazamos los radios OA y OB, y nos
quedan determinados dos triángulos AOC y BOC
que resultan congruentes por el criterio LLL, pues
comparten el lado CO, los lados AO y BO son con-
gruentes por ser radios del círculo, y AC es
congruente con CB pues C es el punto medio del
segmento AB (Figura       ).

En particular, los ángulos indicados como a y b
son congruentes, pero entonces deben ser ángu-
los rectos, ya que juntos totalizan 180°.

Luego, el segmento OC biseca a la cuerda AB y es
perpendicular a la misma, con lo cual es su mediatriz.

A

B

C

O

A

B

C

O

a

b

1
1

2

2
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Para determinar el círculo, comenzamos trazando una cuerda arbitraria AB. Trazamos
su mediatriz, que sabemos que pasa por el centro.

Ahora, por el punto B trazamos una perpendicular al segmento AB, que corta al círcu-
lo en un punto C (ver figura 1).

Si podemos demostrar ahora que el segmento AC es un diámetro del círculo, como
todo diámetro pasa por el centro, y por otra parte el centro está sobre la mediatriz de
AB, la intersección de AC con la mediatriz será el punto buscado.

Demostremos entonces que AC es un diámetro. Vamos a suponer que no, y llegaremos
a un absurdo.

Supongamos que AC no es un diámetro, con lo cual podemos trazar el diámetro que
pasa por A y por el origen, y sea D el punto donde se interseca con la circunferencia. Si
trazamos el triángulo ABD (ver figura 2), sabemos que éste es un triángulo rectángulo,
como vimos antes.

Pero entonces, tanto la recta BC como la recta BD forman un ángulo recto con la cuer-
da AB, y si los puntos C y D fuesen distintos tendríamos dos perpendiculares diferentes
por un mismo punto, lo cual es un absurdo.

Entonces, C = D, y AC es un diámetro del círculo dado.

Existe una construcción más sencilla, que sólo requiere una parte de la circunferencia,
apenas un arco, como veremos en el siguiente ejercicio.

Problema Hallar el centro de un círculo dado.

A

B

CO

D

A

B

C
O

1 2

Ejercicio 6 Dado un arco de círculo, determinar su centro.
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