Capitulo 3
Trigonometria

3.1. Razones trigonométricas

Los resultados anteriores de congruencia y semejan-
za de tridngulos tienen numerosas aplicaciones
tebricas y pricticas. Veremos en este capitulo las
nociones bdsicas, tal vez las mds importantes, de la
trigonometria.

Consideremos el tridngulo rectingulo de la Figura 3.1

Hemos sehalado en él un dngulo, que denotamos 4, y

hemos puesto como nombre de los lados las letras H, por hipotenusa; CA, por cateto

adyacente; y CO, por cateto opuesto.

Dado cualquier otro tridngulo rectingulo, sélo debe-
mos preguntarnos si tiene algiin dngulo congruente a
a. Si lo tiene, por el criterio AA, serdn semejantes.
Consideremos, entonces, el tridngulo de la figura 3.2
que es semejante al inicial de la figura 3.1.

Sabemos que sus lados son proporcionales, es decir, las
longitudes satisfacen

cA _ co H

CAx  COx Hx’

pero podemos escribir estas relaciones entre los lados de otra forma. Igualando de a

pares y despejando obtenemos
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En definitiva, dado cualquier tridngulo rectdngulo con un dngulo 4 fijo, quedan deter-
minados los cocientes de dos de sus lados. Los cocientes son los mismos siempre, y s6lo
dependen del dngulo 4, no del tridngulo utilizado para calcularlos.

Los cocientes anteriores son las llamadas razones trigonométricas, y nos permiten
introducir las funciones trigonométricas bdsicas: el seno, el coseno, y la tangente del
dngulo a.

sen(a) = ?O
A

cos(a) = %
cO

tgla) = 74

Supongamos, por un instante, que conocemos el valor de las razones trigonométricas
para todos los valores del dngulo 4. Entonces, si nos dan un tridngulo rectdngulo y la
longitud de uno solo de sus lados, podemos averiguar sin dificultad las restantes longi-
tudes. Sélo debemos dividir entre si las longitudes del lado que conocemos y del que
queremos averiguar, y lo igualamos a la razén correspondiente.

Ejemplo: Supongamos que = 30°, con lo cual se2(30°) = 0,5. Si el cateto opuesto mide
2, ;cudnto mide la hipotenusa? ;Se puede averiguar cudnto mide el cateto adyacente?

Solucién: sabemos que

co
sen(a) = Nl

con lo cual, reemplazando los datos que tenemos,

Despejando, H = 4.
Para averiguar el cateto adyacente, utilizamos el Teorema de Pitdgoras:
H?=CA?+CO?
42 =22+ Co?

despejamos y CO = /16 — 4
=12,



¢ Cuanto vale cos(30°)? | Ejercicio1

Existen distintos problemas donde se puede medir un dngulo y una distancia. Conocer
las funciones trigonométricas permite averiguar el resto de las longitudes. Por ese moti-
vo, se tabularon con mucha precisién. A continuacidn, veremos las unidades utilizadas
en la medicién de dngulos.

3.2. Unidades de medicién de dngulos

La unidad de medida tradicional de los dngulos es el grado, que hemos utilizado ya a
lo largo del libro. Dado un segmento, si fijamos uno de sus extremos como centro y lo
utilizamos como radio para describir un circulo con un compds, al comenzar el dngulo
es de cero grados. Cuando describimos la vuelta completa, el dngulo es de 360°.

Si dividimos el circulo en cuatro partes iguales con dos rectas perpendiculares, al 4ngu-
lo recto le corresponden 90°. Cada grado se divide a su vez en sesenta minutos, 1° = 60’,
y a su vez, cada minuto se divide en sesenta segundos, 1° = 60”. Este sistema es el llama-
do sistema sexagesimal (de base 60), similar al que empleamos en la divisién de las horas.
En realidad, se supone que se origina en una antigua divisién del afo en 360 dias, ins-
pirado en el dngulo que, supuestamente, recorre el Sol cada dia en su 6rbita anual.

iSe puede dividir un circulo en seis sectores iguales, cada uno de 60°, utilizan- Ejercicio 2

do sdlo la regla y el compas?

Existe otra unidad de medida, muy empleada, el [ h
radidn. Para definirlo, consideremos un circulo de
radio » = 1 cm. Su perimetro es igual a 2z cm. Un 1cm

dngulo tendrd 1 radidn, si la longitud del arco de cir-
cunferencia es 1 cm, (ver figura 3.3).

La unidad que empleemos para medir el radio no
importa, podemos pensar que un dngulo en radianes se
obtiene como el cociente de la longitud de su arco y el
radio del circulo. Esto es importante porque nos dice
que el radidn es adimensional, es decir, no tiene asocia-

da una magnitud fisica, ya que es un cociente de dos longitudes y sus unidades se
cancelan. Asi, un dngulo de un radidn es aquel cuyo arco tiene la misma longitud que
el radio del circulo.

Ahora, el equivalente a 360° es 27 radianes. Un dngulo llano tiene 180°, equivalente a
7 radianes; y un dngulo recto, 7/2 radianes. Como 7 es un niimero irracional, no tene-
mos una expresion exacta para 1°, que en radianes es:
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o2mrad
360°
~ 0,01745 rad.

o

A la inversa, podemos expresar en grados a cuanto equivale un radidn:

360°
2w rad
~ 57,2958°.

1rad = 1rad

Ejercicio 3 Pasar a radianes los siguientes angulos 30°, 45°, x° donde x es un namero arbi-
trario entre 0 y 360.

Ejercicio 4 Pasar a grados los siguientes angulos n1/3 rad; 1,5 rad; y rad donde y es un
nimero arbitrario entre 0 y 2.

Nuestro objetivo es analizar ahora algunos métodos précticos para determinar un dngulo.

3.2.1. Instrumentos de medicién

Dado un dngulo, se puede utilizar un transportador para medirlo. Lamentablemente,
en distintas aplicaciones, no es posible hacer tal medicién en forma directa.

Por ejemplo, vemos desde la terraza de nuestro edificio (o el techo de nuestra casa)

dos antenas (o dos drboles, u otros dos edificios) y queremos saber el 4ngulo que for-

man a la distancia tomando nuestra posicién como el

éa Vertical - vértice. El instrumento mds simple que podemos

imaginar para hacerlo es una mira que puede girar,

ubicada sobre un disco graduado. Apuntamos en una

direccién y anotamos el valor del disco, giramos

hacia la otra y anotamos el nuevo valor: la diferencia

es el valor que buscamos. Este tipo de aparatos se

conocen como gonidmetros, y la mira suele ser un
anteojo con aumento.”

Horizontal

Otro aparato indicado para medir dngulos es el reodo-
lito (ver figura 3.4). Consiste en un anteojo que puede
rotar en dos direcciones, horizontal o vertical, con un
disco graduado en cada una para medir el dngulo que
rotamos el anteojo en una direccién o en la otra.

Figura 3.4

* La precision es tan grande que sirve para medir la separacién de las lineas atémicas de distintos elementos quimicos.
Cuando la luz atraviesa un prisma o una red de difraccién se descompone en haces segiin el color, los cuales forman dis-
tintos dngulos con la direccién de incidencia.
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El problema que menciondbamos en la introduccién, orientar-
se en un barco en altamar, requerfa medir el dngulo vertical de
determinadas estrellas. Este dngulo varia segtin qué tan cerca
estemos del Ecuador. Para esto, se emplearon diferentes instru-
mentos (cuadrantes, sextantes, octantes), pero el mds elemental

de todos fue la ballestilla.

Simplemente, una varilla de madera cuyo extremo O se aproxi-
maba al ojo, con otra varilla perpendicular que podia alejarse o
acercarse a la vista, y se la movia hasta que sus extremos coinci-
dian con los dos objetos (situados en A y en B) cuya separacién angular querfa medirse. El
dngulo se determina ahora ficilmente a partir del tridngulo OAB;, cuyas longitudes se pue-
den medir, o se leen directamente si la varilla tiene marcas como una regla (ver figura 3.5).

3.3. Las funciones trigonométricas

Nuestro objetivo es analizar las funciones trigonométri-
cas. Para esto, consideremos la figura 3.6. Comencemos

<

por marcar en el plano dos rectas perpendiculares, los y A

ejes X e Y. El punto de interseccion serd el origen de

coordenadas O, y seleccionamos un segmento que con- < X
sideraremos la unidad de longitud. Este segmento,
ubicado en el eje X; ird desde el punto O en un extremo
hasta otro a su derecha que senalaremos con 1. Tomando
este segmento como radio, describimos un circulo que
llamaremos el cireulo unitario.

<
<

Elijamos un punto cualquiera de la parte de la circunferencia que queda en el primer
cuadrante (por encima y a la derecha del origen), y llamémoslo A. Al unirlo con el ori-
gen determina un dngulo « entre 0 y 7/2. Este punto tiene coordenadas x e y en nuestro
sistema de ejes, que se obtienen de la siguiente forma: trazamos la perpendicular al eje
X que pasa por el punto elegido, y la interseccién de la perpendicular con X nos da el
punto x; trazando la perpendicular al eje Y] la interseccién de ambos nos da la coorde-
nada y. Observemos que la distancia 04 estd dada por el teorema de Pitdgoras, porque
se forma un tridngulo recténgulo OAx:

OA = /22 + 42

OA =1,

yes igual a 1 por ser un radio de la circunferencia unitaria. En términos de longitudes,
x e y son las longitudes del cateto adyacente y del cateto opuesto, respectivamente.

Ahora, de acuerdo a las relaciones trigonométricas, como la longitud de la hipotenusa
es 1, obtenemos
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Q
b

cos(a) = N
cos(a) = <
cos(a) = z,
Cco
sen(a) = 73
Y
sen(a) = T
sen(a) = y.

Es decir, x = cos(a), y = sen(a).

Gracias a esto, tenemos una interpretacién gréfica del seno y del coseno para cualquier
dngulo « en el primer cuadrante. Con esta interpretacién podemos demostrar geomé-
tricamente la siguiente relacién:

Figura 3.7
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;Existe también una representacion gréfica de la tangente? Si volvemos a su definicién, dividi-
mos arriba y abajo por la hipotenusa, y recordamos la definicién del seno y el coseno, tenemos

tg(a) = g—i
t9(0) = Gy
ta(o) = .

Observemos la figura 3.8. Si trazamos la tangente al cir-
culo que pasa por el 1 del eje X, hasta que se interseca
con la prolongacién de la hipotenusa de nuestro tridn-
gulo inicial, obtenemos un tridngulo que es semejante a
éste, ya que tiene dos dngulos congruentes (es un tridn-
gulo rectdngulo, y comparten el dngulo 4
correspondiente al vértice O). Llamemos z a la longitud
de este lado. Ahora, por la semejanza de tridngulos y
usando que y = sen(a), x = cos(a), tenemos que

E_Y

1 =z

L sen(a)'
cos(a)

<

Figura 3.8

Luego, tenemos una interpretacién geométrica para la tangente, que explica incluso su nombre.

el origen del nombre seno es mas complicado.
Originalmente, los griegos estudiaron la longitud de la cuerda
correspondiente a un angulo a, y en el siglo V d.C. los hindiies
comenzaron a trabajar con la mitad de la cuerda, que correspon-
dia a la mitad del angulo. (ver la figura 3.9). El término que
empleaban fue utilizado luego por los arabes aunque no tenia
sentido en esta lengua, y luego, cuando se tradujeron sus obras
al latin, lo confundieron con la palabra arabe correspondiente a
“cavidad” o “bahia” que en latin se dice “sinus”.

Figura 3.9

Consideremos las funciones trigonométricas reciprocas (secante, cosecante y
cotangente), definidas como

sec(a) = cosec(a) = %

CA

cotg(a) =

Expréselas en términos de senos, cosenos y tangentes.

Trigonometria

Ejercicio 5
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Ejercicio 6 Representar geomeétricamente la secante, la cosecante, y la cotangente de

un angulo #

La construccién geométrica que hemos hecho relacionando cos(4), sen(a) con las coor-
denadas (x, y) del punto A nos permite extender la definiciéon del seno y el coseno para
dngulos que no estdn entre 0 y 7/2.

Por ejemplo, el dngulo del segundo cuadrante de la [~ MY
figura 3.10 es mayor a /2, e igual definimos el seno y
el coseno como las coordenadas del punto A.
Observemos que, en este caso, el coseno es un niime-
ro negativo.

Observando con atencién la figura 3.10 encontrare-
mos relaciones entre el seno y el coseno del dngulo 2 y
del dngulo (n - 4) similares a las que vimos antes para

ay (5 - a).

Figura 3.10

Ejercicio 7 | Demuestre esta proposi

De la misma forma, definimos el coseno y el
seno de # cuando el dngulo estd entre ny 2 =,
en ambos casos tenemos cos(a) = x, sen(a) = y
(ver figura 3.11).

Y 1 Y

Ny
A J

Figura 3.11

N
.
>

las formulas
sen(a) = sen(m — a), cos(a) = —cos(m — a)

sen(a) = cos(§ — a) cos(a) = sen(g — a)

valen para todo angulo entre 0 y 2r. La demostracion es analoga a las anteriores, y basta conside-
rar siempre el triangulo que queda formado en el cuadrante al cual pertenece el angulo, que si es
un triangulo rectangulo cuyo angulo esta en el primer cuadrante. No vamos a demostrarlo pues
seria repetir los razonamientos anteriores.
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3.4. Algunos resultados importantes

Por la forma en que hemos definido las funciones trigonométricas hay dos resultados
que se obtienen de inmediato:

Para todo anguloa, 0 <a <27, Identidad

sen?(a) + cos?(a) = 1. Pitagoérica

Como podemos ver, este resultado fue una consecuencia del teorema de Pitdgoras.
Como consecuencia de esta identidad, tenemos la siguiente Proposicion:

Trigonometria




Teorema

El préximo resultado explica porqué se acostumbra, en relacién a las funciones trigo-
nométricas, medir los dngulos en radianes. Antes, necesitamos algunas desigualdades.

Recordemos, primero, que dado un dngulo de # radianes, el arco de la circunferencia
unitaria que le corresponde tiene longitud 4 (en las unidades que se trabaje).
Observando la Figura 3.8 tenemos las siguientes desigualdades:

sen(a) < a < tg(a)

La primera es evidente, observemos que el sez(2) es la mitad de la cuerda del dngulo 24
(como vimos en la figura 3.9), y esta cuerda es mds corta que el arco (que mide 2a).
Entonces,

1 1
sen(a) = Ecuerda del dngulo2a < §2a =a.

La segunda es ligera-
mente mds complicada: necesitamos utilizar que la férmula del drea del circulo es = -
72, donde 7 es el radio. Aqui, 7 = 1. El drea del sector circular de dngulo # es /2 (si esta-
mos midiendo en radianes), con lo cual, el drea del sector circular es menor que el drea
del tridngulo formado entre el eje X (cuya base mide 1), la tangente, y la prolongacién
de la hipotenusa. Entonces, las dreas nos dan la desigualdad

a _1-tg(a)
2= 2

que es equivalente a la desigualdad buscada, 2 < 7¢(a).

Claramente, podemos ver en la Figura 3.9 que cuando el dngulo # se aproxima a cero, también
el seno y la tangente se aproximan a cero. El coseno, en cambio, se aproxima a 1. El siguiente

| Elcociente de sen(a)y a se aproxima a 1 cuando a se aproxima a 0. '
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resultado serd conocido seguramente para quienes ya han visto el concepto de limite.

Otro resultado importante es conocido como Zeorema del Coseno. Como veremos, este
teorema generaliza el teorema de Pitdgoras para tridngulos que no son rectdngulos, y su

Sea el triangulo ABC de angulos 4, b,y ¢,y sean x, y, zlas longitudes de los lados. Entonces, Teorema

2=x2+y2-2x.y- coslc).

Figura 3.12

principal aplicacién es que permite conocer la longitud del tercer lado de un tridngulo
si conocemos dos de ellos y el dngulo que forman.
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Ejercicio 8

Demostrar el siguiente teorema:

Teorema

Sea el triangulo ABC de dngulos a, b, y c, y sean x, y, z las longitudes de sus lados
como en la figura 3.12. Entonces,

y _ x _ z
sen(a) ~ sen(b) ~ sen(c)

Dejamos, como ejercicio, el Teorema del Seno, que se utiliza para determinar los lados
restantes de un tridngulo cuando se conocen dos dngulos y un lado.

No hemos considerado atin cémo calcular senos y cosenos, salvo que hagamos un
grafico y midamos en ¢él las longitudes. En la prictica, no existen métodos senci-
llos para calcularlos, pese a que se los utiliza en numerosas aplicaciones. Por
ejemplo, el Almagesto, el tratado astronémico escrito por Ptolomeo en el siglo II,
contiene una tabla de cuerdas calculadas cada medio grado y con cinco decimales
de precisién. Como ya mencionamos, la mitad de la cuerda de un dngulo corres-
ponde al seno de la mitad de este dngulo, y puede considerarse entonces la primera
tabla trigonométrica: una lista de los valores del seno (y del coseno, o la tangente)
para muchos valores del d4ngulo. El armado de estas tablas fue un trabajo compli-
cado pero imprescindible, y fueron sustituidas, recién en las Gltimas décadas, por
las computadoras. Para calcularlas resultan muy utiles las siguientes relaciones que
nos permiten obtener senos y cosenos de sumas y restas de dngulos, si bien es un
tema que no profundizaremos.

Si nos dan dos dngulos a y 4, y el valor de sus senos y cosenos, tenemos

sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)

sen(a - b) = sen(a)cos(b) - sen(b)cos(a)

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

cos(a - b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)
Por ejemplo, si conociéramos sen(12), calculamos cos(19) utilizando la relacién pita-
gérica. Luego las férmulas nos permiten calcular el seno y el coseno de 2°, 3°, 40,
5°,.... ya que:

sen(2°) = sen(1° + 1°)
= sen(19cos(1°) + sen(1°)cos(19)

cos(2°) = cos(1° + 1°)
cos(19)cos(19) - sen(1°)sen(1°)
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(Observemos que conocemos los valores que aparecen en el lado derecho). Seguimos,

de la misma manera, calculando los otros valores:

sen(3°) = sen(2° +1°)
= sen(29)cos(1°) + sen(19)cos(29)

Finalmente, mencionemos las coordenadas polares. En
general, para situar un punto A en el plano, utilizamos
las coordenadas cartesianas y damos valores en los ejes
X e ¥, indicdndolo con el par (x, y). Otra posibilidad
para indicar un punto del plano es dar los siguientes
dos valores:

r = distancia de A al origen
¢ = dngulo que forma con el eje X
El par (r ) son las coordenadas polares de un punto
A (ver la Figura 3.13). La relacién entre las coordena-

das cartesianas estd dada por las siguientes ecuaciones:

x=7- cos(Q),
y =7 - sen(Q),

como puede comprobarse sin dificultad.

>

P

/

A
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