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Supongamos que miramos el horizonte parados a la orilla del mar, en un día de muy
buena visibilidad (digamos, diez mil metros) y nos dicen que a seis kilómetros de allí,
en el agua, flota una boya luminosa. ¿Podremos verla desde donde estamos? ¿Y si utili-
záramos prismáticos?

Arriesguemos una respuesta, y digamos que sí. Un
razonamiento que puede avalar esta impresión es el
siguiente. Seis kilómetros son menos que los diez mil
metros de visibilidad, así que deberíamos ver la boya,
aunque... podemos comenzar a dudar: la boya está a
seis kilómetros de nuestros pies, pero nuestros ojos
están más altos, supongamos a dos metros de altura
(parados sobre algo, si hace falta). En este caso, la dis-
tancia d entre nuestros ojos y la boya debe ser mayor.
Un esquema de la situación (figura 5.1) y el teorema de Pitágoras deberían convencer-
nos de que no hay problemas para ver la boya.

En la figura 5.1 A es el punto de la playa donde estamos parados, O es la ubicación de
nuestros ojos, y B es la boya. La distancia d que queremos calcular es la longitud de la
hipotenusa OB, y como datos tenemos que 2 metros son 0,002 kilómetros (la longitud
del lado AO), y la base AB mide 6 kilómetros. Ahora, sabemos gracias a Pitágoras que

d2 = 0,0022 + 62,

Despejando, la distancia d que buscamos es, en kilómetros,

que no tiene gran diferencia con los seis kilómetros en línea recta.

Bien, entonces la distancia no parece ser un obstáculo para ver la boya. ¿Qué otro pro-
blema podría haber?

d = 0, 0022 + 62

6, 00000033 . . .

75

Geometría esférica

5.1. Introducción

A

O

B

d
2m

6 Km
F i g u r a  5 . 1

Capítulo 5

Cap 05:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  13/11/2010  12:01 a.m.  Página 75



76 L a s  G e o m e t r í a s

Pensemos un momento antes de responder. El dibujo anterior no
representa exactamente la realidad. Sabemos que la Tierra es aproxi-
madamente esférica, con lo cual la base AB no debería ser recta, sino
curva. ¿Tendrá influencia este hecho? La Figura 5.2 debería conven-
cernos de la importancia de que la superficie de la Tierra sea curva.

¡Observemos que si la boya está debajo del punto donde se tocan la
recta y la circunferencia, no la podemos ver! Esto nos debe resultar
creíble, porque no podríamos verla si estuviera en nuestras antípodas,
del otro lado de la Tierra. Debe haber un punto donde las cosas que-
den debajo de nuestra línea de visión.  Aquí, la pregunta es si está
antes o después de los seis kilómetros en donde está ubicada la boya.

Por lo tanto, la curvatura terrestre no debe descartarse tan rápido, porque genera dis-
tintas dificultades. El objetivo de este capítulo será reconocer esas dificultades e intentar
superarlas. En principio podemos plantear una pregunta muy sencilla, quizá la pregun-
ta más sencilla:

· ¿qué quiere decir que la boya está a seis kilómetros?

En este caso, nos estamos preguntando, ¿cómo medimos distancias sobre superficies
curvas? En el plano, la distancia entre dos puntos se calcula midiendo la longitud del
segmento que los conecta, y es suficiente con moverse en línea recta de un punto al
otro.  Sin embargo, esto genera un nuevo problema:   

· ¿cuál es el equivalente a moverse en línea recta sobre la esfera?

Con todas esas herramientas estaremos en condiciones de resolver el problema que
planteamos al comienzo del capítulo.

En este capítulo, también veremos las nociones de paralelismo sobre una esfera, y los
problemas que causa la curvatura a la hora de trazar mapas, como así también las prin-
cipales proyecciones utilizadas en su trazado. Si bien estos problemas no tienen relación
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Para tener
en cuenta al
resolver el
problema

Cuando no podemos medir las distancias concretamente porque son demasiado
grandes, por ejemplo la distancia entre la Tierra y la Luna o la distancia entre dos
ciudades de la Tierra, usamos las herramientas  de la trigonometría, como por
ejemplo, el teorema de  Pitágoras o  los teoremas de equivalencias de triángulos,
que valen en un plano esto es, en un espacio llano. Aquí debemos trabajar sobre
una esfera, que no es llana. Por lo tanto, estas herramientas de la  trigonometría
clásica no sirven y debemos desarrollar nuevas adaptadas a la esfera.
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directa con la situación problemática planteada en el comienzo, son aplicaciones clási-
cas de la geometría y la trigonometría esférica útiles desde un punto de vista tanto
práctico (las mapas de la Tierra son esenciales para cualquier viajero) como teórico (los
espacios curvos son fundamentales en física: la teoría de la relatividad general elabora-
da por Albert Einstein al principio del siglo XX afirma que el universo no es llano). 

Como introducción a este tema, consideremos el siguiente problema, variante de uno
muy conocido: un cazador sale de su carpa y ve un oso en dirección sur. Apuntando
con una escopeta al punto donde vio el oso, camina diez pasos en dirección sur, pero
como ahora no lo ve, dobla hacia el oeste y camina otros diez pasos con el caño de la
escopeta descansando sobre el brazo izquierdo (sigue apuntando hacia el sur). Luego,
camina diez pasos en dirección al norte, ahora con la escopeta sobre el hombro apun-
tando hacia atrás. Tras dar esos diez pasos, volvió al punto de partida.

El problema clásico no menciona la escopeta, y pregunta: ¿de qué color era el oso?
Vamos a hacer, en cambio, otra pregunta: cuando llega a la carpa, ¿está la escopeta
apuntando en la misma dirección que cuando salió?1

Veremos más adelante las herramientas necesarias para resolver este problema (ver la
sección sobre la holonomía). Por el momento podemos obtener una idea intuitiva de la
respuesta tomando una pelota para representar la Tierra y un fósforo o una ramita como
escopeta, y reproducir la situación saliendo del punto equivalente al Polo Norte. En este
caso, observaremos que al regresar al punto de partida el fósforo apunta en otra direc-
ción, el ángulo correspondiente al desplazamiento de este a oeste.    

Queremos hacer geometría sobre una esfera, es decir, estudiar figuras formadas con pun-
tos, rectas y círculos, pero sobre la superficie de una esfera. Esta es una geometría que vale
la pena estudiar dado que, es la geometría que describe mejor la superficie de la Tierra. 

77

1 La respuesta al problema clásico es que el oso es blanco, pues sólo cerca del Polo Norte se puede dar esta situación.

En algunas partes de este capítulo utilizaremos conceptos de análisis, tales como la derivada o la
integral. Quienes no hayan estudiado aún estos conceptos no comprenderán determinados resulta-
dos aislados, ya que no existe otra forma de expresarlos, pero no afectará la lectura del capítulo.

Una imagen útil para tener en mente cuando se mencionen en el texto el vector tangente a una curva
o la derivada de la curva, es la siguiente: cuando un móvil está obligado a moverse siguiendo una
curva determinada, y de golpe se lo libera, sale despedido en una recta que es la tangente a la curva
en la cual se desplazaba (después, por supuesto, cambia su dirección por efecto de la gravedad, y
cae). Un ejemplo sencillo es hacer girar una cuerda con una piedra atada en un extremo: cuando la
soltamos, sale en línea recta. Otro ejemplo son los saltos que hacen los motociclistas o los esquiado-
res en una rampa. Y la derivada nos dice la velocidad que lleva el móvil.

5.2. Caminar derecho sobre una esfera
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En los capítulos anteriores trabajamos en el plano o en el espacio.  Debemos empezar
por definir qué es, sobre la esfera, el objeto geométrico más básico después del punto:
la recta. Vamos a analizar qué es esencialmente una recta en el plano, para definir su
análogo sobre una esfera. 

Supongamos que somos un pequeño insecto bidimensional, es decir, que se puede mover
únicamente en el plano.  Podemos avanzar, retroceder, y girar, pero no saltar o elevarnos;
no tenemos siquiera la intuición de que existe la altura. Si comenzamos a movernos,
¿cómo podemos decidir si el camino que estamos siguiendo es una recta? Una posibilidad
sería la siguiente: tendremos la sensación de andar derecho si la dirección de nuestro
movimiento no cambia, es decir, si las direcciones de nuestro movimiento en un instan-
te y en cualquier otro instante posterior son iguales (ver figura 5.3).

Imaginemos ahora la misma experiencia sobre una esfera: somos
el mismo insecto bidimensional caminando sobre la superficie de
una pelota.  Sentimos que caminamos derecho, es decir que el
camino es una recta, si la dirección de nuestro movimiento coin-
cide siempre con la que estamos siguiendo. Una forma
matemática de expresarlo que involucra derivadas (un concepto
que no todos han visto aún), sería decir que estamos caminando
derecho si se anula la derivada del vector que da la dirección de
nuestro movimiento (el vector tangente a la curva que estamos
recorriendo cuando lo derivamos en la direccion de sí mismo);
esto es, que este vector no varía a lo largo de la caminata.

Podemos ver que los caminos derechos son exactamente los círculos máximos o gran-
des círculos, es decir, las curvas que se obtienen como intersección de la esfera con un
plano que pasa por el centro de la esfera (ver la figura 5.4). Llamaremos entonces rec-
tas a estos círculos máximos, y únicamente a ellos.

Observemos que dos rectas (es decir, dos grandes círculos) distintas tienen siempre,
exactamente, dos puntos de intersección diametralmente opuestos (ver la figura 5.5).
Estas son las primeras grandes diferencias entre la geometría esférica y la geometría
plana: mientras en el plano dos rectas paralelas distintas nunca se cortan, dos rectas
sobre una esfera siempre se cortan. Y en el plano, si dos rectas distintas se cortan, lo

F i g u r a  5 . 3

La dirección de las flechas, es decir del movi-
miento, no varia solamente cuando el camino
que estamos  recorriendo es una recta

Definición 2.0.1. Una recta que pasa por dos puntos A y B de una esfera de centro O es por defini-
ción un círculo máximo determinado por A y B, esto es, la curva que se obtiene
como intersección de la esfera con el plano generado por los vectores y .

Ejercicio 1 Probar que si dos puntos de una esfera no son diametralmente opuestos, enton-
ces pasa por ellos exactamente un círculo máximo. Probar que si son
diametralmente opuestos, pasan infinitos círculos máximos (ver la figura 5.5). 
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hacen en un único punto, aquí se cortan dos veces.
Notemos también que por dos puntos diametralmen-
te opuestos pasan una infinidad de rectas, mientras en
el plano por dos puntos distintos pasa una única
recta.

Otra manera de llegar a considerar los círculos máxi-
mos como el análogo sobre la esfera de las rectas de la
geometría plana, es recordar que en el plano una recta
que pasa por dos puntos es el camino más corto entre
estos puntos. Se puede definir una manera de medir
la longitud de una curva sobre una esfera a partir de
la distancia usual del espacio y utilizar ésta para defi-
nir la distancia entre dos puntos. Ocurre que los
círculos máximos son los caminos más cortos para
esta distancia. Para visualizar eso, podemos tomar una
pelota de tenis y pasarle un elástico. El elástico va a
intentar moverse para minimizar su tensión. Si lo
ponemos a lo largo de un círculo máximo, no se va a
mover, pero si lo ponemos según cualquier otro cami-
no sobre la pelota, va a deformarse.

Definimos la distancia d(A,B) entre dos puntos A y
B de una esfera como la longitud de la porción más
chica de un círculo máximo que pasa por A y B
(como demostramos en el ejercicio anterior, este
círculo máximo es único si A y B no son diametral-
mente opuestos -también llamados antipodales-, es
decir si  A y B no son simétricos con respecto al
centro O de la esfera. Por ejemplo, el polo norte y
el polo sur son antipodales, pero Buenos Aires y
Nueva York no). 

Si la esfera tiene radio R y centro O, entonces

d(A,B) = R( , )

donde ( , ) es el ángulo medido en radianes
entre los vectores y . En general, trabajaremos
en la esfera unitaria, tomando R = 1, e identificaremos
la distancia entre A y B con el ángulo ( , ).

Cuando A y B son diametralmente opuestos,
entonces ( , ) = π y obtenemos d(A, B) = πR, es decir, la mitad del perímetro de
un círculo (máximo) de radio R.
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Una recta (AB) obtenida como intersección de la esfe-
ra con el plano generado por los vectores y .
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Dos rectas (AB) y (A’B’) se cortan siempre en dos
puntos C y C’ diametralmente opuestos.

A

R
O

d (A, B)

B

F i g u r a  5 . 6

Distancia entre A y B. El círculo es el círculo máximo,
es decir, la recta que pasa por A y B.

(2.1)
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Observemos que hemos definido una función d, que llamamos distancia, pero no sabemos
aún si verifica las propiedades que se requieren de una distancia. Éstas son las siguientes:

· d(A,B) = d(B,A), es decir, la distancia es simétrica;

· d(A,B) = 0 si y solamente si A = B; y

· d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B), la desigualdad triangular. Esta la veremos más adelante.

Ahora, podemos contestar a la pregunta de la introducción: si estamos a la orilla del
mar, ¿podemos ver una boya situada a 6 km de la
playa? Ya sabemos que el camino más corto para lle-
gar a la boya es el único círculo máximo que pasa por
el lugar donde estamos parados y por la boya.
Consideremos la figura 5.7 donde R = 6.378 km es el
radio aproximado de la Tierra, el punto b = R + 2m
representa nuestros ojos.

Buscamos primero la pendiente a de la recta que repre-
senta nuestro campo visual y las coordenadas (x0, y0) del
punto más lejos que podemos ver. Como este punto per-
tenece a la recta de ecuación y = ax+b y al círculo centrado
en el origen de radio R = 6.378 km, cuya ecuación es:

x2 + y2 = R2,
tenemos que sus coordenadas cumplen simultáneamente

Luego, reemplazando y0, tras desarrollar el cuadrado y agrupar los términos, obtenemos
una ecuación cuadrática

El punto x0 es una raíz de la ecuación cuadrática. Recordemos brevemente que, dada
una ecuación

Ax2 + Bx + C = 0,

y0 = ax0 + b y x20 + y20 = R2.

x20 + (ax0 + b)2 = R2 (1 + a2)x20 + 2abx0 + b2 R2 = 0.

Ejercicio 2 Si consideramos que la Tierra es una esfera de radio R = 6.378 km, ¿cuánto vale
la distancia entre el Polo Norte y el polo sur? ¿Y entre el Polo Norte y una ciu-
dad ubicada en el Ecuador?

R

θ

R

b estamos acá

y=ax+b

el punto más lejos
que podemos very0

x0

F i g u r a  5 . 7

¿Podemos ver la boya?

(2.2)
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sus raíces están dadas por

si B2 −4AC ≥ 0

En particular, ambas raíces son iguales si y sólo si el discriminante Δ = B2 −4AC se anula.

La pendiente a de la recta es tal que esta recta corta en un único punto al círculo, lo
que se traduce matemáticamente en el hecho de que la última ecuación tiene una única
raíz, y su discriminante Δ es nulo:

0 = Δ = (2ab)2 − 4(1 + a2)(b2 − R2)

= 4R2a2 − 4(b2 − R2).

Luego, despejando nos queda

Obtenemos así dos rectas posibles que son simétricas con respecto al eje y. Como el proble-
ma es simétrico con respecto a este eje podemos, sin perder en generalidad, suponer que la
recta que buscamos tiene pendiente a negativa como en la figura  5.7. Luego  tomamos

Volviendo a la ecuación cuadrática, y recordando que el discriminante es nulo, tenemos

Por otro lado, como x0 = Rcos θ, igualamos ambas y nos queda

B ± B2 4AC

2A
,x    =

a = −
b

R

2

− 1.

x0 =
2ab

2(1 + a2)

=
R

b

2

b
b

R

2

1

R 1
R

b

2

.=

a2 =

a2 =

b2 R2

R2

b

R

2

1 a = ±
b

R

2

1.

cos θ = 1−
R

b

2

,
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con lo cual podemos calcular el ángulo como

Estamos en condiciones de calcular el ángulo, ya que conocemos R = 6.378 km y
b = R + 0,002 (suponemos que nuestros ojos están a 2 m de altura). Utilizando una cal-
culadora obtenemos θ ≈ 1,57, con lo cual el punto más lejano que podemos ver está
situado a una distancia aproximada de ( − θ) R = 5,0509 km. Por lo tanto, no pode-
mos ver la boya pues está a 6 km de la orilla.

Para poder calcular las distancias entre dos puntos cualesquiera de la Tierra necesitamos
una manera de ubicarlos con precisión. En el plano utilizamos dos ejes perpendicula-
res, el eje x y el eje y, e indicamos las coordenadas en cada uno. En la esfera es similar,
y lo vamos a hacer usando dos rectas particulares de la Tierra, el Ecuador y el meridia-
no de Greenwich, lo que nos lleva a las nociones de latitud y longitud de un punto.

Ubicar un punto de la Tierra con su latitud θ y longitud , significa ubicarlo con res-
pecto al Ecuador y al meridiano de Greenwich (este último es el segmento que une los
polos y que pasa por el observatorio de Greenwich en Inglaterra). El meridiano de
Greenwich define el este y el oeste. Su simétrico con respecto al centro de la Tierra, es
decir, el segmento que une los polos y pasa por el punto opuesto a Greenwich con res-
pecto al centro de la Tierra, es la línea internacional de cambio de fecha. La elección de
este meridiano como punto de referencia para medir la longitud es arbitraria. De
hecho, hasta 1884 el meridiano de referencia pasaba por París.

Vamos a considerar la Tierra como una esfera de radio
R = 6.378 km. (es una aproximación, pues en realidad
la Tierra es más llana en los polos que en el Ecuador).
Introducimos un sistema de coordenadas x, y, z centrado
en el centro de la Tierra como en la figura 5.8. Por ejem-
plo, el Polo Norte tiene por coordenadas (0, 0, R).

Sea un punto M de la Tierra de coordenadas (x, y, z).
Para determinar su latitud y longitud consideramos la
proyección M’ de M sobre el plano xy. Entonces M’
tiene por coordenadas (x, y, 0). La longitud  de M es
el ángulo entre y el eje Ox es decir entre y
el plano que contiene al meridiano de Greenwich. Su

latitud θ es el ángulo entre y , es decir entre y el plano ecuatorial.
Entonces  ∈ (−π, π) y θ ∈ (−π/2, π/2). La longitud de los polos no puede ser definida.

θ = arc cos 1−
R

b

2

.

π
2

OM' OM'

OM'OM OM

5.3. Latitud y longitud

M’

M

θ

ϕ

y
x

z

Línea internacional
de cambio de fecha

meridiano de
Greenwich

ecuador

F i g u r a  5 . 8

Latitud θ y longitud  de un punto M de la Tierra.
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Así, ubicamos cualquier punto de la Tierra, sin ambigüedad, con su latitud y longitud.  Esto se
traduce, matemáticamente, en que disponemos de una aplicación f : S → (−π/2, π/2) × (−π, π)
que a un punto M de la esfera S, que no sea un polo y que no pertenezca a la línea interna-
cional de cambio de fecha, asocia su par latitud-longitud (θ, ) que llamaremos coordenadas
esféricas de M. No consideramos los puntos M de la línea internacional de cambio de fecha
porque queremos que esta aplicación sea continua, es decir, que si nos estamos acercando a
algún punto de coordenadas (θ, ) con una sucesión de puntos de coordenadas (θ1, 1), . .
. , (θn, n), . . . queremos que las latitudes y longitudes de nuestras sucesivas posiciones sean
aproximaciones cada vez mejores de (θ, ). Esto se escribe de la siguiente forma:  θn → θ y
n → . Si nos acercamos a un punto de la línea internacional de cambio de fecha por el
oeste tenemos n → −π, y por el este, n → π: la longitud salta al cruzar esta línea. Por eso,
consideraremos únicamente puntos de longitud estrictamente entre −π y π.

En la práctica se suele medir la longitud y la latitud en grados, minutos, y segundos.
Por ejemplo, la ciudad de Honolulu tiene por latitud θ = 21°18,3’ (es decir 21 grados
y 18,3 minutos) y longitud  = 157°52,3’.

Por lo tanto, que la latitud y longitud son medidas angulares, no nos sirven para medir
distancias. Una unidad habitual para medir las distancias es la milla náutica (mn), que
se define diciendo que un arco de 1’ de un círculo máximo mide 1 mn. Como π radia-
nes son 180°, tenemos 1’ = π/(60 · 180) ≈ 2,9089 · 10−4 radianes, y luego

1mn = 2,9089 · 10−4R = 2,9089 · 10−4 · 6.378

= 1,8553 km

en vista de la definición de distancia (2.1).

Supongamos que queremos medir la distancia entre dos puntos de misma longitud, digamos entre
un punto A de coordenadas (θA, A) = (30°25’, 40°) y B de coordenadas (θB, B) = (75°10, 40°).
Estos dos puntos pertenecen al mismo meridiano. Luego, la distancia entre ellos vale

θB − θA = 44°45

= 44 · 60’ + 45’

= 2.685’

= 2.685 mn

= 4.981,5 km

83

A

30°25’
75°10’

B
el meridiano al que
pertenecen A y B

F i g u r a  5 . 9
Distancia entre A y B.

Ejercicio 3Probar que las coordenadas (x, y, z) de un punto M de longitud  y latitud θ son

(Rcosθ cos, Rcosθ sen, Rsenθ).

(3.3)

el valor de la milla náutica
depende del lugar de la Tierra
donde estemos (pues la Tierra
no es perfectamente esférica).
Su valor oficial es 1,852 km.
Podríamos tomar 1,85 km
como valor
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Pudimos calcular la distancia entre A y B porque ambos puntos pertenecían al mismo meri-
diano. Podríamos calcular de la misma manera la distancia entre dos puntos del mismo
paralelo, es decir, entre dos puntos de misma latitud. Pero por el momento, el problema de
calcular la distancia entre dos puntos de coordenadas cualesquiera está fuera de nuestro alcan-
ce. Para resolverlo necesitaremos algunos conceptos de trigonometría esférica.

Definimos un triángulo esférico de vértices A,B,C de la misma
manera que se define un triángulo ABC en el plano: conside-
ramos tres puntos A,B,C distintos sobre una esfera (ver la
figura 5.10) y dibujamos las rectas (AB), (AC) y (BC), esto es,
los tres círculos máximos que pasan por cada par de vértices
(están bien definidos y son distintos dos a dos si suponemos
que no hay vértices antipodales y que A,B,C no pertenecen a
la misma recta, lo que supondremos siempre). Obtenemos así
ocho triángulos posibles. De estos ocho candidatos vamos a
guardar únicamente el triángulo tal que los ángulos

pertenecen a (0, π). Un triángulo tal se llama a veces pequeño triángulo. Aunque las fór-
mulas de trigonometría que vamos a ver valen también por cada uno de los otros 7
triángulos posibles, consideraremos únicamente los pequeños triángulos.

Sabemos que en geometría plana existen relaciones entre los lados y los ángulos de un
triángulo. Por ejemplo, en un triángulo cualquiera ABC del plano (ver figura 5.11),
existe el llamado Teorema del Coseno,

y

Queremos ver si existen fórmulas de este tipo para los triángulos
esféricos. Ya sabemos como medir la distancia entre dos puntos
y, por ende, los lados de un triángulo: si usamos nuestra defini-
ción de distancia (2.1) con las notaciones (4.4), obtenemos

a := (
−−→
OB,

−−→
OC), b := (

−→
OA,
−−→
OC), c := (

−→
OA,
−−→
OB) (4.4)

a2 = b2 + c2 − 2bc. cos(Â),

b2 = a2 + c2 − 2ac. cos(B̂),

c2 = a2 + b2 − 2ab. cos(Ĉ),

(4.5)

a

sen(Â)
=

b

sen(B̂)
=

c

sen(Ĉ)
. (4.6)

5.4. Triángulos y trigonometría sobre una esfera

5.4.1. Definición y primeras propiedades

A
B O

C

a b
c

F i g u r a  5 . 10

Un triángulo esférico ABC

A

b

c

aB

CĈ

Â

B̂

F i g u r a  5 . 11

Un triángulo plano  ABC

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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AB = longitud del lado AB = Rc, AC = Rb, BC = Ra,

donde R es el radio de la esfera.

Ahora, ¿cómo definimos los ángulos en los vértices de un triángulo, por ejemplo el ángu-
lo en el vértice A de un triángulo esférico ABC? Muy cerca de A, el círculo máximo que
pasa por A y B es casi llano. La recta que aproxima, de la mejor manera posible, este círcu-
lo máximo en A es la recta tangente a este círculo en A (ver figura 5.12). Las rectas
tangentes en A a los lados AB y AC son distintas y se cortan en A. Luego, definen un plano:
el plano tangente a la esfera en A. Definimos ahora como el ángulo entre estas dos rec-
tas en este plano (ver figura 5.13). Definimos de la misma manera los ángulos y
correspondientes a los vértices B y C del triángulo ABC.

Probaremos las siguientes relaciones, que son las relaciones análogas a (4.5) y (4.6) en geo-
metría esférica. Se las suele llamar las relaciones fundamentales de la geometría esférica:

Vamos a probar estas fórmulas de  manera  geométrica. La prueba es un poco larga pero
sencilla. Luego veremos una demostración analítica.

Â

Â
CB

85

recta tangente en A al círculo

O

A

B

F i g u r a  5 . 1 2

AÂ
C

B

recta tangente
a (AB) en A

recta tangente
a (AC) en A

F i g u r a  5 . 1 3

La recta tangente en A al círculo máximo que pasa por
A y B es la recta perpendicular  a (OA) que pasa por A.

El ángulo Â es por definición el ángulo entre las rec-
tas tangentes en A a las rectas (AB) y (AC).

Proposición 4.1.1.Si ABC es un triángulo sobre una esfera de radio R arbitrario, entonces

y

donde los ángulos a, b, c están definidos en (4.4).

(4.7)

(4.8)
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Demostración Podemos suponer R = 1, pues una dilatación de centro O (el centro de la esfera) y
factor 1/R transforma a la esfera de radio R en una de radio 1, y al triángulo origi-
nal en uno nuevo con los mismos ángulos , , y a, b, c.

Supongamos primero que ABC tiene un ángulo recto en C y que los lados a y b
miden menos de π/2. Consideremos el plano perpendicular a OA que pasa por B.
Llamamos E y D los puntos de intersección de este plano con las rectas (OA) y OC
respectivamente (ver figura 5.14). En el triángulo BDE rectángulo en D tenemos

En BDO rectángulo en D,

En BOE rectángulo en E,

En DEO rectángulo en E,

Luego, como supusimos = y en particular cos( ) = 0, sen( ) = 1, tenemos

Introduciendo el plano ortogonal a (OB) que pasa por A, probamos de la misma
manera que

Supongamos ahora que a ≥ π/2, y
consideremos el punto de intersec-
ción B’ de las rectas (AB) y (CB) (ver
figura 5.15), es decir B’ es el punto
antipodal de B. Como d(B,B’) = π
(recordar que supusimos R = 1), tene-
mos d(B� ,C) < π/2.

(4.9)

A

D

E
b

b

c

a

a

B

O C

Â

B̂

F i g u r a  5 . 14

Demostración de las relaciones fundamentales.

A

a

π-a B

B’

C

F i g u r a  5 . 1 5

Demostración de las relaciones fundamentales.
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Nos queda el caso a, b ≥ π/2:

Necesitaremos la siguiente relación en la próxima y última etapa de la prueba:

Supongamos ahora que ABC es un triángulo cualquiera e introduzcamos la recta ortogo-
nal al lado AB que pasa por C. Esta recta corta AB en D. Llamamos m la distancia entre
A y D, h la distancia entre C y D. En cada triángulo ADC y CDB rectángulo en D pode-
mos aplicar el caso anterior. Por un lado en ACD y en BCD tenemos respectivamente

y por lo tanto

Por otro lado en BCD,

y en ACD,

sen(h)

sen(Â)
= sen(b), y

sen(h)

sen(B̂)
= sen(a),

sen(a)

sen(Â)
=
sen(b)

sen(B̂)
.

cos(a) = cos(h) cos(c m)

= cos(h) cos(m c)

= cos(h) cos(m) cos(c) + cos(h)sen(m)sen(c),

cos(b) = cos(h) cos(m),

sen(m) = tg(h) cot(Â) por el ejercicio 6

87

Ejercicio 4Aplicar (4.9) en AB’C y usar que sen(π − θ) = sen(θ) para todo θ para deducir que
(4.9) vale también en ABC con a ≥ π/2.

Ejercicio 5Inspirarse en el ejercicio anterior para probar que (4.9) vale también en ABC
con a, b ≥ π/2.

A

a

h

m

b

c

B

C

D

F i g u r a  5 . 1 6

Demostración de
las relaciones
fundamentales.

Ejercicio 6Probar que sen(b) = tg(a) cot(Â).
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Entonces

Como obtenemos finalmente

Veamos una prueba analítica de las primeras relaciones fundamentales. Para esto, se
requieren nociones de métodos vectoriales, tales como la relación entre el producto
interno de dos vectores y el ángulo que forman, que definiremos a continuación.  Si
bien puede evitarse su lectura, es un buen ejemplo de las ventajas de los métodos ana-
líticos por su brevedad. En este caso, introduciremos los elementos imprescindibles
para que se pueda seguir la demostración.  

Dados los vectores = (a1, b1, c1) y = (a2, b2, c2) (donde (a1, b1, c1) y (a2, b2, c2)
son las coordenadas de los puntos A y B), definimos su producto interno como

El coseno del ángulo α entre ambos es

Obsérvese que si dos vectores son ortogonales, como cos(π/2) = 0, el producto interno
entre ellos es nulo. Además, es la longitud del vector .

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) cos(Â)sen(c).

−→
OA

−−→
OB

−→
OA ·

−−→
OB = a1 · a2 + b1 · b2 + c1 · c2.

cos(α) =

−→
OA ·

−−→
OB

−→
OA ·

−→
OA

−−→
OB ·

−−→
OB

.

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(c)sen(h) cot(Â).

sen(h)

sen(Â)
= sen(b)

−→
OA

−→
OA ·

−→
OA = OA

Demostración Consideremos la figura 5.17. La idea de la prueba consiste en calcular de dos maneras dis-
tintas el producto interno . .

Por un lado, por definición del producto interno,

porque los puntos B y C pertenecen a la esfe-
ra de radio R centrado en O. Por otro lado,
introduciendo los puntos P, Q en el segmento
(OA) tales que sean perpendiculares

A PQ

b

ca

B

O

C

QQ

F i g u r a  5 . 1 7

Otra prueba de las relaciones fundamentales.

(4.10)
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Intuitivamente, podemos decir que una porción pequeña de una esfera es muy pareci-
da a un plano. Luego, podemos preguntarnos si las relaciones fundamentales de la
geometría esférica no darían alguna relación de la geometría plana, cuando se conside-
ra triángulos de lados muy chiquitos. Entonces, supongamos que a, b, c son muy
pequeños. Debemos saber cómo se comportan  cos(x) y sen(x) por x chico. Vimos que

cuando |x| es chico. Se puede comprobar gráficamente en las figuras 5.18 y 5.19.

cos(x) ≈ 1−
x2

2
y sen(x) ≈ x (4.11)

89

Demostraciónlo que implica, en particular, que , tenemos

El ángulo ( , ) es exactamente Â porque la recta (PB) (resp. (QC)) es paralela a la tan-
gente al lado AB (resp. AC) en A y ambas pertenecen al plano BOA (resp. COA). Además
cos( , ) = cos(0) = 1. Luego

En el triángulo POB rectángulo en P con = c, se tiene que OP = OB. cos(c) = Rcos(c)
y PB = Rsen(c). De la misma manera, obtenemos considerando el triángulo OQC que
OQ = Rcos(b) y QC = Rsen(c). Luego

Igualando con (4.10) y dividiendo por R2, obtenemos la primera relación en (4.7). Las
demás, se demuestran de la misma manera.

−1 −0.5 0 0.5 1
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

F i g u r a  5 . 1 8

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F i g u r a  5 . 19

Los gráficos de cos(x) (en azul) y (en rojo) coin-
ciden más y más al acercarse de 0

Los gráficos de sen(x) (en azul) y x (en rojo) coinciden
más y más al acercarse de 0.

(4.11)
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Una consecuencia de las relaciones fundamentales es la validez de la desigualdad trian-
gular para la distancia definida por (2.1):

Ahora, podemos usar las relaciones fundamentales para calcular la distancia entre dos pun-
tos de la Tierra. Por ejemplo, si queremos calcular la distancia entre Honolulu (lat:
21°18,3’, long: 157°52,3’) y San Francisco (lat: 37°47,5’, long: 122°25,7’), consideraremos
el triángulo cuyos vértices son el Polo Norte y estas dos ciudades (ver figura 5.20). Tenemos

a = 90 37 47,5
= 52 12,5
= 0,9112 rad

b = 90 21 18,3

= 1
= 68 41,7

, 199 rad

Ĉ = 157 52,3 122 25,7
= 35 26,6
= 0,6186 rad.

Ejercicio 7 Usar las aproximaciones (4.11) para mostrar que se puede considerar las relaciones
fundamentales de la geometría plana (4.5) como un caso límite de las relaciones
fundamentales de la geometría esférica cuando se toma triángulos esféricos de
lados muy chicos.

Proposición 4.1.6 Para todo triángulo ABC

Demostración Como a, b, c ∈ (0, π), tenemos sen(b) sen(c) ≠ 0, podemos reescribir la primera rela-
ción fundamental como

Como −1 < cos(Â) < 1 (pues Â ∈ (0, π)), obtenemos

cos(b) cos(c) − sen(b) sen(c) < cos(a) < cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c)

es decir,

cos(b + c) < cos(a) < cos(b - c).

Si b+c ∈ (0, π) la primera desigualdad da a < b +c (pues el coseno es decreciente en
(0, π)). Como a < π, vale también a < b + c, si b + c ∈ (π, 2π). Por otro lado, si b + c ∈
(π, 2π), la primera desigualdad implica que a < 2π − (b + c), esto es, a + b + c < 2π.

Si b + c ∈ (0, π) esta desigualdad vale trivialmente, pues a ∈ (0, π). Finalmente, la
segunda desigualdad da a > |b − c|.
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Luego

y

Entonces, la distancia entre Honolulu y San Francisco es de
2.080,1 mn = 3.859,2 km.

Sabemos que la suma de los ángulos de un triángulo plano vale
π cualquiera sea el triángulo, y que su área está determinada por
sus ángulos y uno de sus lados, es decir, dilatando un triángulo
dado en el plano, podemos obtener triángulos con los mismos
ángulos que el triángulo de inicio, pero con cualquier área. La
situación es completamente distinta en el caso de los triángulos
esféricos. Podemos ver, por ejemplo, en la figura 5.21, un trián-
gulo cuyos ángulos y son rectos cualquiera sea Â. Luego, la
suma de sus ángulos es mayor que 2π y no es un número fijo
(basta variar Â). Veremos que, en general, la suma de los ángu-
los de un triángulo esférico es un número entre π y 3π y que su
área2 depende únicamente de esta suma.

El resultado, conocido como teorema de Girard sobre el área de un triángulo esférico,
es el siguiente:

c = arc cos(0,8225) = 0,6051 rad

= 34,6689 pues = 180

= 34 40,134 pues 1 = 60

= 2.080, 1 = 2080, 1 mn acituánallimednóicinedrop

= 3.859,2 km por (3.3).

cos(c) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b) cos(Ĉ
= 0

)
,8225

CB
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A

San Francisco Honolulu

a
b

c

B

C

F i g u r a  5 . 2 0

¿Cómo calcular la distancia entre Honolulu y
San Francisco?

A

B C

F i g u r a  5 . 2 1

Un triángulo esférico cuyo ángulos suman
más de 2π.

5.4.2. Área de un triángulo esférico y suma de sus ángulos

2 Ubicando un punto de una esfera usando su latitud y longitud, es decir usando sus coordenadas esféricas (ver figura
5.8), podemos definir el área de una parte A de la esfera por

Por ejemplo, el área del cuarto de esfera A = {(, ), 0 ≤  ≤ π/2,0 ≤  ≤ π}, vale

TeoremaEl área del triángulo esférico ABC sobre una esfera de radio R vale
(4.13)

(4.12)
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La fórmula (4.13) puede generalizarse a polígonos esféricos de n lados exactamente
como en el plano.

Veamos una demostración geométrica del Teorema de
Girard basada en calcular el área de partes de la esfera llama-
das lunas. Una luna es una de las cuatro partes de la esfera
delimitadas por dos círculos máximos (ver figura 5.22). Por
ejemplo, la esfera es la luna de ángulo 2π, una media-esfera
es una luna de ángulo π.

Llamamos (α) al área de una luna de ángulo α ∈ [0, 2π].

Ejercicio 9 Consideremos un polígono esférico Pn con n ≥ 3 lados sobre una esfera de radio
R. Suponemos Pn convexo (es decir el segmento que une dos puntos del interior
de Pn está totalmente incluido en el interior de Pn). Probar que

área(Pn) = (Â1 + · · · + Ân − (n − 2)π)R2

donde A1, . . . ,An son los vértices de Pn. Sugerencia: hacer como en la
demostración del primer capítulo.

A

Â

A’

F i g u r a  5 . 2 2

Una luna de ángulo Â y vértice A

Proposición 4.2.3 Se tiene

(α) = 2αR2.

Demostración La propiedad fundamental del área es: el área de una unión de dos conjuntos cuya
intersección es vacía (es decir que no se encuentran, no tienen ningún elemento
en común) es la suma de las áreas de cada uno. Luego,

(α1 + α2) = (α1) + (α2).

Dividimos la esfera en p ∈ N lunas, cada una de ángulo y, por lo tanto, de igual
área (ver figura 5.23).

Como el área de una esfera de radio R vale 4πR2, obtenemos

i.e.

Ejercicio 8 ¿En qué medida podemos ver el resultado, según el cual la suma de los ángulos
de un triángulo plano vale 2π como un caso límite de esta fórmula?
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Podemos probar ahora la fórmula de Girard sobre el área de un triángulo esférico:

93

DemostraciónDado q ∈ N, q ≤ p, obtenemos de ahí que

Como p y q pueden ser cualquier par de
números enteros, hemos demostrado la fór-
mula para todo α racional. Como  es
continua, esto es, si (αn) es una sucesión que
se aproxima a α, entonces (αn) → (α).
Ahora, obtenemos la fórmula para todo α real,
aproximando un número irracional por una sucesión de números racionales.

F i g u r a  5 . 2 3

Dividimos la esfera en lunas de igual ángulo y con
los mismos vértices, por ejemplo, los polos norte y
sur. Miramos la esfera desde uno de estos vértices.

Ejercicio 10Mostrar la fórmula del área de una luna usando (4.12).
Sugerencia: Describir la luna en coordenadas esféricas:

luna = {(, ), 0 ≤  ≤ 1, 0 ≤  ≤  1}
con 0, 1, 0, 1 a determinar.

Demostración
del teorema 1

Sea T un triángulo esférico de vértices A, B, C. Llamamos LA, LB, LC a las lunas de
vértice A, B, C respectivamente (y vértices opuestos A’, B’, C’respectivamente) que
contienen T (ver figura 5.24).

La unión de estas tres lunas es la unión del triángulo A’B’C’con la semiesfera deter-
minada por el círculo máximo que pasa por A y B que contiene a T. Podemos notar,
que haciendo la unión de LA y LB, tomamos dos veces T.

Los triángulos ABC y A’B’C’son imagen uno del otro por la simetría de centro O, el cen-
tro de la esfera, pues los tres círculos máximos son globalmente invariantes por esta
simetría, y luego la imagen de A (resp. B, C) es A’(resp. B’, C’) y la imagen del lado AB
(resp. AC, BC) es el lado A’B’(resp. A’C’, B’C’). En particular, los triángulos ABC y A’B’C’
tienen igual área. Entonces

área(LA∪ LB∪ LC) = área(media esfera) + área(T ) + área(T’)

= área(media esfera) + 2.área(T)

Como una esfera de radio R tiene área 4πR2, y

área(LA∪ LB∪ LC) = área(LA) + área(LB) + área(LC)

= 2( + +  )R2,

obtenemos el resultado.

A

B

C
A’

C’

B’

F i g u r a  5 . 2 4

El triángulo ABC y las tres lunas LA, LB, LC
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Si reescribimos la fórmula de Girard como

y observamos que el área del triángulo pequeño ABC, que puede ser incluido en una
hemisferio por ser pequeño, es por un lado, un número positivo y por otro lado, infe-
rior al área de una semiesfera que es 2πR2, obtenemos

Vamos a usar el teorema de Girard para probar la conocida fórmula de L.Euler, que
veremos en más detalle en el capítulo 7   sobre los polígonos (ver el capítulo 7 para otra
demostración). Consideremos un polígono cualquiera, y llamemos F, E, V a la canti-
dad de caras, aristas y vértices, respectivamente. La fórmula es la siguiente:

V − E + F = 2.

Por ejemplo, un cubo tiene F = 6 caras, E = 12 aristas y
V = 8 vértices. Luego V − E + F = 6 − 12 + 8

= 2.

Para probar esta fórmula, consideremos un punto O adentro
del polígono  , y una esfera centrada en O de radio R bas-
tante grande para que contenga . Ahora, proyectamos 
sobre la esfera de la siguiente manera: a cada punto P de 
le asociamos el punto de intersección de la esfera con la
semirecta [OP] (ver figura 5.25).

Las caras de  se transforman en F polígonos esféricos P1, . . . PF . Aplicamos la fórmu-
la de Girard en cada uno (recuerde el ejercicio 4.2.2):

Ahora sumamos sobre los F polígonos Pi:

Â+ B̂ + Ĉ =
area(ABC)

R2
+

edsolugnásoledamus Pi =
area de Pi

R2
+ (cantidad de lados de Pi 2)

Corolario 4.2.5 La suma de los ángulos de un triángulo esférico pequeño es un número entre π y 3π.

5.4.3. Aplicación de la fórmula de Euler para los polígonos

(4.14)

F i g u r a  5 . 2 5

Proyección (en rojo) de un polígono (en azul)
sobre una esfera.

Ejercicio 11 Probar que una arista de  se transforma en una porción de círculo máximo, y
también que cada cara se transforma en un polígono esférico.
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Examinemos cada término:

· si sumamos los ángulos de los Pi , no según los polígonos sino según los vérti-
ces, vemos que en cada vértice sumamos todos los ángulos que salen de este
vértice. Como esta suma vale 2π, el miembro de izquierda vale 2πV ;

· los Pi cubren totalmente la esfera. Luego, la suma de sus áreas es igual al área de
la esfera que vale 4πR2. El primer término del miembro de la derecha vale 4π;

· cada lado de cualquiera de los polígonos Pi, que corresponde a una de las E
aristas de , pertenece a dos polígonos esféricos, entonces está contado dos
veces en la suma: (cantidad de lados de los Pi = 2E).

Obtenemos entonces

2πV = 4π + π(2E − 2F)

que es exactamente la fórmula (4.14).

El famoso quinto postulado de Euclides afirma que: 

Sean las rectas D y D’ y la transversal las corta formando los
ángulos y con + < π (ver figura 5.26), entonces D y
D’ se cortan.

Un enunciado equivalente, hallado por el matemático J.
Playfair en el siglo XIX, es el siguiente:

F
i=1

BÂBÂ

5.5. Paralelismo sobre la esfera

E1Si dos líneas cruzan una tercera de tal manera que la suma de los ángulos interio-
res en un lado es menor de dos ángulos rectos, entonces las dos líneas deben
cruzarse una a la otra de ese lado, prolongadas lo suficiente.

A
A+B<

B

<

< <

<

D'

D

π

F i g u r a  5 . 2 6
El 5to postulado de Euclides.

soledsolugnásoledamus Pi =
suma de las areas de los Pi

R2
+

F

i=1

(cantidad de lados de los Pi 2F ).

E2Por un punto pasa una única recta paralela a una recta dada, que no contiene
a este punto.
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Muchos intentaron, sin éxito, deducir este postulado de los demás axiomas de Euclides.
Hasta que en el siglo XIX, algunos matemáticos como Gauss, Lobatchevski, Bolyai se
preguntaron qué pasaría si este postulado fuese falso sin tocar los demás axiomas de
Euclides. Lejos de encontrar una contradicción, que hubiera surgido si este quinto pos-
tulado fuese consecuencia de los demás axiomas como se suponía hasta entonces,
desarrollaron otras geometrías, las llamadas geometrías no-euclidianas, entre ellas la
geometría esférica, la hiperbólica y, más generalmente, las geometrías riemanianas (que
se usan, por ejemplo, en la famosa teoría de la relatividad general de Einstein).

Vamos a estudiar los dos enunciados E1 y E2 en el marco de la geometría esférica. Una
primera observación es que E1 vale siempre sobre una esfera, porque dos rectas de la
esfera se cortan siempre (en exactamente dos puntos antipodales). Ahora, para estudiar
E2 debemos aclarar primero la noción de paralelismo sobre la esfera, esto es, definir
cuándo dos rectas (o sea, dos círculos máximos) son paralelas. De la misma manera que
al principio de este capítulo, primero vamos  a examinar con cuidado esta noción en el
plano, para después intentar definirla sobre la esfera.

Generalmente, se dice que dos rectas en el plano son paralelas si nunca se cortan o, de
manera equivalente, si la distancia entre ambas se mantiene constante. El problema es
que no podemos usar ninguna de estas dos propiedades para definir el paralelismo sobre
una esfera, porque allí dos rectas cualesquiera se cortan siempre y la distancia entre ellas
no es constante.

Una tercera definición que va a resultar más conveniente es
la siguiente: dos rectas D y D’ en el plano son paralelas si for-
man el mismo ángulo con respecto a una tercera recta D’’
que corta ambas (ver la figura 5.27). Luego, para dibujar
una paralela a D debemos mover, deslizar D a lo largo de D’’
de manera que el ángulo entre D y D’’, o mejor dicho entre
dos vectores y dirigiendo D y D’’ respectivamente, se
mantenga constante a lo largo del desplazamiento. Deslizar

a lo largo de D’’ de esta manera, se llama hacer el transpor-
te paralelo de a lo largo de D’’. También decimos que D’ es el transporte paralelo de
D a lo largo de D’’ y viceversa.

Una propiedad importante del transporte paralelo en el plano es que no depende de la
recta D’’ que usamos para desplazar D:

Para resolver este ejercicio tuvimos que usar que la suma de los ángulos de un triángulo plano
vale siempre π. La recíproca vale también.

5.5.1. Transporte paralelo en el plano

D

D''

u

v

D'

u

v

F i g u r a  5 . 2 7
El transporte paralelo de D a lo largo de D’.

Ejercicio 12 En la figura 5.28 probar que el ángulo x es igual a .
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Finalmente, podemos decir que dos rectas en el
plano son paralelas, si una es el transporte para-
lelo de la otra a lo largo de una (y entonces
cualquiera) tercera recta que las corta.

La idea del transporte paralelo de un vector a lo largo de una
recta en el plano puede usarse para definir el transporte para-
lelo de un vector tangente a la esfera a lo largo de una recta de
la esfera: deslizamos un vector tangente a lo largo de una
recta de la esfera de manera que el angulo entre y el vector
tangente a la recta (su vector velocidad) se mantenga cons-
tante. Si utilizamos conocimientos de derivadas, otra forma
de decirlo, es que lo desplazamos de manera que la derivada
de en la direccion de sea nula a lo largo del desplazamien-
to (ver figura 5.29)." 

Entonces, podemos hacer el transporte paralelo de una recta de la esfera a lo largo de
otra aplicando esta idea. Vimos recién que la noción de transporte paralelo en el plano
llevaba a la noción de paralelismo, porque el resultado del transpor-
te paralelo no dependía de la recta que usábamos para deslizar y que
eso se debía a que la suma de los ángulos de un triángulo cualquiera
del plano vale π. Ahora sabemos, por el teorema de Girard, que la
suma de los ángulos de un triángulo esférico no es constante. Luego,
podemos sospechar que el transporte paralelo sobre la esfera va
depender de la recta usada para deslizar, lo que podemos comprobar
en la figura 5.30 donde D’ (resp. D’’’’) es el transporte paralelo de D
a lo largo de D’’ (resp. D’’’). Más precisamente se puede mostrar que
dos rectas D y D’ son paralelas a lo largo de D’’ si y solamente si D’’
es la única recta que corta ortogonalmente D y D’ (es decir D’’ es el
eje de simetría de la luna definida por D y D’).

En conclusión, no podemos decir que dos rectas de la esfera son paralelas, sino única-
mente que una es el transporte paralelo de la otra a lo largo de tal recta.

Ahora, podemos discutir la validez del enunciado E2. Por lo que vimos, no podemos
definir la noción de paralelismo sobre la esfera, sino únicamente la de transporte para-
lelo. Por lo tanto, E2 stricto sensu es falso. Pero si reescribimos E2 como

97

Ejercicio 13Si en la situación de la figura 5.28, el ángulo
x es igual a , entonces la suma de los ángu-
los de cualquier triángulo plano vale π.

A

A

B

x

F i g u r a  5 . 2 8

El transporte paralelo no depende de la recta
que usamos para desplazar.

5.5.2. Transporte paralelo sobre la esfera

v

v

vv

u
u

u

u

F i g u r a  5 . 2 9
El transporte paralelo de a lo largo de .

D

D'

D''

D'''

D''''

F i g u r a  5 . 3 0

El resultado del transporte paralelo
depende de la recta usada.
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Obtenemos, en vista del último ejercicio, que existe un número infinito de rectas que pasan por
el punto y que son el transporte paralelo de la recta dada, pues por el punto pasa un número
infinito de rectas y cada una es el transporte paralelo de la recta dada según una cierta otra recta.

En conclusión, el quinto postulado de Euclides, E1 o E2, puede ser verdadero o falso
según si consideramos la versión E1 o E2, que son equivalentes en el plano pero no sobre
la esfera, y lo que entendemos por “paralelismo”.

En la siguiente sección introducimos la noción de holonomía, que muestra que la
imposibilidad de definir el paralelismo se debe a la “curvatura” de la esfera.

Consideremos un triángulo ABC en el plano y un vector con base en A. Si hacemos el
transporte paralelo de este vector sucesivamente a lo largo de [AB], [BC] y [BA] (ver
figura 5.31), observamos que el vector obtenido después de estos tres transportes para-
lelos sucesivos coincide con el vector original. Luego el ángulo entre ambos vectores,
que se llama holonomía H(ABC) de ABC, es nulo.

Ahora, hacemos lo mismo con un triángulo esférico ABC (ver figura 5.32). Esta vez el
vector obtenido después de los tres transportes paralelos hace un ángulo non nulo
H(ABC) con el vector original. Pero ocurre que H(ABC) no depende del vector que
desplazamos, sino únicamente de los ángulos del triángulo:

Decimos que H(ABC) es la holonomía del triángulo ABC. 

Usando la fórmula de Girard podemos expresar la holonomía de ABC en función de
su área y del radio R de la esfera:

Por otro lado, vimos que la holonomía de un triángulo en el plano es nula. Como el
miembro derecho de (5.15) se achica más y más a medida que R crece, es decir, como
la holonomía de un triángulo esférico se acerca más y más a la holonomía de un trián-

H(ABC) =
area(ABC)

R2
. (5.15)

E2’ Por un punto pasa una recta que es el transporte paralelo de una recta dada que
no contiene al punto.

5.5.3. Holonomía

Ejercicio 14 Escribiendo que H = π − u’’ + Â – u, y encontrando una relación entre u y u’ por
un lado y u’ y u’’ por otro lado, probar que

(5.15)
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gulo plano cuando
R crece, obtenemos
de nuevo el plano
como caso límite
de una esfera de
radio “infinito”.
Entonces 1/R2 mide
cuán lejos está un
esfera del plano.
Decimos que 1/R2

es la curvatura de
Gauss de una esfera de radio R, y “0” la curvatura del plano.

Una consecuencia del “teorema egregium” de Gauss dice que: si existiera una función entre
la esfera y el plano que guardara las distancias (es decir la distancia entre dos puntos de la
esfera es igual a la distancia, en el plano, de los puntos del plano que les corresponden por
esta función), entonces la esfera y el plano deberían tener la misma curvatura de Gauss, lo
que es falso. Luego, no existe tal aplicación. En particular, no existen mapas de la Tierra,
una esfera, sin distorsión.

El problema que queremos abordar en esta última parte es representar la Tierra con
mapas. El problema que surge es que, como vimos recién, un mapa perfecto sin distor-
sión no existe. Un mapa que preserve las distancias no existe porque la Tierra es curva
y el mapa es llano. Luego, lo mejor que se puede hacer es diseñar mapas preservando
algunas propiedades con la medida de los ángulos, un tal mapa se califica de conforme,
o que preserve las áreas, o que no deforme demasiado algunas zonas.

Matemáticamente, un mapa o proyección es una aplicación P de la esfera de radio R en el
plano R2 , que a un punto de coordenadas esféricas (θ, ) le asocia un punto (x, y) de R2

donde x, y son funciones de θ y : x = x(θ, ), y = y(θ, ). El siguiente teorema, que no
vamos a probar, da una condición necesaria y suficiente para que P conserve el área por un
lado y los ángulos por otro lado, e involucra las derivadas de la transformación:
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A
B

C  

F i g u r a  5 . 3 1

Transporte paralelo de un vector a lo largo de
los lados de un triángulo plano.

A

A

C

Cu

u
u

uu'

u'

u'
u'

u''

u''

u''

u''

H

B

B

F i g u r a  5 . 3 2

Transporte paralelo de un vector a lo largo de
los lados de un triángulo esférico.

5.6. Mapas de la Tierra o cómo volver llana una esfera

Teorema 2Consideremos
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El criterio (6.16) es una simple consecuencia del teorema de cambio de variable por
funciones de varias variables.

Vamos a examinar ahora tres proyecciones distintas: la proyección estereográfica, la
cilíndrica y la de Mercator.

Dado un punto M de la esfera distinto del Polo Norte N, consideramos la recta que
pasa por N y M. Esta recta corta el plano ecuatorial xy en un punto M’ (ver figura 5.33).
La aplicación M ∈ S → M’ ∈ R2 se llama proyección estereográfica.

Teorema 2 1. La proyección P conserva las áreas, si y solamente si

para todo (θ,) ∈ (−π/2, π/2) × (−π, π).

2. La proyección P conserva los ángulos, si y solamente si C = 0, y existe una fun-
ción D(θ,) > 0 continua tal que

A = R2D, B = R2 cos2(θ)D

para todo (θ,) ∈ (−π/2, π/2) × (−π, π).

(6.16)

(6.17)

5.6.1. Proyección estereográfica

M

N

z

x
y

M'

F i g u r a  5 . 3 3
Proyección estereográfica del punto M.

Ejercicio 15 Si M tiene por coordenadas esféricas (θ, 𝜑), mostrar que las coordenadas
de M’ en R2 son

(¿Por qué 1 − sen(θ) ≠ 0?)

Ejercicio 16 ¿Cuál es la imagen de un meridiano? ¿Y de un paralelo? (ver figura 5.34)

N

F i g u r a  5 . 3 4
Proyección estereográfica de un meridiano y un paralelo.
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Vamos a ver que la proyección estereográfica conserva los ángulos. Ya lo podemos com-
probar con los meridianos y paralelos, pues un paralelo cualquiera y un meridiano
cualquiera son ortogonales y sus imágenes respectivas son un círculo y una recta que es
su diámetro, y por lo tanto, se cortan también ortogonalmente. Para probar que esta
proyección conserva los ángulos en general, basta verificar que (6.17) se cumple.
Tenemos

Luego, usando cos2(θ) + sen2(θ) = 1 por todo θ, obtenemos

Entonces, obtenemos (6.17) con .

En cambio, la proyección estereográfica no conserva el área, pues (6.16) no se cumple
para todo θ, :

Pero si θ ≈ 0, es decir cerca del Ecuador, entonces sen(θ) ≈ 0, luego  AB − C2 es casi cos2(θ).
Por lo tanto, esta proyección es bastante fiel a la realidad cerca del Ecuador.

Si en lugar de proyectar sobre el plano ecuatorial, proyectamos sobre el plano paralelo
al plano ecuatorial que pasa por el polo sur obtenemos una buena carta de la Antártida.
Si nos interesa otra región de la Tierra, giramos la esfera hasta que coincidan esta región
con el polo sur (0, 0,−1) y luego proyectamos.

La proyección cilíndrica consiste en llevar de
alguna manera una esfera sobre un cilindro.
Consideremos un cilindro tangente a la esfera
(ver figura 5.35). Llamamos M’’ la proyección de
M sobre el eje de simetría del cilindro, y luego
llamamos M’ el punto de intersección de [M’’,M)
con el cilindro (ver figura 5.35). Así, obtenemos
así una aplicación M → M’ de la esfera en el
cilindro. Finalmente, cortamos el cilindro según

∂x

∂θ
=

R

1− sen(θ)
cos(ϕ),

∂x

∂ϕ
= −

R cos(θ)

1− sen(θ)
sen(ϕ)

∂y

∂θ
=

R

1− sen(θ)
sen(ϕ),

∂y

∂ϕ
=

R cos(θ)

1− sen(θ)
cos(ϕ)

A =
R

1− sen(θ)

2

, B =
R cos(θ)

1− sen(θ)

2

, C = 0.

D = R
1−sen(θ)

2

AB C2 =
R

R
1 sen( )

4
4

cos ( )2 = cos ( )2 = 0.
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5.6.2. Proyección cilíndrica

-R

-R

M'
MM''

cortamos el cilíndro
según esta línea

R

M'

x

y

F i g u r a  5 . 3 5
Proyección cilíndrica.
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la recta  = π y lo aplanamos. La proyección cilíndrica es la aplicación PC : M → M’,
con el punto M’ en el plano. Si tomamos coordenadas x, y en el plano cuyo centro
corresponde al punto (θ = π/2,  = 0) de la esfera,

Esta proyección tiene la ventaja de conservar las áreas. Para probarlo, basta verificar que
(6.16) se cumple. Se tiene que

Luego,

y (6.16) sigue.

Ahora, queremos modificar la proyección cilíndrica para obtener una proyección que
conserve los ángulos. Seguimos tomando x(θ, ) = R y buscamos y tal que:

1. y sea una función de θ ; es decir ,

2. y(θ) > 0 si θ > 0 y y(0) = 0, y

3. se cumpla (6.17).

Como

obtenemos que (6.17) se cumple si y solamente si existe una función D(θ, ) tal que:

∂x

∂θ
= 0,

∂x

∂ϕ
= R,

∂y

∂θ
= R cos(θ),

∂y

∂ϕ
= 0.

A = R2 cos ( )2 , B = R2, C = 0.

∂y
∂ϕ
= 0

A = y (θ)2, B = R2, C = 0,

A = y ( )2

= R2D,

B = R2

= R2 cos ( )2 D.

Ejercicio 17 Probar que la aplicación PC : M = (θ, 𝜑)M’ = (x, y) viene dada por

5.6.3. Proyección de Mercator
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De la segunda ecuación sacamos D(θ, ) = 1/ cos(θ)2. Obtenemos de la primera que

Se puede resolver esta ecuación. Obtenemos 

Definimos entonces la proyección de Mercator (de Gerardus Mercator que la halló
en 1569) como

Se puede ver el gráfico de y(θ) y la función identidad en la figura 5.36. Observe como
y(θ) se parece más y más a la identidad al acercarse de θ= 0 y como en cambio toma
valores más y más grandes al acercarse de : podemos pensar que la pro-
yección de Mercates será bastante fiel a la realidad cerca del Ecuador pero la
distorsionará mucho cerca de los polos. Veámoslo teóricamente: la proyección de
Mercator conserva los ángulos por construcción pero no las áreas pues

y luego la condición (6.16) no se cumple. Pero cuando θ ≈ 0, es decir cerca del Ecuador,
(6.16) se cumple aproximadamente pues cos(θ) ≈ 1. Entonces cerca del Ecuador la pro-
yección de Mercator conserva los ángulos y también las áreas de manera aproximada:
es una mapa bastante buena cerca del Ecuador. El ejercicio siguiente da una propiedad
útil para la navegación de esta proyección:

y ( ) =
R

cos( )
con y(0) = 0.

y(θ) = R ln tg
π

4
+

θ

2
.

(θ, ϕ)→ Rϕ,R ln tg
π

4
+
θ

2
.

√
AB =

R2

cos(θ)
= R2 cos(θ)

±π2 ≈ ±1,57
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Ejercicio 18¿Cuál es la imagen de un meridiano {𝜑 = 𝜑0}? ¿Y de un paralelo {θ = θ0}?

Ejercicio 19Supongamos que estamos a bordo de un bote cuyo recorrido hace un ángulo constan-
te con los meridianos. ¿Cuál es el recorrido sobre una mapa de la Tierra obtenido con
la proyección de Mercator? Sugerencia: esta proyección conserva los ángulos.
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Mapamundi de Mercator, 1569
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