
L o s  c o m i e n z o s  d e  l a  g e o m e t r í a

¿Cuándo comienza la geometría? ¿Dónde? ¿Cómo? Estas preguntas son difíciles de res-
ponder, tal vez sea imposible hacerlo. No importa cuánto nos remontemos en el
tiempo, siempre vamos a hallar rastros de conocimientos geométricos en las civilizacio-
nes más antiguas, incluso en las primeras tribus nómades.

Para obtener alimentos necesitaban moverse constantemente, ya sea siguiendo las
migraciones animales, huyendo cuando en las temporadas de frío o lluvias la caza dis-
minuía, o buscando nuevas fuentes de alimento cuando crecía la población. La
necesidad de orientarse era primordial. ¿Hacia dónde ir para buscar agua? ¿De dónde
vienen ciertas tormentas? ¿Cómo volver a una región donde la caza o la recolección de
frutos fue favorable? 

La regularidad del Sol en cada amanecer da una dirección privilegiada, un cierto eje a
partir del cual señalar otras direcciones. Y para indicar estas otras direcciones, la noción
de ángulo se vuelve completamente natural. Miles de años después el ángulo será defi-
nido como una medida de desviación respecto de una línea recta; pero el concepto en
sí de ángulo, en aquel momento, tiene que haber estado presente.

La dirección sola no es suficiente para determinar posiciones, también es necesario
conocer las distancias, y poseer instrumentos de medida. Sin dudas, nuestros antepasa-
dos comenzaron utilizando aquello que tenían más próximo: su propio cuerpo. Es
cierto que no tenemos pruebas directas de esto, pero en la mayoría de las civilizaciones
posteriores encontramos unidades de medida tales como la pulgada, la cuarta o palmo,
el pie, el codo, la braza, entre otras. Las unidades de medida mencionadas no coinci-
den cuando se consideran distintos lugares (o épocas). Sin embargo, las diferencias son
mínimas y, como en muchas actividades se las sigue utilizando (carpintería, mecánica,
náutica), es bueno tener una idea aproximada de las mismas: 

Para distancias grandes, apelaron a un recurso que también se utiliza en nuestra época:
indicar el tiempo (en días, o en meses -lunas-) de marcha necesarios para recorrerlas.
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1.1. Prehistoria

Los comienzos
de la geometría

pulgada cuarta pie codo braza
2,54 cm 20,87 cm 30,48 cm 45 cm 1,65 m

Capítulo 1
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12 L a s  G e o m e t r í a s

La punta de una flecha o el filo de un hacha contienen más conocimiento geomé-
trico del que nos imaginamos.  ¿Qué idea más primitiva de punto o de recta se nos
ocurre? Tampoco es casual que las flechas y las lanzas sean rectas en lugar de curvas,
o que los anzuelos y arpones más antiguos presenten dificultades para retirarlos una
vez que la presa se enganchó en ellos.

Pero si nos parece que no estuvieron involucradas aquí nociones geométricas, y
que estamos forzando a ver matemáticas en algo que por fuerza debía tener esa
forma, mencionemos entonces un arma más “avanzada”, el bumerang, conocido
desde hace más de veinte mil años. El objetivo de un bumerang no es golpear a la
presa, pues en este caso el arma caería junto con el animal en lugar de retornar a
quien la lanzó; si quisiéramos golpearla sería más efectivo tirarle una lanza, flecha,
o piedra. La idea es que el bumerang le llegue al animal cuando está haciendo su
trayectoria hacia el lanzador, y que lo espante hacia él, para que pierda la noción
de la dirección desde la que lo están atacando. Además, el ruido que produce al
desplazarse es un factor importante de confusión, y sirve, por ejemplo, para des-
orientar a las aves de una bandada, forzándolas a bajar.

Diseñar las armas primitivas de esta manera significó una gran ventaja para nues-
tros antepasados, que les permitió alimentarse y sobrevivir. Desde ya, casi con
toda seguridad, estos diseños fueron obtenidos por prueba y error, corregidos
quién sabe cuántas veces antes de tomar una forma definitiva, que hoy nos parece
casi única, ya que se repite en la mayoría de las civilizaciones conocidas.

Por otra parte, observamos también patrones geométricos en las piezas de alfa-
rería, en la construcción de carpas y de chozas, y en sus adornos y motivos
decorativos. Podemos afirmar que estos primeros grupos de seres humanos no
habían tomado cursos de matemáticas ni nada que se le pareciera, y que todas
estas nociones se transmitían oralmente en forma indirecta, ligadas a su utilidad
inmediata, sin una reflexión sobre las ideas geométricas subyacentes. Pero este
conocimiento de la geometría -impreciso, intuitivo, imperfecto- era el que
introducía cambios y mejoras en las técnicas y herramientas que necesitaban
para sobrevivir.

Hace diez mil años distintas zonas del norte de África y Asia se volvieron desérticas. Las
tribus que cazaban en estos territorios tuvieron problemas para conseguir agua y comi-
da, y se vieron obligadas a mantenerse cerca de los grandes ríos. El Nilo en Egipto, el
Tigris y el Éufrates en Babilonia, fueron los testigos de uno de los mayores cambios en
la historia de la humanidad: las tribus se vuelven sedentarias, construyen ciudades,
domestican animales, y nace la agricultura.

Ejercicio 1 ¿Qué quiere decir que la distancia entre dos estrellas es cuatro años-luz?

1.2. Egipto y Mesopotamia
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Si bien esto resolvía el problema de la alimentación, aparecieron nuevos problemas. No
se podían esquivar los cambios de estación o las inundaciones emigrando; había que
predecir las temporadas apropiadas para la siembra; había que redefinir los roles de cada
uno en las nuevas sociedades, repartir bienes y tierras (ya sea para su posesión, o para
el trabajo). El hombre necesitaría mayor precisión en la medición del tiempo, de las dis-
tancias, de las áreas, y de los volúmenes.

Así como en el período anterior las nociones geométricas aparecen en forma vaga o
imprecisa, en éste la geometría toma un aspecto más familiar. Estas civilizaciones utili-
zaron fórmulas para el cálculo de áreas de figuras rectangulares y triangulares,
aparecieron aproximaciones para el área de un círculo, en Egipto se obtuvo la fórmula
que da el volumen del tronco de una pirámide.

Para la medición del tiempo durante el día, construyeron relojes de sol, que utilizaban
para anticipar la llegada de las estaciones del año y conocer su duración.  Estudiaron las
constelaciones y trazaron el recorrido aparente del Sol a través del zodíaco (desde ya,
que hoy sabemos que no es el Sol quien se mueve, pero desde nuestra perspectiva terres-
tre,  es más sencillo describirlo así).

La división del círculo en 360 grados se relaciona con los primeros calendarios, si bien
pronto notaron que el año debía tener poco más de 365 días.

En Egipto aparecen los arpedonaptas o “tiradores de cuerdas”, primeros agrimen-
sores que utilizaban cuerdas como reglas, compás y escuadra. Con ellas podían
medir distancias, trazar rectas perpendiculares, y dibujar círculos. Esto señala un
doble progreso de la geometría: primero, la introducción de instrumentos (la uti-
lización tanto de la regla como del compás se derivan directamente del uso de las
cuerdas), segundo, el reconocimiento de su importancia, al punto de justificar la
existencia de una nueva profesión basada en ella.

Los conocimientos matemáticos de estas culturas nos han llegado por caminos
muy diferentes. En el caso de los egipcios, se conservaron papiros en buen estado
en las pirámides. Los más famosos son los papiros de Moscú y Rhind.  El prime-
ro contiene la fórmula para el volumen del tronco de una pirámide, y el segundo
se sabe que fue escrito aproximadamente en el año 1650 a.C., si bien el escriba
(llamado Ahmes) aclara que está copiando un texto escrito doscientos años antes.
Los textos babilónicos que se conservaron y conocemos se encuentran escritos en
tabletas de arcilla entre los años 1900 y 1600 a.C.

El siguiente gran avance en la geometría se lo debemos a los griegos. Con ellos, deja de
ser una actividad empírica, y desarrolla un sistema de reglas propias, muchas veces inne-
cesariamente restrictivas desde el punto de vista de las aplicaciones. Son muchos los
nombres involucrados en esta construcción, y la colección de procedimientos y resulta-
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1.3. Thales
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14 L a s  G e o m e t r í a s

dos prácticos utilizados para calcular áreas y longitudes se transforma en un edificio teó-
rico organizado deductivamente. Los cimientos son unos pocos axiomas asumidos
como válidos, junto con algunas definiciones.

Los griegos construyen una nueva forma de hacer matemáticas, sin estar pendientes de
las aplicaciones inmediatas. Pero no vayamos a creer que éste fue un mero juego teóri-
co sin consecuencias reales: Thales, alrededor del año 600 a.C., calcula la altura de las
pirámides egipcias y también predice eclipses; Eratóstenes (276-194 a.C.) calcula el
radio terrestre con gran precisión, e incluso estima la distancia al Sol y a la Luna; podrí-
amos dedicar un libro completo a los inventos de Arquímedes (287-212 a.C.) y al papel
que jugaron en la guerra entre Roma y Cártago, cuando trabajó en la defensa de
Siracusa, la isla donde vivía.

Podemos ver un ejemplo particular del valor de esta abstracción en la obra de Apolonio
(262-190 a.C.), que estudió las secciones cónicas. Las curvas -que bautizó elipses, pará-
bolas e hipérbolas- no parecían tener ninguna utilidad especial, pero en 1609 Kepler
encontró que el movimiento de los planetas no era circular, sino que recorrían elipses
en torno al Sol. Veinte años después, Galileo afirmaría que un objeto arrojado por el
aire describía  una parábola.  A fines del siglo XVII Newton postula la Ley de
Gravitación Universal, y deduce que las únicas órbitas posibles para el movimiento de
los objetos celestes eran, precisamente, estas tres curvas (que la misma ley de gravita-
ción sea válida para la caída de objetos en la superficie terrestre explica el tiro parabólico
hallado por Galileo; las hipérbolas son más raras de observar, pero se sabe de cometas
que siguieron órbitas de esa clase). Hoy en día se siguen utilizando las parábolas en el
diseño de antenas satelitales, o en la óptica de un automóvil o una linterna.

Thales es el primer matemático a quien se le atribuye una serie de resultados teóricos
generales, es decir, de teoremas. Si bien no se sabe cómo los demostró originalmente,
hoy son parte de la geometría básica:

· Los ángulos opuestos por el vértice son iguales.

· Dadas dos paralelas y una transversal, los ángulos alternos internos son
congruentes.

· Un diámetro divide a un círculo en dos partes iguales.

· Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son congruentes.

· Un ángulo inscripto en una semicircunferencia es un ángulo recto.

Volveremos más adelante a estos teoremas, pero hagamos rápidamente algunos comen-
tarios sobre los dos primeros.
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En el caso del teorema de los ángu-
los opuestos por el vértice, podemos
pensar que tenemos dibujada una
letra X, como en la figura, y el teore-
ma afirma que los ángulos A y B son
congruentes entre sí (y también son
congruentes entre sí C y D).

La demostración de este teorema no es muy complicada:

Veamos ahora el segundo. Cuando
cortamos dos paralelas con una trans-
versal, se forman en total ocho
ángulos, pero sólo hay dos que son
esencialmente distintos. El teorema
anterior nos dice que en la intersec-
ción de la transversal con la primera
paralela hay dos pares de ángulos que
son iguales entre sí, este teorema nos
dice que además estos ángulos se repi-
ten en la intersección de la transversal
con la segunda paralela. En la imagen, está marcado un par de ángulos alternos internos.

Si deslizáramos una paralela sobre la otra, desplazándola a lo largo de la transver-
sal hasta hacer coincidir los dos cruces, vemos que los ángulos marcados se
transformarían en ángulos opuestos por el vértice, y el primer teorema nos garan-
tizaría la congruencia.

15

A

B

C
D

Á n g u l o s  o p u e s t o s  p o r  e l  v é r t i c e

Teorema

Demostración

Los ángulos opuestos por el vértice son congruentes. [En la figura anterior, los
ángulos A y B son congruentes.]

Observemos que los ángulos A y C son adyacentes, forman un ángulo llano (esto
es, suman en total 180°, dos rectos). Pero también son adyacentes B y C. Entonces,
los ángulos A y B deben ser congruentes, ya que se los obtiene a ambos restando
el ángulo C a un ángulo llano.

Á n g u l o s  a l t e r n o s  i n t e r n o s  e n t r e  p a r a l e l a s
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16 L a s  G e o m e t r í a s

No es la única forma de razonar sobre este teorema. Por ejemplo, vemos una letra zeta, y no
importa de qué lado de la hoja estemos, nos parece idéntica. También, si la podemos girar,
coincide con sí misma, y no queda otra opción: los ángulos deben ser iguales. Este tipo de
argumentos aprovecha la simetría de la figura.

Lamentablemente, éstas no serían demostraciones del teorema, y para obtener una
demostración rigurosa necesitaremos acudir al famoso quinto postulado de Euclides:

Como vemos, no es un postulado sencillo. Necesitamos también una definición de rec-
tas paralelas, y vamos a recurrir también a la que Euclides daría en su libro unos
trescientos años después:

Con estas definiciones, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema:

Notemos que, antes de la demostración rigurosa del Teorema vimos argumentos basa-
dos en la idea de simetría, que no están autorizados en el marco de la geometría

Postulado V Si una línea recta corta a otras dos, y si de un lado de ella la suma de los ángulos
interiores que produce con las otras dos es menor a dos rectos, al prolongar las
otras dos rectas sólo se cortarán de ese lado.

Definición XXIII Rectas paralelas son aquellas que no se cortan si son prolongadas en cualquier dirección.

Teorema Los ángulos internos entre paralalelas son congruentes.

Demostración Supongamos que los ángulos A y A’ en
la figura no son congruentes.

Entonces, uno debe ser mayor que el
otro, supongamos que el ángulo A es
mayor que A’.

Ahora, el ángulo B sumado con el ángulo A
nos dan 180°, dos rectos. Pero entonces,
como A’ es menor que A, los ángulos B y A’
suman menos de dos rectos. Por el quinto
postulado, si prolongamos ambas rectas de ese lado, deben cortarse, pero esto es una
contradicción con el hecho de que las rectas son paralelas y de que no se cortan.

Si el ángulo A fuera menor que A’, haríamos un razonamiento similar prolongando
las rectas del otro lado, con lo cual descartaríamos también este caso. Luego, la
única posibilidad que nos queda es que los ángulos sean congruentes.

Observación:
Esta demostración
es un ejemplo de
demostración por
reducción al
absurdo. Conviene
repasarla hasta
estar seguros de
haber entendido
cómo funciona y
qué es lo que
hicimos.

A B

A’
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euclidiana clásica. Por ejemplo, deslizar una paralela a lo largo de la transversal sobre la
otra es una operación que no está permitida. Tampoco lo están la rotación, o el despla-
zamiento, que consideramos al pensar los ángulos alternos internos como los ángulos
de una letra zeta. No es posible levantar una figura y superponerla sobre otra, o trasla-
darla. Este tipo de operaciones, que haríamos en la práctica (rotar una figura, moverla),
está excluido y es reemplazado por construcciones.  Si queremos una figura igual a una
dada, en otro lugar o en otra posición, debemos ser capaces de construirla. No pode-
mos levantarla y colocarla donde deseemos. Además, las construcciones están
severamente limitadas al uso de la regla y el compás.  La regla no se debe entender como
una herramienta para medir distancias, ya que no está numerada como las reglas habi-
tuales, ni tampoco podemos hacer marcas en ella.

Por suerte, esta clase de argumentos basados en ideas de simetría y en movimientos no han
sido descartados, sino que forman parte de desarrollos matemáticos más modernos. A fines
del siglo XIX, los matemáticos Lie y Klein propusieron construir diferentes geometrías que
respetaran determinadas propiedades de invariancia, o que tuviesen ciertos grupos de sime-
trías. No vamos a entrar en detalles al respecto en este libro, porque requiere de matemáticas
muy avanzadas, pero veremos ejemplos sencillos de estas ideas fundamentales.

El siguiente matemático que ocupa un lugar destacado en la historia es Pitágoras. Nació
en la isla de Samos aproximadamente en el año 570 a.C. Su padre era mercader, y viajó
con él por distintos lugares. A los veinte años conoció a Thales en Mileto, quien le
habría recomendado estudiar en Egipto. Se encontraba en este país cuando fue invadi-
do por los persas, quienes lo tomaron prisionero y lo llevaron a Babilonia, pero allí
continuó sus estudios y se cree que incluso viajó a la India. Alrededor del año 520 a.C.
regresó a Grecia, y se instaló posteriormente en Crotona, al sur de Italia.

Al margen de sus resultados matemáticos, Pitágoras fue el fundador de una de las pri-
meras escuelas filosóficas de las que se tiene noticia. Se la ha denominado “hermandad”,
e incluso “secta”, por el fuerte componente místico que tenía,  sus miembros estaban
obligados a seguir distintas reglas. Sus descubrimientos eran comunes, con lo cual se
hace difícil determinar cuáles debemos al propio Pitágoras y cuáles a sus seguidores,
pero sí podemos atribuirle a él la idea de pensar en los conceptos matemáticos en sí mis-
mos: la noción abstracta de demostración, o el significado de conceptos matemáticos

17

Ejercicio 2Podríamos hacer una representación de los ángulos alternos internos entre
paralelas dibujando una letra Z. ¿Qué otra letra nos serviría?

Ejercicio 3Supongamos que en la base de un triángulo se tienen dos ángulos cuya suma
es mayor a dos rectos. ¿Cómo contradice esto al Postulado V?

1.4. Pitágoras
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18 L a s  G e o m e t r í a s

aparentemente tan sencillos como el de triángulo o el de número.

La figura de Pitágoras en los comienzos de la matemática es central por haber relacio-
nado, en cierto modo, los problemas aritméticos que dependen de números con los
problemas geométricos relacionados con figuras. Si hasta ese momento los números
eran un instrumento para contar o para medir, después de Pitágoras el concepto de
número se verá ampliado al introducir los números irracionales, aquellos que no podí-
an describirse como el cociente (o razón) de dos números enteros.

Además de la existencia de estos números (un resultado fuertemente geométrico,
como veremos), hay otros dos resultados importantes que debemos a Pitágoras o
a su escuela: el valor de la suma de los ángulos interiores de un polígono, y el
famoso Teorema de Pitágoras. Veamos estos resultados en detalle.

Tomemos un triángulo cualquiera. En principio, es poco lo que podemos decir de sus
tres ángulos: cada uno de ellos puede variar desde unos pocos grados hasta casi dos rec-
tos. Sin embargo, si lo pensamos un poco, nos podemos convencer de que no puede
tener dos ángulos que midan más de 90° cada uno. Esto es una consecuencia directa del
quinto postulado que mencionamos anteriormente.

Si ordenamos lo anterior, tenemos que en un triángulo: a) un único ángulo no puede supe-
rar los 180°; b) dos ángulos cualesquiera, sumados, tampoco pueden superar los 180°.
¿Qué podemos decir de los tres ángulos? Sorprendentemente, el teorema es muy preciso:

1.4.1. Ángulos interiores de un polígono

Teorema En todo triángulo, la suma de los ángulos interiores es igual a dos rectos..

Demostración La demostración se obtiene razonando con la ayuda de la siguiente figura. Por el vér-
tice A del triángulo, trazamos una recta DE paralela al lado BC. Ahora, el resto es
aprovechar el teorema de Thales demostrado en la sección anterior.

Si observamos la Z que se forma al pasar
por los puntos DABC, vemos que los ángu-
los DAB y ABC son iguales por ser alternos
internos entre paralelas. Por el mismo
motivo, considerando EACB, tenemos que
los ángulos EAC y ACB son congruentes.

Pero el ángulo llano DAE, que tiene 180°,
está dividido en tres ángulos: DAB (con-
gruente a ABC), BAC (congruente a sí
mismo, BAC), y EAC (congruente a ACB).
Luego, los tres ángulos internos del triángulo suman también 180°.

AD E

CB

Á n g u l o s  i n t e r n o s
d e  u n  t r i á n g u l o
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Sabemos ahora cuánto suman los ángulos interiores de un triángulo. ¿Qué podemos
decir de una figura con más lados, es decir, de un polígono? Vamos a poner algunas res-
tricciones, si bien existen resultados más generales.

Un polígono de n lados tendrá n
vértices, y pediremos que los ángu-
los interiores sean todos menores a
dos rectos, es decir, 180°. Esta clase
de polígonos son convexos, pues
cumplen una propiedad geométrica
muy sencilla e importante: todo par
de puntos de su interior (o del
borde) pueden conectarse con un
segmento que cae totalmente den-
tro del polígono.

Si pensamos en el más simple que
se nos ocurre después del triángulo, un cuadrado, pode-
mos ver que sus ángulos suman 360°, ya que tiene cuatro
ángulos rectos. Luego, si hay un valor para la suma de los
ángulos de un cuadrilátero, tenemos un candidato: debe
ser 360°, pues es lo que vale en un cuadrado.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el
teorema.

19

E l  p o l í g o n o  d e  l a  d e r e ch a  e s  c o n v e x o ,
e l  d e  l a  i z q u i e r d a  n o  l o  e s .

Ésta es una forma habitual de obtener
generalizaciones en matemáticas: si
deseamos una fórmula que se aplique a
distintos casos, la calculamos en algu-
nos casos particulares sencillos dado
que debe ser válida también para ellos.

Teorema

Demostración

En todo cuadrilátero convexo, la suma de los ángulos interiores es igual a 360°.

Tomemos el vértice A y tracemos una dia-
gonal conectándolo con el vértice C.

La figura nos queda dividida en dos
triángulos, ABC y CDA. En cada uno
de ellos, la suma de los ángulos inte-
riores vale 180°, con lo cual la suma
de los ángulos del cuadrilátero resulta
ser 2 x 180° = 360°

A
B

C

D

A
B

C

D
E

F

G

Observación:
Con la idea de la demostración anterior podemos deducir una fórmula general para un polígono convexo
de N lados. La idea para obtenerla será fijar un vértice, y trazar desde él todas las diagonales posibles
(serán en total N – 3 diagonales, ya que no podemos conectarlo a sí mismo o a los dos vértices que están
a su lado). Quedarán formados entonces N – 2 triángulos (cuando trazamos la última diagonal, dividimos
la región que queda en dos triángulos), y cada uno aportará 180°. Luego, la suma de los ángulos interiores
de un polígono convexo de N lados será (N – 2) x 180°
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Hemos visto que la suma de los ángulos interiores de un
triángulo es igual a 180°. Nada impide, entonces, que
uno de sus ángulos sea recto y mida exactamente 90°. Se
llama triángulos rectángulos precisamente a aquellos que
poseen un ángulo recto. También sus lados reciben
nombres especiales.

Los lados que forman el ángulo recto son llamados cate-
tos, y el lado opuesto al ángulo recto se llama hipotenusa.

El teorema de Pitágoras enuncia una relación entre las
longitudes de los lados de un triángulo rectángulo. Si llamamos a y b a las longitudes
de los catetos, y c a la longitud de la hipotenusa, tenemos

a2 + b2 = c2

que se suele enunciar como: ”la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadra-
do de la hipotenusa”, sobreentendiendo que en realidad hablamos de sus longitudes.

Existen miles (no, ¡no estamos exageran-
do!) de demostraciones diferentes del
teorema de Pitágoras, e incluso en Los
Elementos de Euclides aparecen dos
demostraciones distintas. Uno podría
pensar que con una demostración es sufi-
ciente para convencernos de su validez, y
así es, pero esta búsqueda revela la fasci-
nación que ejerce el teorema, al conectar
una propiedad geométrica con otra de
tipo aritmética.

La demostración que veremos a conti-
nuación es una de las más sencillas, una

Ejercicio 4 El siguiente cuadrilátero no es convexo.
¿Cómo se demuestra que sus ángulos inte-
riores también suman 360°?

A

B

C

D

a

b

c

a

c

c

a

b

b

1.4.2. El teorema de Pitágoras.
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verdadera demostración visual, fácil de recordar, y que
nos convencerá de la validez del teorema.

En el gráfico de la página anterior vemos un cuadrado
de lado a + b, donde hay cuatro triángulos de catetos a
y b, e hipotenusa c. Sacando estos triángulos, quedan
dos cuadrados más pequeños (uno de lado a, el otro de
lado b).

En el segundo gráfico, vemos los mismos cuatro trián-
gulos, en el mismo cuadrado de lado a + b, pero
acomodados de otra manera.

El área de ambos cuadrados es (a + b)2, y en ellos
vamos a restar las áreas de los cuatro triángulos de
catetos a y b. En el primer cuadrado nos quedan dos cuadraditos, uno de área a2

y el otro de área b2. La suma de estas áreas debe coincidir con el área de la geome-
tría de la figura central en el segundo gráfico, que parece ser un cuadrado de lado
c. Si lo es, como su área sería c2, habríamos demostrado el teorema de Pitágoras,
pues nos queda

a2 + b2 = c2.

Sin embargo, no es evidente que esa figura sea un cuadrado, y es un hecho que deberíamos
demostrar. Tenemos dos formas de proceder que vamos a detallar porque las ideas involu-
cradas en cada demostración son muy diferentes.

1er Método. La idea es utilizar la simetría de la figura, observamos que la figura perma-
nece igual si la giramos 90°, 180°, ó 270°. Ya que no cambia y que su aspecto es el
mismo, debe ser un cuadrilátero con sus cuatro ángulos iguales. Ahora, como la suma
de los ángulos de un cuadrilátero es 360°, cada uno de ellos mide 90°.

Observemos también que los cuatro
lados son iguales, ya que están for-
mados por las hipotenusas de los
triángulos, cuya longitud es c.

Luego, la figura es un cuadrado de
lado c, y su área es c2.

2do Método. Demostremos, utilizan-
do los teoremas anteriores, que sus
ángulos interiores miden 90°. Para
esto, observemos con cuidado un
ángulo interior A y los ángulos x, y,
z del triángulo:

21
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Sabemos que

x + y + z = 180°

porque son los ángulos interiores de un triángulo, y además z = 90° ya que es un ángu-
lo rectángulo. Por otra parte,

x + y + A = 180°

porque forman un ángulo llano. Por lo tanto, tenemos que 

A = 180° - x - y

pero también

z = 180° - x – y

con lo cual tenemos que A = z, y por lo tanto A es un ángulo recto.

El mismo razonamiento muestra que los otros ángulos de la figura central son rec-
tos, y como sus lados son todos iguales, tenemos un cuadrado de lado c.

Si bien el teorema de Pitágoras es una herramienta fundamental en la geometría, al
introducir una nueva clase de números produjo un impacto aún mayor en relación a la
aritmética.  Se atribuye a los pitagóricos haber descubierto los números irracionales,
aquellos que no son cocientes de números enteros (aunque también es posible que
hayan llegado a este concepto por otro camino, a través de los pentágonos regulares).

El problema, aparentemente simple, de hallar un cuadrado de área igual a 2 nos enfrenta
al problema de calcular su lado, que debe ser . Geométricamente es sencillo de resolver,
ya que es un caso particular del teorema de Pitágoras: dibujemos un triángulo rectángulo
con sus catetos de longitudes iguales a 1 e hipotenusa c; ahora, por Pitágoras, tenemos:

12 + 12 = c2,

es decir, c2 = 2. Hemos resuelto fácilmente el problema, la hipotenusa de este triángulo rec-
tángulo es el lado del nuevo cuadrado que buscamos, y resulta ser c = .

Podemos plantearlo de otra manera: la diagonal del cuadrado unitario mide . En la
clásica obra de Platón, el Menón, se puede hallar una demostración geométrica
sencilla, conocida ya en el siglo V a. C. En este libro, Sócrates dialoga con Menón,
y al discutir sobre la enseñanza, sostiene que los conocimientos están en nuestro
interior. Para demostrarlo, interroga a un esclavo de Menón, sin formación mate-

Observación
Este último método
se basa en los
resultados que
demostramos
antes, y no requie-
re movimientos de
la figura -tal vez no
permitidos- ni
argumentos extra-
ños. Ésta es la
esencia del méto-
do axiomático,
partimos de unos
pocos supuestos
que consideramos
verdaderos, y
demostramos nue-
vos resultados sin
apelar a argumen-
tos que no hayan
sido enunciados o
justificados antes.

1.4.3. Números irracionales
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mática previa, sobre distintas cuestiones geométricas, y el esclavo realiza la
siguiente construcción.

Consideremos un cuadrado cuyos lados midan 2, y dividá-
moslo en cuatro cuadrados unitarios. El cuadrado más
grande tiene un área igual a 4, mientras que cada uno de
los cuadrados pequeños tiene área igual a 1.

Tracemos ahora una diagonal en cada cuadrado pequeño, y
observemos que nos queda un dibujo similar al que utiliza-
mos en la demostración de Pitágoras:

Igual que antes, podemos demostrar que la figura central es
un cuadrado, cuyo lado es la diagonal de un cuadrado unita-
rio. Ahora, ¿cuánto mide esta diagonal, el lado de ese
cuadrado? Una forma rápida de deducirlo, sin aplicar el teo-
rema de Pitágoras (aunque para reconocer que esa figura es
un cuadrado estamos repitiendo una parte de la demostra-
ción que hicimos), es ver que cada diagonal divide a los cuadrados pequeños en dos partes
iguales, y por lo tanto, el área del cuadrado central es la mitad del área del cuadrado total,
es decir, su área es igual a 2; con lo cual obtenemos entonces que esta diagonal mide c = .
Sin embargo, hemos hecho una afirmación que tomamos como evidente: cada diagonal
divide a los cuadrados pequeños en dos triángulos de igual área; ¿correspondería demostrar este
hecho, o podemos aceptarlo sin muchas más preguntas?

Hasta el momento, hemos visto la aparición de de una forma bastante natural.
Nada nos hace sospechar que este número no está dentro del conjunto de números
conocidos en esa época (los naturales 1, 2, 3,... y los cocientes obtenidos dividiendo dos
de ellos). Para esto, vamos a suponer que existen dos números naturales n y m tales que

y vamos a demostrar que eso nos lleva a un absurdo. Es decir, veremos que no pueden
existir tales n y m, o de lo contrario caemos en una contradicción. Pero, suponiendo
que existan, tenemos que estos números se descomponen de manera única como pro-
ductos de primos, esto es,

n = p2 · p2 · . . . · pk, m = q1 · q2 · . . . · qj.

Ahora, como suponemos que

elevando al cuadrado nos queda

23
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y despejando,

2m2 = n2.

Utilizamos ahora la descomposición anterior, y debe ser

pero observemos que el producto del lado izquierdo tiene 2j + 1 factores, mientras que el del
lado derecho tiene 2k. Como 2j + 1 es impar, no puede ser igual a 2k (que es un número par,
por ser múltiplo de 2), y hemos obtenido una contradicción.

Es posible dar una demostración geométrica, la siguiente se debe al matemático Tom
Apostol, quien la publicó en el American Mathematical Monthly en el año 2000.

Esta demostración está basada en la reducción al absur-
do, como ya vimos antes. Supongamos que existen
distintos valores de n y m tales que su cociente es , y
que m es el menor número natural que podemos poner
en el denominador de la fracción 

Observemos que esto siempre es posible, pues si =  a / b
para  algún par de números naturales a y b, basta revi-
sar si los posibles valores 1, 2, …, b – 1 sirven como
denominadores.

Suponiendo entonces que m es el menor número natural
que podemos poner en el denominador, construimos un

triángulo rectángulo cuyos catetos midan m y su hipotenusa mida n. Esto es posible por el
Teorema de Pitágoras, ya que

n2 = m2 + m2 = 2m2,

es decir,

El paso siguiente es construir un triángulo más chico, y que sus lados también midan
un número natural. Si podemos hacer esto, llegamos a una contradicción, pues m era

Observación:
Ésta es una
demostración muy
poco geométrica, y
está basada en el
teorema funda-
mental de la
aritmética, que
afirma que existe
una única descom-
posición de un
número natural
como producto de
primos.

BD

C

O

A

m m

m

2m-n n-m

n-m
n-m

n
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el menor número natural que podíamos utilizar como longitud de los catetos del trián-
gulo rectángulo. Veamos, entonces, que podemos hallar otro triángulo más chico a
partir de uno dado. 

Ahora, marquemos el punto C sobre la hipotenusa, tal que AC mida también m.
Entonces, el segmento OC mide n − m, un número natural, y también mide lo mismo
el segmento CD (lo construimos perpendicular al lado OA).

El arco de círculo BC es tangente en C al segmento CD, es decir, toca al segmento sólo en
este punto, y también es tangente en B al segmento DB, por ese motivo, CD y DB miden
lo mismo, es decir n – m (en principio, este punto no es evidente, y habría que demostrar-
lo, pero omitiremos los detalles técnicos que garantizan la igualdad de los segmentos). Por
lo tanto, el segmento OD mide 2m – n, que resulta ser otro número natural.

Entonces, obtuvimos un nuevo triángulo rectángulo, cuyos catetos miden ahora n – m y
su hipotenusa mide 2m – n. Aplicando Pitágoras, deducimos que

Podemos ver en la figura que m > n − m, con lo que consegui-
mos una nueva fracción para con denominador menor,
esto contradice nuestra suposición.

Esta demostración no es sencilla, aunque no utiliza argumentos
complicados. El punto más delicado en esta demostración es con-
vencernos de que CD y DB miden lo mismo. Hay una
observación genial de los matemáticos J.H. Conway y R.K. Guy:
pliegue el triángulo a lo largo del segmento DA, ahora debería ser
evidente, por simetría, que CD es perpendicular a OA, y que CD
y DB tienen la misma longitud

¡Una demostración que puede hacerse con una servilleta de papel,
y sin necesidad de escribir en ella!
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