Capitulo 6
Geometria proyectiva

Inés Saltiva

6.1. Introduccién
Observemos las dos mesas de la Figura 6.1

Y veamos la figura 6.2 ;Qué ocurre si se la mira desde el borde derecho de la pagina?

Dentro de estos ejemplos hay mucha geometria escon-

dida y, para encontrarla, tenemos que remontarnos al
siglo XV, a la época del Renacimiento y, en lugar de
buscar entre los matemdticos de esa época, hacerlo
entre los pintores. Esto no suena tan raro, dado que los

ejemplos se tratan de dibujos y de su interpretacién.

Uno de los cambios que se produce en la pintura del

y

Figura 6.1

Renacimento es el estudio de la perspectiva, y uno de [~
sus precursores fue Giotto di Bondone. El marcé un
nuevo rumbo en la bisqueda de realismo y sensacién
de profundidad. Lo siguié Filippo Brunelleschi, que
logré encontrar leyes geométricas para la perspectiva.

-\

No escribié ningtn tratado sobre el tema, sino que :
mostrd su sistema en la prictica. Pinté dos paneles que Figura 6.2

representaban dos plazas de Florencia usando su técni-

ca. Para aumentar la sensacién de realismo, pinté el cielo de uno de sus paneles con
plata, de manera que el cielo real se reflejara, y entonces se podia ver cémo las nubes
corrfan empujadas por el viento sobre la perfecta composicién de edificios pintados.

Hubo varios artistas impresionados por las obras de Brunelleschi. Los primeros en tra-
bajar usando perspectivas geométricas fueron Masaccio, Fra Angélico y Paolo Ucello.
Sin embargo, serfa Ledn Battista Alberti quien por primera vez dejarfa por escrito esas
reglas. Nacido en 1404 en Roma, fue arquitecto, matemdtico, poeta, filésofo, musico y
arquedlogo. Entre otras obras, publicé “De Pictura” en 1436, donde escribié la prime-
ra definicién cientifica de perspectiva, que puede analizarse de la siguiente manera.

Supongamos que miramos una nube a través de una ventana. El ojo recibe los rayos lumino-

sos que salen de cada punto del objeto, y con estos rayos forma la imagen que recibe el
cerebro. Ahora, para cada uno de esos rayos marquemos el lugar donde cruza la ventana;
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cuando la nube se haya ido, todavia podremos “verla” en la ventana (ver la figura
6.3) . Es muy importante no cambiar de posicién durante todo el proceso.

A los rayos que usamos para dibujar en el vidrio se los llama proyeccion, y al
conjunto de los puntos que quedaron marcados en la ventana, y que forman
el dibujo de la nube, se lo llama seccion.

El problema era, en ese entonces, cémo se debia pintar un objeto para que

pareciera estar “mds alli” de la tela. Piero della Francesca, Andrea Mantegna

y mis tarde Alberto Durero se suman a la bisqueda de esa técnica. Pero, para

esa época, el estudio de las proporciones ya no estaba restringido sélo a los
pintores y artistas. En 1509 Luca Pacioli publica “De Divina Proportione”, un libro
con ilustraciones de Leonardo da Vinci que trata sobre la proporcién durea y la pers-
pectiva, entre otros temas geométricos. Gracias a esta obra, Durero se interesa por la
matemdtica en relacién con el arte, con lo que empieza un estudio de la misma que no
abandoné en su vida y que marcé una profunda influencia en sus obras.

La evolucién de la perspectiva en la pintura se puede observar a partir de los cuadros
de distintos artistas renacentistas. Hemos elegido algunas que muestran esta evolucidn,
en los cuales se observa gradualmente cémo mejora la técnica para dotar de profundi-
dad a la pintura, y cémo varian las proporciones a la distancia. Primero, en La dltima
cena (1302/05) de Giotto di Bondone, se observa una nocién de perspectiva muy bisi-
ca, y alejada de la que asociamos al cuadro de igual nombre de Da Vinci, pintada casi
doscientos anos después. Por otra parte, en E/ Nacimiento de San Nicolds, su vocacion y
la distribucion de limosna a los pobres, de 1437, se observan ya nociones mds precisas, si
bien no siempre se mantienen paralelas lineas que deberfan serlo. En E/ Tributo de
Masaccio (iniciado por Massolino en 1424, terminado en 1480 por Lippi) se observa
claramente el uso de la perspectiva para resaltar la figura central de Cristo, quien estd
dibujado de la misma altura que los Apéstoles, y convergen a ¢l las lineas de los escalo-
nes, el dintel de la puerta, el frente del edificio (antes se acostumbra representarlo mds

alto, para indicar su importancia). Por tltimo, en
ver | El trdnsito de la Virgen (1462) de Andrea
g Mantegna se observan ya las reglas de la perpec-
tiva de Alberti excelentemente combinadas, por
ejemplo: la linea del horizonte bien definida, un

|-



punto de fuga que da una perspectiva central, un
segundo falso punto de fuga en la iglesia que se
ve en el horizonte, el embaldosado del piso inte-
grado a esta perspectiva.

6.1.1. ;Cémo hacer para pintar en
perspectiva’

En el caso mds sencillo, cuando se busca el efecto
de una vista de frente, los artistas utilizan lo que se
llama “punto de fuga’. Un ejemplo tipico, es el
dibujo de las vias del tren cuando el observador se

sitGia en ellas. Las vias parecen unirse a lo lejos aun- o

que en la realidad sean paralelas. Vamos a dibujar El transito de

la Virgen

una caja sobre el suelo para ver cémo se hace.

El primer paso (figura 6.4) es decidir /- N T
dénde estd el horizonte y cudl serd el

punto de fuga.

En el segundo paso, vamos a marcar
las esquinas del frente de la caja y

7/

°
marcar suavemente las rectas que W = c
B 1 r . | r .
unen cada una de estas esquinas con

el punto de fuga (figura 6.5) /- ~N /T

Ahora, sobre estas rectas tenemos que
marcar las esquinas visibles de la

=

o

parte trasera de la caja (figura 6.6) / /

Ahora, completamos las lineas hori- : _
zontales y verticales que podemos ver Figura 6.6 Figura 6.7

de la caja (figura 6.7)

.

Y, como twltimo paso, hacemos las lineas laterales
siguiendo las rectas del punto de fuga (figura 6.8).
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Esta técnica permite conseguir cualquier tipo de vista: frontal, desde arriba o abajo, desde
la derecha o la izquierda. El efecto cambiard segtin como elijamos el punto de fuga.

Con este procedimiento se logra traer el infinito hacia un punto en la tela, con lo que,
por comparacidn, se puede dar una sensacién de distancia y profundidad.

Conviene hacer distintas vistas, cambiando el punto de vista, para entender cémo fun-
ciona el efecto.

6.1.2. Secciones conicas

Como vimos, es relativamente sencillo dibujar en perspectiva objetos con bordes
rectos, ya que basta con encontrar los vértices y completar con lineas rectas. El
caso de objetos con bordes curvos como, por ejemplo, una rueda es mas dificil.
Una figura tan sencilla como un circulo no se verd, dibujado en perspectiva, como
otro circulo.

Consideremos el siguiente ejemplo: iluminamos con una linterna una hoja de papel. Si
la linterna se encuentra perpendicular a la hoja, el cono de luz tiene forma circular; pero
si inclinamos la linterna, el circulo se empieza a deformar y toma varias formas distin-

tas (ver figura 6.9).

Se puede pensar estas figuras como la inter-

( seccién de un cono y un plano: el cono es

el haz de luz de la linterna y el plano es la

. hoja de papel. Estas intersecciones se lla-

man  secciones conicas: elipse (incluye a la
circunferencia), pardbola e hipérbola.

Las secciones cénicas, o mds brevemente
las conicas, pueden definirse de distintas
maneras. Analiticamente, son las curvas
definidas por una ecuacién del tipo:

ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy + ¢ =0

donde a, b, ¢, f, g, y h son nimeros fijos.

Ejemplo: una circunferencia de radio R estd dada por la ecuacién
xz+y2- R?2= 0.

Las cénicas se pueden definir segtin ciertas propiedades de tipo métrico.



Podemos definir la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan de un
punto que llamamos su centro.

Para el caso de la elipse, existen dos puntos llamados focos con la
siguiente propiedad: desde cualquier punto de la elipse, si trazamos dos
segmentos conectindolos con los focos, como se muestra en la figura
6.10, la suma de las longitudes de estos segmentos no varia. En parti-
cular, en la circunferencia estos dos puntos se confunden en el centro
de la misma.

Observacion.

Definimos una elipse de dos formas diferentes (si cortamos el cono con un plano, o via
las distancias a los focos), veamos que efectivamente si cortamos un cono con un plano
inclinado adecuadamente obtenemos una elipse.

Esta demostracién fue dada por Germinal Dandelin, y utiliza las
llamadas esferas de Dandelin. Estas esferas son tangentes al
mismo tiempo al cono y al plano; una por arriba y otra por deba-
jo. Esto significa que cada esfera toca al cono en una
circunferencia, y al plano en un punto.

Llamemos S, a la esfera inferior, K, a la circunferencia que com-
parte con el cono y F; al punto donde toca al plano. Y de la
misma manera, sean S, la esfera superior, K, la respectiva circun-
ferencia de tangencia y F, la interseccién con el plano.

Probemos que F, y F, cumplen la propiedad que se pide a los
focos de una elipse. Para eso elijamos un punto P cualquiera que
pertenezca a la interseccién del plan con el cono. Tenemos que
mostrar que la distancia

D - F,P + PF,
no depende del punto P elegido, o sea que es constante.
Tracemos una recta que una a P con el vértice del cono O, y lla- o,

memos Q, al punto donde esta recta cruza a la circunferencia K,
y Q, al punto donde cruza a la circunferencia K,.
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Ejercicio 1

Consideremos los segmentos PF, y PQ);, que pertenecen a rectas tangentes a S; y que pasan ambas
por P, Por la simetria radial de la esfera, tenemos que ambos segmentos deben medir lo mismo.

Trabajando de la misma manera con la esfera superior, tenemos que las distancias PF,
y PQ, son iguales.

Entonces tenemos
PF, = PQ, PF,= PQ,
Si sumamos ambas ecuaciones nos queda
PF, + PE, = PQ, + PQ,
O sea

D - PQ, + PQ,
= QQ,

Como las circunferencias de tangencia son perpendiculares a la recta que une al vérti-

ce con P para cualquier punto B, tenemos que Q,Q), sélo depende de la inclinacién del
plano, como querfamos ver.

Analizar las propiedades geométricas que definen a la parabola y a la hipérbola.
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Hallar las ecuaciones de las conicas en coordenadas polares y cartesianas.

6.1.3. Anamorfosis

Hemos empezado a descubrir cudl es la geometria
oculta detrds de nuestro primer dibujo pero, ;qué
pasa con los rectdngulos de la figura 6.2? ;Cémo
se deforman?

Si miramos detenidamente el cuadro Los embaja-
dores de Hans Holbein (figura 6.13.), ;Qué es lo
que se ve a los pies de los embajadores? ;Y si se
mira desde la parte inferior derecha de la hoja? Se
ve la calavera de la figura 6.14

En este famoso cuadro Holbein usa la técnica de
la  anamorfosis. La anamorfosis es un tipo de
representacién de un objeto. En esta representa-
cién la perspectiva estd deformada de modo tal



que obliga al espectador a colocarse en un punto especial y tinico (que no
es el usual frente a la pintura) para verlo bien. El rectdngulo a la derecha
en la Figura 6.2 es una representacién anamérfica de un cuadrado.

De esta forma, la geometria puede ensefarnos cémo “deformar” los objetos,
o ayudarnos a saber si existe algtin punto desde el cual mirar una pintura para
encontrar figuras “ocultas”.

¢Cémo hacer un dibujo anamérfico? Se traza una cuadricula sobre
el dibujo que se quiere convertir en imagen anamorfica, numeran-

do cada uno de los cuadrados y senalando la diagonal del cuadrado
que conforma el contorno externo de la cuadricula (ver figura 6.15).

A continuacidn, se procede a distorsionar la red de la forma siguiente: se |
traza un lado del mismo tamano y nimero de divisiones que el de la ima-
gen original. Se elige un punto X a considerable distancia de dicho lado | =

y se unen las divisiones con el punto X, como en la figura 6.16.

Desde el punto X se traza una recta vertical ligeramente menor
a la altura de la cuadricula original y se une su punto extremo,
que denominaremos como Y, con el punto inferior izquierdo
de la nueva cuadricula, ver figura 6.17.

Esta ultima linea cortard las lineas que concurren en X en 2

varios puntos. A partir de los puntos asi obtenidos, se trazardn
unas rectas verticales, paralelas entre si, que formardn la cua-
dricula distorsionada, como en la figura 6.18.

A continuacion, se ird dibujando la imagen, trasladando
todos los puntos bésicos a sus lugares correspondientes en
la nueva red distorsionada (figura 6.19). Para poder ver el

dibujo sin distorsiones, tal y como es en la realidad, se debe o

colocar el papel en forma casi perpendicular a la cara y

mirar la imagen desde la derecha.

Cuanto mds lejos se halle del punto X, mayor serd la distorsién
de la imagen, que aparecerd estrecha y aplastada.

Esta es una forma muy Y
elemental de generar
una imagen anamorfi- —
ca, en la actualidad 2

cualquier reproductor
digital de peliculas, o
programas de procesa-




112

miento de imdgenes, pueden cambiar las proporciones de la imagen segtin los formatos

habituales. También se puede lograr esta clase de efectos mediante lentes especiales,
« 3 g

como en el viejo “Cinemascope”.

En la actualidad, existen diversos usos de los dibujos anamérficos. En algunas canchas
de futbol o rugby se pueden ver imdgenes publicitarias pintadas sobre el césped con la
particularidad de que si son tomadas por determinadas cdmaras parecen realmente car-
teles verticales; y pueden provocar alguna sorpresa cuando un jugador les camina por
encima y parece flotar sobre un cartel.

También es muy util la deformacién anamérfica en la senalizacién vial. Si nos detene-
mos a mirar las sefiales que se encuentran pintadas en el pavimento vemos que se
encuentran muy alargadas, y son incémodas para que un peatén las interprete. Esto se
debe a que no estdn hechas para los peatones sino para los automovilistas, que tienen
un punto de observacién mds bajo (figura 6.20).

6.2. Teorema de Desargues

Una vez que se desarrollaron las técnicas de perspectiva, su estudio quedé completo
para los pintores del Renacimiento y por mucho tiempo también para los gedmetras,
hasta la llegada de Gérard Desargues (1591-1661) un arquitecto e ingeniero militar
francés que encontré un nuevo camino a seguir.

Esto no quiere decir que la geometria no hubiera avanzado, sino que no habia avanza-
do respecto del estudio de la perspectiva. En paralelo, con Descartes (1596-1650) y
Fermat (1601-1665) se desarroll6 la geometria analitica; lamentablemente no tenemos
posibilidad de profundizar en ella en este trabajo.

En general, la geometria analiza las propiedades de las figuras en el plano o en el espa-
cio, pero no todas las propiedades de una figura tienen que referirse a las mismas
“caracteristicas” de la figura; podemos querer saber propiedades cuantitativas (por ejem-
plo, el tamano de un tridngulo, su drea, la longitud de los lados, la medida de sus
dngulos) o propiedades cualitativas (la forma que tiene: si es rectdngulo, por ejemplo, o
si todos sus dngulos son menores a un recto).



La pregunta natural es entonces: ;cudles son las propiedades que estdn relacionadas con la
perspectiva, es decir, con la proyeccién? La Geometria Proyectiva se encarga de estudiar estas
propiedades, y Desargues se considera su fundador dado que escribié el primer tratado sobre
el tema, en 1639, en el cual se encuentra uno de los primeros teoremas proyectivos:

Si dos triangulos ABC y A'B’C’ en un plano estan situados de tal manera que las

rectas que unen los vértices correspondientes (Ay A’, By B’, C yC’) se cruzan en Desargues
un punto 0, entonces los pares de lados correspondientes se intersecan en tres

puntos que estan situados sobre una misma recta.

La figura 6.21 nos puede ayudar a comprender el enunciado del teorema.

sQué es lo que hace a este teorema diferente a los que se prueban en
la geometria euclidiana clésica? Lo principal es que su enunciado se
puede considerar como una descripcién de una situacién tridimen-
sional: los tridngulos pueden estar en dos planos diferentes, y la
figura 6.21 es una representacién de cémo los ve un observador
desde el punto O (en lugar de un cono, podemos pensar en una
pirdmide). Gracias a esto resulta un caso ficil de demostrar.

Cambiemos la perspectiva desde la que vemos la figura 6.21. En la
figura 6.22 tenemos dos planos, el tridngulo ABC en uno de ellos,
n;, y AB’C’ en el otro, 7,. Los dos planos se cortan en una recta (si
fuesen paralelos, los pares de lados no se intersecarian). Veamos
ahora la demostracién.

Figura 6.22

En definitiva, para demostrar el teorema en el plano hay que “salir” a tres dimen-
siones y mirar el dibujo original en el plano como una proyeccién. Pero para esto

Geometria Proyectiva
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es necesario definir qué significaba una proyec-
cién en términos un poco mds formales, y es lo
que haremos en la préxima seccién.

Antes de hacerlo, démosle una tltima mirada a nuestro
teorema, desde otro punto de vista. Supongamos que los
tridngulos estuvieran pintados sobre papeles lo suficien-
temente grandes para que no viéramos los bordes y los
fuéramos viendo uno por uno desde el punto O.

sPodriamos distinguir cudl de los tridngulos estamos viendo? No, para nuestros ojos son todos

iguales ya que lo que el ojo mide es el dngulo entre los vértices y no el tamano lineal (ver la

figura 6.23).

y = DPara convencernos, hagamos el siguiente test: en la figura 6.24,
sobserva un hexdgono o un cubo?

Lo que ocurre en este caso es que nuestro cerebro tiende a con-
siderar a las figuras simétricas como bidimensionales, por lo que
pierden su sentido de perspectiva. Asi es como se logra el efecto
de profundidad, los objetos no salen del plano pero nuestro
cerebro lo interpreta de esta manera gracias a experiencias pre-

Figura 6.24 vias, a tonos de luz, comparaciones, agrupaciones y otras

« a » o p
herramientas” de la percepcion.

Por ejemplo, cuando la Luna recién aparece sobre el horizonte nos parece que es
mds grande que cuando se encuentra en lo alto del cielo, pero en realidad el
dngulo visual no varfa. Ante un mismo estimulo el cerebro responde de dos
maneras diferentes.

0.3. La geometria proyectiva

6.3.1. Proyecciones

Supongamos que tenemos dos planos © y 7’ en el espacio. Entonces podemos hacer una
proyeccién central de 7 en 7" desde un centro O dado.

Es decir, conectamos los puntos P y O con un segmento, y buscamos su intersecciéon
con el plano 7. También se puede hacer una proyeccion paralela, donde las rectas de
proyeccién son todas paralelas.
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Ambas proyecciones se muestran en la figura 6.25.

Algunas propiedades bésicas que surgen de estas definiciones son las siguientes:

e Un punto se proyecta en un punto.

e Una recta se proyecta en una recta.

e Si un punto esta en una recta, la proyeccion del punto estara en la proyec-
cion de la recta y si una recta pasa por un punto la proyeccion de la recta

pasara por la proyeccion del punto.

e Si tres puntos estan en una misma recta, sus proyecciones estaran en una
misma recta.

e Si tres rectas pasan por un mismo punto, sus proyecciones pasaran por un

4 Y

mismo punto.

\ .

Es importante notar que en la demostracién del teorema de Desargues en el espacio se
utiliz6 que la proyeccién era central, y que los pares de lados correspondientes no eran
paralelos (asi las prolongaciones se intersecaban). Para eliminar estas hipStesis deberfa-
mos hacer una demostracién nueva.

Este tipo de situaciones se repiten constantemente cuando se trata de teoremas de la
Geometria Proyectiva, que suelen no involucrar longitudes pero si intersecciones. El
gran aporte de Desargues fue encontrar la manera de que todos esos casos especiales
cayeran dentro de un tnico caso general. ;Cémo lo hizo? Amplié el sentido de “punto”
y de “recta’ de manera que cumplieran dos objetivos esenciales:

é Y

g g 1 7 pr
Proyeccién central Proyeccién paralela
\ Figura 6.25 y
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e Que siguieran valiendo los primeros 4 postulados de Euclides, con lo cual
valdrian todos los teoremas demostrados usando esos postulados.

e Que dos rectas paralelas se intersecaran en un Gnico punto.

6.3.2. Las geometrias no-euclidianas.

Ya vimos los primeros cinco postulados de Euclides en el capitulo 2:

1. Desde cualquier punto a cualquier otro se puede trazar una recta..

2. Toda recta limitada puede prolongarse indefinidamente en la misma
direccion.

3. Con cualquier centro y cualquier radio se puede trazar una circunferencia.
4, Todos los angulos rectos son iguales entre si.

5. Siunarecta, al cortar a otras dos, forma de un mismo lado angulos internos
menores que dos rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidamente se
cortan del lado en que estan los angulos menores que dos rectos.

Durante siglos los matematicos creyeron que, en realidad, el quinto postulado podia
ser demostrado en base a los demaés. Gracias a estos esfuerzos lo que se consiguid
fueron diferentes enunciados que eran equivalentes al original; o sea, eran verdade-
ros si éste lo era pero no eran demostrables en si mismos. Ya vimos uno en el
capitulo anterior, cuando analizamos la geometria esférica. Listemos aqui distintos
enunciados equivalentes:

e Dos rectas paralelas son equidistantes.

e Si tres puntos estan de un mismo lado de una recta y equidistan de ella, los
tres puntos pertenecen a una misma recta.

e Si una recta encuentra a una de dos paralelas, encuentra necesariamente a
la otra. Esto también puede enunciarse diciendo que dos rectas paralelas a
una tercera son siempre paralelas entre si.

e Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y so6lo una paralela
a dicha recta.



e Por un punto cualquiera, tomado en el interior de un angulo, se puede siem-
pre trazar una recta que encuentre a los dos lados del angulo.

e Dado un tridngulo cualquiera existe siempre uno semejante de magni-
tud arbitraria.

e [a suma de los angulos interiores de un triangulo es igual a dos rectos.
e Existen triangulos de area tan grande como se quiera.

e Por tres puntos no alineados pasa siempre una circunferencia.

El problema era que algunos de estos enunciados parecian demasiado evidentes para
nuestra percepcion del mundo, no podian “no ser ciertos”. La “realidad” los apoyaba.

Por ejemplo; segiin Euclides, dos rectas paralelas son aquellas que, estando en un
mismo plano, no se encuentran al prolongarlas indefinidamente en ambas direccio-
nes siendo una recta “aquella linea que yace igualmente respecto de todos sus
puntos”. Con esta imagen, practicamente estamos obligados a pensar en una recta
como en una linea “derecha”. Pero, ;qué pasa si deformamos el plano donde esta
contenida esa recta? Nuestra recta podria estar “curvada”, como lo vimos con los
circulos maximos en el capitulo anterior. En esta nueva situacion tiene mucho sen-
tido plantearse si dos rectas podrian acercarse indefinidamente sin tocarse.

Después de siglos de tratar de demostrar el quinto postulado se empez6 a pensar en
probar por otro camino... suponer que no se podia demostrar. La idea era directa-
mente negar el postulado y construir nuevamente la geometria sin ¢él, con la
esperanza de llegar a una contradiccion. Lo que se logro fue la construccion de geo-
metrias diferentes e igualmente validas a la geometria euclidiana; todas ellas
consistentes l6gicamente (o compatibles) solamente si las otras también lo eran.

Partiendo de la formulacién “por un punto exterior a una recta se puede trazar una
y solo una paralela a dicha recta” podemos elegir dos caminos para la negacion del
postulado. Una opcion es decir que no se puede trazar ninguna paralela, con lo que
llegamos a lo que se denomina geometria eliptica (la geometria esférica es un caso
particular, cuando la elipse es en realidad un circulo; podemos pensar en la geome-
tria sobre una pelota de rugby). Otra opcién es admitir la existencia de paralelas,
pero que no sean Unicas. Si se propone que por un punto externo a una recta pasan
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varias rectas paralelas se obtiene la geometria hiperbolica. Esta ulti-

N D ma es la que obtendriamos suponiendo que dos rectas paralelas se
p cruzan en un unico punto.

B Otra manera de llegar a las geometrias no euclidianas es usando el lla-
mado Cuadrildtero de Saccheri (figura 6.26). Por los extremos de un
segmento AB se trazan segmentos iguales AC y BD, ambos perpendi-
culares a AB y se unen los puntos C y D con una recta. Se demuestra

que los dngulos a y B son iguales, pero las posibilidades para o y B son:

1. ambos angulos son rectos.
2. ambos angulos son obtusos.

3. ambos angulos son agudos.

Estas son conocidas como las hipétesis del angulo recto, obtuso y agudo. Se puede
demostrar que equivalen, en la forma del postulado “la suma de los angulos interio-
res de un triangulo es igual a dos rectos” a suponer dicha suma igual, mayor o
menor que dos angulos rectos.

Siguiendo la primera hipdtesis se llega a la geometria euclidiana. Siguiendo la
segunda hipotesis se deduce que las rectas deben ser finitas, lo que fue tomado en
su momento como un absurdo; sin embargo, se trata de las rectas de la geometria
eliptica (y en el caso particular de la geometria esférica ya vimos que la suma de los
angulos interiores de un triangulo era mayor a dos rectos). Finalmente si se consi-
deran los angulos agudos se obtiene la geometria hiperbolica.

Observacion:

6.4. Los axiomas de la geometria proyectiva

Para seguir adelante en la construccién de nuestra geometria tenemos que decidir cudl
es el punto donde se cruzan dos rectas paralelas. Nuevamente, los ejemplos de la pers-



pectiva en el arte o el de las vias del tren nos sirven: muy lejos o en el “infinito”... y eso
funciona. Agregaremos el punto del infinito. Primero, agreguemos algunas definiciones
que simplifiquen el lenguaje.

Tendremos ahora otro lugar donde hacer geometria con los nuevos elementos que agre-
gamos: serd el plano proyectivo. Este plano estd formado por los puntos y rectas del
plano de la geometria usual (de Euclides) y los nuevos puntos del infinito.

Lo que queremos que se cumpla es lo siguiente:

e Que cada recta del plano usual tenga asociado un punto ideal (punto en el infinito).

o El punto ideal de una recta pertenecera a todas las rectas paralelas a la dada y a
ninguna otra (todas las rectas paralelas a una dada se encuentran en este punto).

Para lograrlo, basta con pedir que se cumplan los dos siguientes axiomas:

Dados dos puntos existe una Unica recta incidente a ambos. | Axioma1

Dadas dos rectas existe un unico punto incidente a ambas. | Axioma2

Hasta ahora nos preocupamos porque todas las rectas pudieran intersecarse, pero tam-
bién tiene que cumplirse el viejo axioma de que por dos puntos pase siempre una tinica
recta. Cuando estos puntos son dos puntos ideales, la recta no puede ser una recta usual
ya que ésta tiene un Unico punto ideal. Lo mds sencillo es introducir una recta ideal,
formada por todos los puntos ideales, la recta del infinito. Una manera muy grafica de
pensar en ella es asociarla a la recta del horizonte.

Faltaria ver si estos cambios afectan a las definiciones de proyeccién, pero en realidad
el nuevo plano nos ayuda, ya que lo que antes era una proyeccion paralela ahora es una
proyeccién central desde un punto ideal (como los rayos que proyectan son paralelos
entre si, se cruzan en el punto ideal).

Geometria Proyectiva 119



Por ejemplo, en los dibujos en perspectiva estdbamos proyectando
desde el punto de fuga y nuestro horizonte correspondia a la recta
del infinito. En la figura 6.1, el punto de fuga es un punto ideal.

Una vez definido el espacio donde la geometria proyectiva tiene
sus figuras, vamos a tratar de descubrir las propiedades que se
preservan si proyectamos esas figuras desde cualquier punto. Y
ya vimos que, por ¢jemplo, incidencia, concurrencia y colinea-
—_ lidad son propiedades proyectivas. O sea que el teorema de
Desargues en el espacio es un teorema de la geometria proyecti-

va: lo Ginico que usamos para demostrarlo fueron intersecciones (incidencias).

En el caso del teorema en el plano, proyectar puede ayudarnos mds todavia. Como las
propiedades se mantienen en cualquier figura a la que lleguemos usando proyecciones,
si encontramos alguna para la que quede demostrado, entonces vale para todas.

Con todas estas nuevas definiciones se puede probar Desargues en el plano con poco trabajo. Para
esto vamos a usar la siguiente version del Teorema de Thales, correspondiente a la figura 6.27.

Teorema Sean dos rectas que se cruzan en un punto 0, y que intersecan un par de rectas I,
y I, en los puntos A, B, C, D. Entonces, |, es paralela a ,si y sélo si

04 _0B
oc 0D

Ejercicio 2 | Demostrar este teorema.

Veamos ahora otra demostracién del Teorema de Desargues:

Teorema de Si dos triangulos ABC y A'B°C’ en un plano estan situados de tal manera que las
Desargues rectas que unen los vértices correspondientes (Ay A, By B’, C y C’) se cruzan en
un punto 0, entonces los pares de lados correspondientes se intersecan en tres
puntos que estan situados sobre una misma recta.

Demostracion Supongamos que podemos llegar a la situacion de la figura 6.28 (donde Q y R estan
en el infinito) por alguna proyeccion de la figura original. Si el teorema vale en esta
situacion, entonces vale en general.

Para ver que B, Q, y R son colineales, como Ry Q estdn en el infinito, bastaria con ver
que P estd en el infinito también (B’A’ paralela a BA). Lo que queremos ver es que los
tres puntos estdn en la recta ideal. Para eso, en la figura 6.29 introducimos las distan-

cias a los puntos A, B, C, A’, B’, C’ desde O.
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Por el Teorema anterior, si podemos probar que v/u=s/r
entonces B'A’ es paralela a BA.

Pero sabemos que A'C’ es paralela a AC y que C'B’ es para-
lela a CB entonces, utilizando nuevamente el Teorema,

y _ s

X ; r
y también

y _ Vv

X U

S
r

Por lo tanto, igualando % hemos obtenido que + =

Ahora veamos cémo llegar a esta figura utilizando proyecciones.

Para que una proyeccién mande Q y R al infinito tene-

mos que elegir el centro de proyeccién O’ de manera que esté en
un plano 7 que también contenga a Q y R (ver figura 6.30).
Entonces, si hacemos la proyeccién sobre un plano paralelo a ©
como 7, las rectas que unen O’ con Ry Q son paralelas al plano

7, y por lo tanto lo cortan en el infinito.

A pesar de lo novedoso de la idea de Desargues, s6lo interes6 a un
pequefio grupo de matemdticos ya que en ese momento la geome-
tria analitica estaba en pleno desarrollo. En ese grupo se encontraba
Blaise Pascal, quien con sélo 16 afos y siguiendo el trabajo de
Desargues escribié su primer tratado de matemdtica, y en él probd
un teorema que llamé mysterium hexagrammicum y que ahora lleva su nombre.

Si los vértices de un hexagono yacen alternativamente en un par de rectas que se
intersecan, entonces las tres intersecciones P. Q y R de los lados opuestos del

hexdgono son colineales.

Como se puede ver en la figura 6.31,
se trata de un hexdgono en el sentido
amplio, o sea que puede intersecarse a
si mismo.

Teorema de
Pascal
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Ejercicio 3 | Demostrar el teorema de Pascal.

Casi 160 anos después, con Gaspard Monge y su discipulo
Charles Julien Brianchon, logra renacer la geometria proyectiva.
En el caso de Monge, quien era oficial del ejército de Napoledn
y fisico ademds de matematico, su aporte principal fue a la geo-
metria descriptiva, aquélla que investiga sobre técnicas de tipo
geométrico que permiten representar objetos tridimensionales
sobre superficies planas y la forma de recuperar las caracteristi-
cas de estas figuras en dos dimensiones en su correspondiente
del espacio. Por su parte Brianchon logra demostrar el teorema
— dual del teorema de Pascal, que reproducimos en la figura 6.32:

Teorema de Si los lados de un hexdagono pasan alternativamente por dos puntos Py Q fijos,
Brianchon entonces las tres diagonales que unen pares de vértices opuestos del hexdgo-
no son concurrentes.

Ejercicio 4 | Demostrar el teorema de Brianchon

La relacién entre los teoremas de Pascal y de Brianchon, que hemos denominado dual, es
un concepto profundo que aparece con la geometria proyectiva. Los teoremas duales surgen
de reemplazar “vértices” por “lados”, “yacen alternativamente” por “pasan alternativamen-
te”, “puntos” por ‘rectas’ y “son colineales” por “son concurrentes’. Todo teorema que
involucra estos términos puede dualizarse, y obtenemos asi un nuevo teorema.

Por ejemplo, en la geometria euclidea sabemos que por dos puntos siempre pasa una
recta (dos puntos son colineales). Pero no siempre dos rectas se intersecan (no siempre
son concurrentes). En cambio, en el plano proyectivo son enunciados duales:

Dos puntos son colineales
Dos rectas son concurrentes.

Esto no es casualidad, ni ocurre para estos casos particulares, sino que ocurre para todos
los teoremas de la geometria proyectiva. Este hecho fue descubierto por Jean-Victor
Poncelet, otro militar francés, quien escribié un tratado de geometria proyectiva en la
prisién de Saratoff, durante la campana de Napoledn contra Rusia, entre 1813 y 1814.

Poncelet descubri6 esta relacion dual entre puntos y rectas, asi como algunas de sus operaciones.
Por ejemplo, trazar una recta por un punto es la operacion dual de marcar un punto en una recta.

Principio de dua- El dual de cualquier teorema de la geometria proyectiva, también es un teore-
lidad de Poncelet | mga de /a geometria proyectiva.
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Es decir, si un teorema es verdadero entonces su teorema dual también lo es. Esto sélo
puede valer donde todo elemento tiene su dual. En la geometria cldsica, por ejemplo, no
existe el dual de un dngulo. Esto proviene de una caracteristica particular de la construc-
ci6n del plano proyectivo, pero para verlo mas claramente era necesario salir de los métodos
axiomdticos y de alguna manera incluir los métodos algebraicos y numéricos que siempre
se habian rechazado en este tipo de geometrfa. Esto se logré gracias a Julius Pliicker,
Augustus Mébius y Etienne Bobillier, cuando alrededor de 1829 y en medio de una pelea
entre matemdticos “sintéticos” (aquellos que defendian una geometria conceptual, basada
en los axiomas) y “algebraicos” (quienes proponian introducir coordenadas) introdujeron
el uso de las coordenadas homogéneas en la geometria proyectiva.

6.5. Coordenadas homogéneas

Hemos visto brevemente el uso de coordenadas en la geometria euclidiana y en la geo-
metria esférica, como asi también recorrimos algunos de los principales sistemas de
coordenadas (cartesianas, polares). Las coordenadas homogéneas juegan el mismo papel
de las coordenadas cartesianas, pero parametrizan el plano proyectivo. Son ternas de
ndimeros que identifican sus puntos, por lo que pusieron al alcance de los geémetras
todas las herramientas algebraicas y analiticas que antes no tenian.

En general, las coordenadas de un objeto geométrico
son cualquier conjunto de ndmeros que caracterice ese
objeto de forma tnica. En el plano usual, con las coor-
denadas cartesianas se necesitan dos ndmeros para
identificar un punto; por ejemplo, podemos elegir el D e
primero para la posicién horizontal y el segundo para (:3:-3) o
la vertical (ver figura 6.33). e

En el caso de las coordenadas polares, ddbamos el dngulo con
el eje Xy la distancia al origen.

Pero para el plano proyectivo tendriamos problemas con
los puntos del infinito. Sin embargo, la solucién viene de
“salir” del plano para agregar una nueva coordenada que
nos diga si el punto es ideal o no.

Pensemos en el plano proyectivo 7 ubicado en el espacio
tridimensional como se muestra en la figura 6.34

O sea, si la tercera coordenada de un punto en el espa-
cio es la altura, los puntos del plano euclideo usual
serfan de la forma (x, y, 1), pero esto no alcanza para los puntos en el infinito: si
un punto del infinito estuviese indicado como (a, b, 1), coincidiria con el punto
del plano de coordenadas cartesianas (a, b).
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Volvamos entonces a la idea de proyeccién. Si nuestro centro es

n el origen de coordenadas O = (0,0,0), entonces para cualquier
punto de 7 tenemos una recta que pasa por O. Y para los pun-

tos en el infinito, tenemos rectas paralelas a = que pasan por el

@ origen (ver figura 6.35)

Las coordenadas homogéneas de cualquier punto P del plano pro-

yectivo van a ser las coordenadas en el espacio de cualquier punto

Q (distinto del origen) que esté en la recta que une a P con O. Si

el punto es ordinario podemos elegir, por ejemplo, (a,b,1); pero
en general sirve cualquier terna de la forma

(ta, th, t) con t=0.

(Estamos usando aqui la ecuacién paramétrica de una recta en el espacio.) En otras
palabras, a cada punto del plano le hemos asociado una recta. En el caso de un punto
en el infinito, lo representaremos como (x, y, 0). Podemos pensar que (x,y) nos da la
direccién de las rectas paralelas que se cruzarian en este punto ideal P.

Entonces, a cada punto del plano le hemos asigna-
do una recta del espacio tridimensional. ;Y qué les
toca a las rectas? Veamos la figura 6.36 n L

Hemos dicho que a cada punto de L le correspon-
dia una recta del espacio pasando por el origen.
Entonces, juntando todas estas rectas podemos
pensar que a L le corresponde, en el espacio, un
plano. Este plano pasa por el origen y contiene la
recta L.

Deberfamos darle a L las coordenadas de ese plano en el espacio. Esto se aclara cuando
miramos la ecuacién que satisface un plano: un punto (x, y, z) estd en un plano que
pasa por el origen cuando es solucién de una igualdad del tipo

ax + by +cz=0
donde a, b y ¢ son nimeros que nos dicen cémo es el plano (qué “inclinacién” tiene).
Asi que podemos definir las coordenadas de L como la terna de nimeros (a, b, ¢) que
corresponden a la ecuacién del plano que pasa por el origen y que tiene al vector (a, b, ¢)
como normal. Esto incluye la recta en el infinito, porque en este caso el plano que da

las coordenadas es el plano paralelo a © que pasa por el origen de ecuacién z=0.

Estas coordenadas nos muestran como rectas y puntos pueden intercambiar lugares en
la geometria proyectiva.



En primer lugar, puntos y rectas quedan definidos por ternas de ntimeros (distintos de
(0, 0, 0)), es decir que si nos dan una terna de coordenadas, no podemos distinguir si
son de una recta o de un punto.

En segundo lugar, si tenemos dos ternas de coordenadas (x, y, z) y (a, b, ¢) que cum-
plen que ax + by + cz = 0 (o, equivalentemente, xa + yb + zc = 0). ;Dirfamos que el
punto de coordenadas (x, y, z) pertenece a la recta de coordenadas (a, b, ¢) o que el
punto de coordenadas (a, b, ) pertenece a la recta de coordenadas (x, y, z)? Todo depen-
de de la interpretacién que queramos darle y no de una diferencia real.

Observemos también que las ternas que definen tanto a puntos como a rectas estdn aso-
ciadas con direcciones, la direccidn de la recta que pasa por el origen para los puntos,
y la normal al plano para las rectas.

Recordemos que una de las propiedades bésicas de las proyecciones era que una recta se
proyectaba en otra recta. Gracias al sistema de coordenadas que introducimos, ahora
podemos darle una forma matemdtica a la proyeccién. Una recta en el plano proyectivo
estd dada por las coordenadas (ta, tb, t) con t # 0, y queremos que su proyeccién sea otra
recta del plano proyectivo dada por (tc, td, t) con t # 0. Las Ginicas funciones que cum-
plen con esta propiedad, sin contar las translaciones, son las transformaciones lineales.

Las transformaciones lineales dilatan y contraen al espacio de una manera tal que las pro-
piedades proyectivas se conservan. ;Existird algin grupo de funciones que tampoco
cambien el tamano de los objetos? La respuesta es que si, y son los movimientos rigidos:
las rotaciones y reflexiones; que son un subconjunto de las transformaciones lineales.

En 1872, y alos 23 anos de edad, el matemdtico alemdn Félix Klein presentd el llama-
do Programa de Erlangen, donde mostraba que todas las geometrias podian definirse de
una manera distinta a la axiomdtica; cada geometria abarcaba el estudio de las propie-
dades del espacio que son invariantes bajo un grupo dado de transformaciones. En el
caso de la geometria euclidea, son los movimientos rigidos; en el caso de la geometria
proyectiva, son las transformaciones lineales.

6.6. Habitacién de Ames

Una habitacién de Ames es una ilusién éptica tridimensional,

donde una persona parece cambiar de tamano a medida que se Posicion actual
de la persona A

mueve lateralmente desde una pared a la otra. -

. o . Posicion aparente
La ilusién se vale del hecho que nuestro cerebro cree ver una habi- | delapersonaa

tacion cuadrada cuando en realidad el cuarto estd deformado de
manera que una esquina estd mds alejada. Esto sucede porque el
ojo no recibe informacién sobre el tamano de los objetos sino orma aparene”
sobre el dngulo que abarca su imagen en la retina. Ya menciona- | delahabiacion Mirilla

Posicién actual
y aparente de la
persona B
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Esquina vista

por un adulto mos que vemos la Luna mds grande en su proximidad con el hori-

zonte; como la comparamos con algo que se encuentra mds cerca

e automdticamente debe ser porque el tamafo es mayor. En este

trasera juego se basa la ilusién de la habitacién de Ames, no nos damos

‘ | cuenta que la persona se aleja, y por lo tanto la interpretacion es
/ | que se achica.

’I Esquina vista
‘E porunnine Para construir una habitacién de Ames pequefa se puede ampliar

Céamara

e imprimir la siguiente figura.

Q%

Una vez caladas las ventanas, el techo y el punto de observacién (marcados con x), se
arma y se pega. Se pueden pasar objetos no muy grandes por detrds de las ventanas para
ver cémo cambian de tamafio o colocar distintos objetos dentro para compararlos.

Ahora, si se quiere construir una habitacién dC Ames de mayor tamano es necesario un
poco mas dC trabajo.

Queremos lograr que el observador situado en A vea una habitacién normal.
Entonces las esquinas del lado izquierdo y de la parte de atrds deberfan ser E,,
y E,. Este es el lado que se construird mds atrés.
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Marcamos la linea de vision de la esquina, L y elegimos cudn lejos queremos
que se vea la esquina E,, en el punto .

Como queremos que la unién de las dos paredes sea
recta, nos queda determinada la posicién de la falsa
esquina E;, Q en la interseccién de la vertical que
baja de P al suelo. Observemos que quedan alinea-
dos el punto donde realmente estard la esquina de la
habitacién, el punto donde nosotros la veremos y
nuestros pies.

Para poder completar el disefio interior, necesitamos saber como se altera cada objeto
que nos encontremos: las baldosas del piso, alguna ventana, una puerta. En general se
utilizan objetos con bordes rectos para facilitar los clculos.

Para lograr esto lo mds conveniente es pensar que una transformacién lineal T deforma
el espacio de tal manera que manda las lineas rojas a las verdes. Para encontrarla usare-
mos que las transformaciones lineales quedan definidas dando su valor sobre una base.
Elijamos entonces un origen de coordenadas, por ejemplo nuestro origen se encontra-
rd en la esquina inferior derecha de la parte frontal de la habitacién. De esta manera es
facil interpretar la posicién de todas las esquinas, en particular de E; y E,.
E\=(x,5,0) E,=(x,5,2) E;=(x,0,0)

Si pensamos en estos puntos como vectores ya tenemos nuestra base
y la transformacién queda definida como la tnica transformacion
que cumple:

TE)=Q T(E,)=P T(E;)=E,

Veamos un ejemplo, si consideramos una habitacién original de 4 m
de frente, 4 m de profundidad y 2,5 m de altura tenemos

x=4 y=4 z=2,5
Entonces
E,=(4;4;0) E,=(4;4;2,5) E;=(4;0;0)
Y por lo tanto nuestra transformacién cumple que
T(4:4;0)=Q T(4;4;2,5)=P T(4;0;0)= (4;0;0)

Ahora tenemos que elegir P en la linea de visién que corresponde a E,, o sea P tiene
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que pertenecer a la recta que pasa por E, y A. Consideremos un punto de observacién
centrado y a 1,7m del piso, o sea

A=(0;2;1,7)
Los puntos (a,b,c) que pertenecen a la recta que pasa por E, y A son de la forma
(a,b,c) = t(4;2;0,8) + (4:4;2,5)
Para t>0, obtendremos puntos “detrds” de E,. Si elegimos t=0,5 obtendremos
P=(a,b,c)=(6;5;2,9) y como Q se encontraba bajando desde P en forma vertical nos

queda Q=(6;5;0).

De esta manera, cuando una persona camine por el fondo de la pieza, se estard alejan-
do 2m hacia atrds y 1m en sentido lateral.

Obtuvimos entonces los tltimos datos necesarios para encontrar T
T(4;4;0) = (6;5;0) T(4;4;2,5) = (6;5;2,9) T(4;0;0) = (4;0;0)

T estd dada por

T(x,x0%3) = (x,+0,5%,;1,25%,;1,16x%3)
Con esta funcién podemos terminar de determinar la posicidn correcta para cada obje-
to o figura que queramos agregar, como por ejemplo un cuadro en la pared posterior.
Basta con ubicar las coordenadas de los vértices en la habitacién original y ver dénde
los ubica nuestra transformacion.
Veamos c6mo obtener esta tltima expresién.
Por definicién una transformacion lineal cumple que:

T(u+v)=T(u)+T(v)
TAu)=A T(u)

donde u y v son vectores (ternas de niimeros en nuestro caso) y A es un nimero cualquiera.
Queremos encontrar una expresién para T(x,y,z) sabiendo que

T (4;4;0)=(6;5;0) T(4;4;2,5)=(6;5;2,9) T(4;0;0)= (4;0;0)

Y que los vectores (4;4;0), (4;4;2,5) y (4;0;0) forman una base, o sea que dado un vector
(x,y52,) cualquiera, podemos encontrarle una tnica terna de niimeros (o,B,y) que cumple



(%y,2) = a(4:4;0) + B(4;4;2,5) + y(4;0;0)
Para eso igualamos coordenada a coordenada, obteniendo un sistema de ecuaciones
(x,y52) = au(4;4;0)+P(4;4:2,5)+y(4;050)

= (4o+4B+4y;40 +40;2,5B)

x=4o+4p+4y (D)

y=4a +4p (IT)

2=2,5p (I11)
De III tenemos que B=0,4z
Reemplazando en II podemos despejar 4o=y-4B=y-1,62
Entonces 0=0,25y-0,4z
Reemplazando ahora en I obtenemos 4y=x-40-4P=x-(y-1,62)-1,6z=x-y
Entonces 1=0,25x-0,25y

Volvamos ahora a nuestra funcién T
T(x,y,2) = T(0u(4;4;0)+P(4;4;2,5)+y(4;050))
= aT(4;4;0)+BT(4:4:2,5)+yT((4;0;0)
Por ser una transformacién lineal.
Usando ahora los datos que tenemos queda
T(x,y2) = a(6;5;0)+B(6;5;2,9)+7(4;0;0)
- (0,25y-0,42) (6;5;0)+0,42(6;5;2,9)+(0,25x-0,25y) (4;0;0)
= (1,5y-2,42;1,25y-22:0)+(2,42;22;1,162) + (x-y;0;0)

= (x+0,5y;1,25y,1,16z)
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