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2. Números enteros
1. Introducción

2. Construcción de los números enteros

Estudiamos los números naturales y vimos que sirven para contar. Sin embargo, hay situaciones 
que para ser descriptas correctamente requieren de otro tipo de números. Los números enteros 
negativos se usan en diversos contextos, por ejemplo, para expresar o calcular:

En geografía, profundidades o diferencias de altura:•	
 

la capa más superficial de la estructura de la Tierra, o 
llamada corteza terrestre, llega hasta los -30 km en el 
fondo oceánico;
la diferencia de altura que hay desde la cima del o 
Aconcagua, que se halla a 6.959 metros sobre el nivel 
del mar, hasta el fondo de la laguna del Carbón, en la 
provincia de Santa Cruz, donde el altímetro marca 105 
metros bajo el nivel del mar. (Figura 1)

Temperaturas bajo cero: •	 el día más frío del año 2008 
en Ushuaia fue el 16 de agosto, con una temperatura 
mínima de -5°C y una temperatura máxima de 7°C.
En contabilidad, los números negativos significan •	 deudas y los positivos haberes o 
activos poseídos.
Fechas en la antigüedad, años antes de Cristo: •	 Platón, el más importante filósofo de la 
antigüedad, fue alumno de Sócrates y maestro de Aristóteles; nació en Grecia en el año 427 
a.C. y murió en el año 347 a.C.; por lo tanto, vivió 80 años.

Para continuar el estudio de los números, consideremos N0 el conjunto de los números 
naturales y el cero, y pensemos en la siguiente situación. En el capítulo anterior, estudiamos 
operaciones de números naturales y vimos que dos números naturales se pueden sumar y se 
obtiene como resultado otro número natural; también se pueden multiplicar y el resultado 
es un número natural. Por ejemplo, 3+5 = 8 ∈ N y 3·5 = 15 ∈ N. Además, si quisiéramos 
restar uno de otro, por ejemplo, hacer 5 - 3 también se puede dentro del conjunto N, es 
decir 5 - 3 = 2 ∈ N. Una situación cotidiana que refleja esta situación matemática es la 
siguiente: si Paula tiene 5 remeras, Lorena le puede pedir prestadas 3 remeras y a Paula 
todavía le quedan 2. En cambio, si Paula tuviera sólo 3 remeras, Lorena no debería esperar 
que le preste 5 porque no tiene más de 3.

- 105

+105

6.959

6.959

7.064

Figura 1.

Patricia JANCSA

CAP02 25_02_2010.indd   37 04/08/2010   01:21:58 a.m.



38 Los Números

Es decir, ¿qué ocurre si queremos efectuar la operación de resta en el otro sentido, o sea, 
3-5? ¿A 3 se le puede restar 5? Veremos enseguida que, en realidad, sí se puede efectuar 
esta operación, pero el resultado ya no es un número natural.

Recordemos que la operación suma dentro de N0 tiene al cero como elemento neutro porque 
a + 0 = a y 0 + a = a para todo número natural a. Pero ningún número natural tiene un 
inverso dentro de N0, respecto de la suma. La pregunta es qué tipo de números deberíamos 
agregarle a N0 para que todo elemento tenga inverso respecto de la operación suma. Es 
decir, si Paula tuviera 3 remeras, Lorena podría pedirle las 3 remeras (¡por lo menos para 
probárselas!) y en este caso, Paula no se quedaría con ninguna. Es decir, 3 - 3 = 0, o, mejor 
dicho, 3 + (-3) = 0 que no es un natural pero sí pertenece a N0.

En otras palabras, agreguémosle a N0 todos los “opuestos” de sus elementos, es decir, el -1, 
el -2, etcétera. Llamaremos al nuevo conjunto que construimos de esta forma conjunto de 
los números enteros y lo denotamos con la letra Z. A partir de la construcción anterior:

que, en particular, contiene a N y a N0. Así, dentro de Z, cualquier n ∈ N tiene un 
inverso, respecto de la suma, que es su opuesto.

Veamos que la pregunta anterior también tiene respuesta dentro de Z. Ahora, podemos 
realizar la operación “resta” o “diferencia” de cualquier par de enteros, por ejemplo, a 3 - 5 
lo calculamos como 3 + (-5) = -2. Es decir, si Paula tuviera tres remeras, le faltarían dos para 
poder prestarle 5 remeras a su amiga.

EjEmplos

¿Qué diferencia de altura hay desde la cima del Aconcagua, que se halla a 6.959 metros sobre •	
el nivel del mar, hasta el fondo de la laguna del Carbón, en la provincia de Santa Cruz, donde 
el altímetro marca 105 metros bajo el nivel del mar?

Para averiguarlo, necesitamos calcular 6.959 - (-105) = 6.959+105 = 7.064 metros.

¿Qué amplitud térmica hubo el 16 de agosto de 2.008 en •	
Ushuaia? (Figura 2)

Dado que la temperatura mínima fue de -5°C y la máxima 
de 7°C, la amplitud térmica fue de 7°C -( -5°C)=12°C.

Si tenemos •	 $1.500 en el banco, no podemos emitir un cheque 
por $1.750, salvo que el banco nos preste la diferencia, 
en cuyo caso generaríamos una deuda. Para informarnos 
de esta situación, el banco nos mandaría una carta donde 
explicaría que, en este caso, el saldo de nuestra cuenta sería de  
$1.500 - $1.750 = -$250, es decir que le deberíamos 
$250 al banco.

Z = N ∪ {0} ∪ −N

7º-(-5º) = 7º + 5º = 12º

-10º
-5º
5º
0º

7º10º 
20º 

30º 
40º 

Figura 2. En grados Celsius.
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39Números enteros

Pitágoras, filósofo y matemático griego, nació aproximadamente en el año 582 a.C. y •	
vivió 75 años; ¿en qué año murió?

 Si Pitágoras nació en el año 582 a.C., es decir, 582 años antes del año cero, y vivió 75 años, 
entonces murió 75 años más tarde de su año de nacimiento, es decir que murió en el año:

 La respuesta es que murió aproximadamente en el año 507 a.C.

−582 + 75 = −507.

2.1. Construcción formal de Z
Notemos que un número entero negativo puede ser definido como la diferencia de dos 
números naturales. Por ejemplo -2 = 3 - 5, de donde puede asociarse el número -2 con el 
par ordenado (3 , 5). El problema es que (4 , 6), (11 , 13) y otros infinitos pares ordenados 
también dan como resultado -2 al restar sus componentes. ¿De qué forma podemos definir 
sin ambigüedad el número -2? Perfeccionemos la idea anterior, teniendo en cuenta a la 
vez todos los pares ordenados de números naturales cuya diferencia es -2. Es decir, dos pares 
ordenados (m , n) y (m' , n' ) pueden asignarse al mismo número entero si:

El inconveniente es que las restas () no pueden efectuarse en N si m ≤ n. Pero este 
problema se puede solucionar si nos damos cuenta de que:

y esta operación es correcta en N, ya que la suma de cualquier par de naturales es un número 
natural. Entonces, estamos en condiciones de definir en N  N la relación ~ dada por:

No es difícil ver que esta relación es de equivalencia; por lo tanto, produce en N  N 
una partición en clases de equivalencia, cada una de las cuales puede ser asociada a un 
único número entero y viceversa. Si denotamos por [(m , n)] la clase de equivalencia del 
par (m , n), para cada par de naturales m y n, resulta, por ejemplo:

Se define entonces m - n ∈ Z como cualquier representante de la clase [(m , n)]. 
Explícitamente, se define el opuesto de cada número natural n como:

m n = m n ( )

m− n = m − n es equivalente a m+ n = m + n (∗∗)

(m , n) (m , n ) si y solo si m+ n = m + n.

[(3 , 5)] [(11 , 13)]

[(19 , 21)]

[(1 , 3)]

n = [(1 , n+ 1)].
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40 Los Números

Además, el cero puede obtenerse como:

0 = [(n , n)] para cualquier n ∈ N.

2.2. La suma y la resta de números enteros

Formalmente, podemos definir la suma de dos números enteros a partir de sus clases de 
equivalencia [(m , n)] y [(m' , n'  )], con m,m' , n, n'  ∈ N:

Esto se interpreta como:

Debemos ver que esta operación está bien definida en clases de equivalencias, esto es, que si 
(m1, n1) ~ (m2, n2) y (m' 1, n' 1) ~ (m' 2, n' 2), entonces (m1 +m' 1, n1 +n' 1) ~ (m2 + m' 2, n2 + n' 2). 
Ahora, al ser (m1, n1) ~ (m2, n2) vale que:

y análogamente, al ser (m' 1, n' 1) ~ (m' 2, n' 2) vale que:

lo que claramente implica que:

como queríamos ver.

Se define la resta como:

que interpretamos:

Esta operación también está bien definida en clases de equivalencia: si (m1, n1) ~  (m2, n2) 
y (m’1, n’1) ~  (m’2, n’2) entonces (m1 + n’1, n1 + m’1) ~  (m2 + n’2, n2 + m’2), pues:

[(m , n)] + [(m , n )] = [(m+m , n+ n )]

(m− n) + (m − n ) = (m+m )− (n+ n ).

m1 + n2 = m2 + n1,

m1 + n2 = m2 + n1,

m1 +m1 + n2 + n2 = m2 +m2 + n1 + n1,

[(m , n)]− [(m , n )] := [(m+ n , n+m )],

(m n) (m n ) = m n m + n

= m+ n n m

= (m+ n ) (n+m ).

(mm )1 1=

=

=

+ n1 m2 + +

+

+ n 2

n1+m 1 m2++ n2

+ n2

(m )2+ n1

(n )1+m2

(n )2+m1
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41Números enteros

Veamos cómo resultan estas operaciones en la práctica: ya sabíamos cómo sumar dos 
números naturales y, en la sección anterior estudiamos que la resta de un natural de otro 
es un número entero. Por ejemplo, 5 - 3 = 2 y 3 - 5 = -2; podemos pensar esta operación 
como la suma de dos enteros, cada uno con su signo:

La manera más fácil de efectuar esta operación es la siguiente:

En general, para m y n ∈ N, si m ≥ n entonces m - n es la resta usual, y el resultado es un 
número natural o cero. Si m < n, el resultado de la resta m - n es un número entero negativo, 
y puede calcularse como:

En cualquier caso, podemos pensar la resta de dos números naturales como una suma de dos 
enteros, cada uno con su signo:

Luego, podemos sumar y restar dos números enteros de la siguiente manera:

si •	 m y n ∈ Z son positivos, entonces m + n es la suma usual de números naturales, y 
m - n está definida arriba;
si uno es positivo y otro negativo, digamos •	 m > 0 y -n < 0, con n ∈ N, entonces su 
suma es 

y su resta o diferencia es:

si ambos son negativos, digamos -•	 m y -n con m y n ∈ N, su suma es: 
 
 
y su diferencia es:

si alguno de los dos es cero y •	 m ∈ Z, entonces:

Es decir que, si a, b ∈ Z entonces a + b y a - b ∈ Z.

EjEmplo. ¿Qué número hay que sumarle a 16 para obtener 5?

Solución. Buscamos n ∈ Z tal que 16 + n = 5

3 5 = 3 + ( 5)

= 2

3 5 = (5 3)

= 2

m− n = −(n−m).

m+ (−n) = m− n.

m+ (−n) = m− n ∈ Z

m− (−n) = m+ n ∈ N ⊂ Z, (−n)−m = −(n+m) ∈ Z.

(−m) + (−n) = −m− n = −(m+ n) ∈ Z

(−m)− (−n) = −m+ n = n−m ∈ Z.

m+ 0 = m, m− 0 = m y 0−m = −m.

Por lo tanto, en el conjunto de los enteros se puede sumar y 
restar sin salir de él.
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42 Los Números

¿Qué tienen en común los enteros 5 y -5? Sabemos que uno es el opuesto del otro; esto 
significa que 5 y -5 están a la misma distancia del cero, exactamente a una distancia 
igual a 5 unidades. La distancia de un número cualquiera al cero se llama el valor absoluto 
del número.

En consecuencia, el hecho anterior se expresa diciendo que el valor absoluto de 5 y el de -5 
son ambos iguales a 5. En otras palabras, enteros opuestos tienen el mismo valor absoluto. 
En símbolos, el valor absoluto de un número n cualquiera se expresa de manera abreviada 
usando barras verticales en la forma |n|. La manera correcta de definirlo en general es:

Por ejemplo, |5| = 5 y, de acuerdo a la definición, también | - 5| = -(-5) = 5.

Si sumamos -16 a cada miembro obtenemos:

Por lo tanto, el número buscado es -11. En efecto, si reemplazamos a n por -11 en la 
igualdad inicial, obtenemos:

como queríamos.

NotacióN. En () usamos el símbolo “” para indicar que la igualdad que está a la 
izquierda es equivalente a la de la derecha; es decir, que la validez de la igualdad de la 
izquierda implica la validez de la igualdad de la derecha y, recíprocamente, la validez de 
la igualdad de la derecha implica la validez de la igualdad de la izquierda.

( ) 16 + n+ ( 16) = 5 + ( 16) n = 11.

16 + ( 11) = 16 11

= 5

|n| = n si n ≥ 0
−n si n < 0

3 · ( 2) = 3 3

= 6

2.3. Valor absoluto

2.4. La multiplicación 
El ingrediente nuevo que aparece al multiplicar números enteros es el signo: ¿cómo 
calculamos 3 · (-2)?

Así como para los números naturales el producto 3 · 2 significa sumar dos veces 3, que es 
3 + 3 = 6, el producto 3 · (-2) significa restar dos veces 3, o sea:
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43Números enteros

De aquí surge la regla para multiplicar un número positivo por otro negativo: el resultado 
es un número negativo.

¿Cómo calculamos (-3) · (-2)? En este caso, debemos restar dos veces -3, o sea:

De esta manera se deduce que el producto de dos números negativos es un número positivo.

Regla de los signos. Para multiplicar “números con signo” hay que respetar las siguientes reglas:

(+) · (+) = +•	
(+) · (-)  = -•	
(-) · (-)  = +•	

EjEmplos

(-2) · 3        = -(2 · 3)  = -6.•	
(-2) · (-3)     = +(2 · 3) = 6.•	
-[(-1) · (-2)] = -[1 · 2]  = -2.•	

obsErvacióN. Sean b y c ∈ Z tales que b · c = 1. Entonces b = c = 1 o b = c = -1.

En efecto, si b · c = 1, entonces b y c son ambos positivos o ambos negativos. Si b y c son 
ambos positivos y ocurriera, por ejemplo, b > 1 entonces b · c, que es igual a “b veces c”, sería 
más grande que c, es decir que b · c > c ≥ 1; por lo tanto, tanto b como c deben ser 1.

Si b y c son ambos negativos, entonces -b y -c son positivos, y podemos usarlos para 
escribir el producto en la forma b · c = (-b) · (-c) que sabemos que es igual a 1; por lo 
tanto, de nuevo -b y -c deben ser 1, o sea que b y c son iguales a -1.

( 3) · ( 2) =
=

( 3) ( 3)

+6

3. Divisibilidad y algoritmo de división
Imaginemos que tenemos una tableta de chocolate de seis 
cuadraditos que dos amigos quieren compartir por igual. 
Esta operación puede realizarse convenientemente, y a cada 
uno le tocan tres de las seis partes que tiene la tableta.

Ahora, imaginemos que tenemos 7 lapiceras que queremos 
repartir entre los dos amigos. Es claro que, para que a cada 
amigo le toque la misma cantidad, podemos darle tres 
lapiceras a cada uno pero sobra una lapicera, es decir, la 
lapicera sobrante no puede partirse.
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44 Los Números

La división es la operación que permite averiguar cuántas veces un número, el 
divisor, está contenido en otro número, el dividendo. Por ejemplo, el 2 está 3 veces 
en el 6, porque 3 · 2 = 6, entonces 6 dividido 2 es igual a 3. En este sentido, la división 
es la operación inversa de la multiplicación.

Se denomina cociente al resultado entero de la división. Si la división no es exacta, es decir, 
el divisor no está contenido un número exacto de veces en el dividendo, la operación 
tendrá un resto. En el caso de las lapiceras, se divide 7 por 2 y se obtiene un cociente de 
3 unidades y un resto de 1 unidad, que también puede expresarse como:

Para obtener el cociente y el resto de efectuar la división de un número entero por otro, se efectúa 
el procedimiento conocido como algoritmo de división, que explicaremos más adelante.

Dividendo = Cociente · Divisor + Resto

7 = 3 · 2 + 1

3.1. Divisibilidad

Para expresar simbólicamente este hecho, se escribe a | b. También se dice que b es 
divisible por a, o que a es un divisor de b.

Por ejemplo, 2 divide a 2 (en efecto, 2 = 1 · 2); 2 también divide a 4, a 6, a 8, a 20, y a 
todos los números pares. Justamente, un número es par si es divisible por 2.

EjErcicio 2.1. ¿Cómo podríamos describir a todos los números impares?
 
obsErvacióN. Propiedades de la noción de divisibilidad:

Para cada 1. n ∈ Z, 1 | n, n | n, -1 | n y -n | n.

En efecto, 1 | n porque n = 1 · n, es decir, en la división de n por 1, el cociente es n y la 
división es exacta. Por otra parte, en la división de n por el mismo n, el cociente es 1 y 
la división es exacta. Notemos, además, que -1 | n y -n | n porque n = (-n) · (-1). 

Si 2. a, b ∈ Z, a | b y b ≠ 0 entonces |a| ≤ |b|.
Si 3. a | b y b | a entonces |a| = |b|.
Si 4. a | b y b | c entonces a | c.

En efecto, si a | b existe q ∈ Z tal que b = q · a. Si además b | c, existe q' ∈ Z tal que  
c = q'  · b. Entonces c = q' · (q · a) = (q' · q) · a.

Si a, b ∈ Z decimos que a divide a b si existe q ∈ Z tal que b = q · a, donde q es el 
cociente de la división de b por a.
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Si 5. a | b y a | c entonces a | (h · b + k · c) para cualesquiera h, k ∈ Z.

En efecto, si a | b y a | c existen enteros q1 y q2 tales que b = q1 · a y c = q2 · a; entonces 
h · b + k · c = h · q1 · a + k · q2 · a = (h · q1 + k · q2) · a.

El 1 tiene exactamente dos divisores, que son 1 y -1. Los demás enteros n distintos de 
0, de 1 y de -1 tienen por lo menos cuatro divisores, que son el 1, el -1, el mismo n, y 
su opuesto -n, pueden tener más divisores. Un entero se dice primo si tiene exactamente 
cuatro divisores distintos. Los divisores de 6 son 1, 2, 3, 6 y sus opuestos, -1, -2, -3 y 
-6; es decir que 6 tiene ocho divisores en total (6 no tiene más divisores porque 
si a | 6 entonces |a| ≤ |6| = 6). En particular, 6 no es primo. En cambio, los únicos 
divisores de 7 son 1, 7 y sus opuestos, -1 y -7; por lo tanto, 7 es primo.

Los divisores positivos de 100 son todos los números que aparecen en el primero de los 
diagramas siguientes. Para cada natural que aparece en el diagrama, sus divisores positivos 
son todos los que aparecen debajo de él, unidos a éste por un camino formado por una o 
más líneas. Los otros dos diagramas tienen, de la misma manera, los divisores de 30 y 60.

Notación. El símbolo “” que utilizaremos en lo sucesivo 
indica que toda vez que vale el enunciado de la izquierda, como 
consecuencia vale el de la derecha. Es decir, que el enunciado 
de la izquierda implica el enunciado de la derecha.

EjEmplo. Determinar todos los n ∈ Z tales que 2 · n - 1 
divide a n2 + 7. 

Solución: Supongamos que n ∈ Z es tal que 2 · n - 1 divide a 
n2 + 7, en símbolos escribimos (2 · n  - 1) | (n2 + 7), entonces 
divide también a cualquier múltiplo de él, por ejemplo:

Por otra parte, es claro que:

Ahora usamos la propiedad 5, que implica que a | b y a | c  a | (b - c), entonces:

Por lo tanto, si n ∈ Z es tal que 2 · n - 1 divide a n2 + 7 entonces 2 · n - 1 divide a 14 + n. 
Nuevamente, en particular:

Números enteros

(2 · n− 1) | 2 · (n2 + 7) = 2 · n2 + 14.

(2 · n− 1) | n · (2 · n− 1) = 2 · n2 − n.

(2 · n− 1) | [2 · n2 + 14− (2 · n2 − n)] =⇒ (2 · n− 1) | (14 + n).

(2 · n 1) | 2 · (14 + n) = 28 + 2 · n

(2 · n 1) | (2 · n 1)

100 60

20 50 30 12 20 30

4 10 25 6 10 15 4 6 10 15

2 5 2 3 5 2 3 5

1 1 1
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46 Los Números

Si el divisor no está contenido un número exacto de veces en el dividendo, la operación 
tiene un resto, como en el ejemplo al comienzo de esta sección, en el que se reparten siete 
lapiceras entre dos personas. Este resto debe ser menor que el divisor. Para efectuar la 
división de un número natural por otro y obtener la expresión

el procedimiento es el que aprendimos en la escuela primaria. Recordemos que se escribe 
el dividendo a la izquierda y el divisor a la derecha, contenido en dos caras adyacentes de 
un rectángulo abierto a la derecha: si, por ejemplo, consideramos la división de 4.712, 
el dividendo, por 23, el divisor, el proceso empieza así:

y continúa como hacíamos en la escuela.

El resultado es el siguiente: 4.712 dividido 23 da un cociente de 204 y un resto de 20, 
que verificamos así:

y entonces 2 · n - 1 divide a la diferencia de los dos, es decir, divide a 28 + 2 · n - (2 · n - 1) = 29.  
Por lo tanto, si n ∈ Z es tal que 2 · n - 1 divide a n2 + 7, entonces 2 · n - 1 divide a 29.

Si pensamos un momento en el número 29, nos damos cuenta de que el conjunto de 
todos sus divisores es:

(En general, si n es un entero no nulo, llamamos Dn al conjunto de divisores de n, que 
sabemos que es finito por la segunda propiedad.)

En consecuencia, 2 · n - 1 no puede ser otro número más que alguno de los elementos 
del conjunto anterior. Analicemos caso por caso todas las posibilidades:

Si 2 · •	 n - 1 = 1, entonces n = 1  n2 + 7 = 8 y es cierto que 1 | 8.
Si 2 · •	 n - 1 = -1, entonces n = 0  n2 + 7 = 7 y es cierto que - 1 | 7.
Si  2 · •	 n - 1 = 29, entonces n = 15  n2 +7 = 232 y es cierto que 29 | 232 porque 232 = 29 · 8.
Si 2 · •	 n - 1 = - 29, entonces n = - 14  n2 + 7 = 203 y es cierto que - 29 | 203 porque 
203 = - 29 · ( - 7).

Por lo tanto, las soluciones al problema son los elementos del conjunto:

D29 = {1, −1, 29, −29}.

{1, 0, 15, −14}.

Dividendo = Cociente · Divisor + Resto

4.712 |23

3.2. Algoritmo de división
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47Números enteros

Algoritmo de división para números enteros: consideraciones de signo. ¿Qué pasa 
si queremos dividir por un número negativo? Por ejemplo, si nos interesa calcular 4.712 
dividido -23, utilicemos el cálculo anterior en el cual dividendo y divisor eran ambos 
positivos y obtengamos la expresión para este caso. En efecto, multipliquemos dos veces 
por -1 el primer término de la igualdad (notar que esta operación no altera el resultado); 
luego usemos convenientemente la conmutatividad y la asociatividad del producto:

Por lo tanto, en la división de 4.712 por -23 el cociente 
es -204 y el resto es 20.

Por ejemplo, si nos interesa calcular -4.712 dividido 
23 multiplicamos toda la expresión anterior por -1:

que es correcto, pero no cumple con la condición de que el resto sea positivo o cero. Para 
solucionar este problema, lo que hacemos es sumar y restar 23, y luego conmutar y 
asociar convenientemente para obtener:

que dice que en la división de -4.712 por 23 el cociente es -205 y el resto es 3.

Finalmente, el caso que falta considerar es el de dividir un número negativo por 
otro negativo, por ejemplo, -4.712 dividido -23; para ello, empezamos como antes 
multiplicando toda la expresión inicial por -1:

y de nuevo necesitamos sumar y restar 23 para obtener un resto no negativo:

que dice que en la división de -4.712 por -23 el cociente es 205 y el resto es 3.

204 · 23 + 20 = 4.712

4.712 = 204 · 23 + 20
= [( 1) · ( 1) · (204 · 23)] + 20

= [( 1) · 204 · ( 1) · 23] + 20

= ( 204) · ( 23) + 20.

4.712 = (204 · 23 + 20)
= 204 · 23 20

4.712 = 204 · 23 20+ 23 23 = ( 204 · 23 23)+ ( 20+ 23)

= ( 205) · 23+ 3

4.712 = (204 · 23 + 20)

= 204 · ( 23) 20

4.712 = 204 · ( 23) 20 = 204 · ( 23) 23 + 23 20

= 205 · ( 23) + 3

El algoritmo de división exige que el resto sea siempre no 
negativo, es decir, positivo o cero.
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Notar que si n = 0, el algoritmo de división vale con  
q = 0 = r; en efecto, 0 = 0 · d + 0 cualquiera sea d no nulo.

Este enunciado se demuestra a continuación:

tEorEma 2.1. Sean n, d ∈ Z y d ≠ 0, entonces existen q, 
r ∈ Z tales que n = q · d + r y 0 ≤ r < |d|; además, q y r 
son únicos con esta propiedad.

DEmostracióN. Caso d > 0. Para cada par n, d ∈ Z con d > 0, definamos el conjunto 
de los candidatos a resto en la división de n por d:

Entonces R ≠ ; en efecto, mostremos un elemento en el conjunto: sea r1 = n - (-d · |n|) · d, 
y veamos que r1 ∈ R. Si n = 0 entonces r1 = 0 ∈ R. Si n > 0, tenemos que r1 se puede escribir 
como producto de dos factores positivos:

y si n < 0 entonces |n| = -n y obtenemos que r1 es el producto de dos factores negativos o cero:

donde n es negativo y el segundo factor es negativo o cero, dado que:

Por lo tanto, cualesquiera sean n, d ∈ Z, d > 0, R es un subconjunto no vacío de N0; entonces 
R tiene primer elemento. Denotemos por r0 al primer elemento de R, que, como todos los 
elementos de R, es de la forma r0 = n - q0 · d para algún q0 ∈ Z; es decir, existe un q0 en Z tal 
que el primer elemento de R se escribe como r0 = n - q0 · d; además, r0 ≥ 0 por pertenecer a R.

Afirmamos que r0 < d; en efecto, si ocurriera que r0 ≥ d entonces r0 - d ≥ 0; por otra parte:

que implicaría que r0 - d ∈ R, pero r0 - d < r0 y esto contradice el hecho de que r0 sea el 
primer elemento de R. Por lo tanto, necesariamente 0 ≤ r0 < d.

R = {r ∈ N0 : r = n− q · d, núglaarap q ∈ Z}.

r1 = n ( d · |n|) · d
= n+ d2 · n
= n · (1 + d2) > 0

d ≥ 1 =⇒ d2 ≥ d ≥ 1 =⇒ d2 − 1 ≥ 0.

r0 − d = (n− q0 · d)− d = n− (q0 + 1) · d,

Dados los enteros n y d, con d ≠ 0, el algoritmo de división 
es el procedimiento que permite escribir de manera única

donde 0 ≤ r < |d|. Los números q y r  se dicen el cociente y 
el resto, respectivamente, de la división de n por d.

n = q ∙ d+ r

r1

1 0

2

= n ( d ∙ |
∙
n|) ∙ d

n ( (d n )) ∙ d=

∙n (

(

d n )

)

∙ d=

∙n d n=
2∙n d=
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Así, hemos probado que existen q0 y r0 en Z tales que n = q0 ·d+r0 satisfaciendo la 
condición 0 ≤ r0 < d. Esto concluye la prueba de la existencia de enteros q y r con las 
propiedades del enunciado.

Ahora, comprobemos que q y r son únicos satisfaciendo estas propiedades. Supongamos, 
por el contrario, que existen q y r y también q'  y r'  tales que:

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que alguno de los dos restos es el más grande, 
por ejemplo, r' ≤ r; entonces,

Luego, restando miembro a miembro una igualdad de la otra, obtenemos:

que es equivalente a:

Dado que 0 ≤ r - r'  y d > 0 obtenemos que q'  - q ≥ 0. Si q'  - q = 0, entonces también r - r'  = 0 
y, necesariamente, q'  = q y r'  = r. Si q'  - q > 0, entonces q'  - q ≥ 1 porque es un entero; esto 
implica que (q'  - q) · d ≥ d, pero el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a r - r'  que 
sabíamos que era menor que d. Llegamos a una contradicción por haber supuesto que  
q'  ≠ q. Por lo tanto, debe ser q'  = q y r'  = r.

Caso d < 0. Le aplicamos el caso anterior a n ∈ Z 
cualquiera y -d > 0; luego existen q, r ∈ Z tales que:

Notar que |d | = -d pues d < 0, entonces la desigual-
dad anterior dice que 0 ≤ r < |d |. A la vez, podemos 
reescribir la igualdad anterior como:

Por lo tanto, el cociente de la división de n 
por d es -q ∈ Z y el resto es r, que satisface  
0 ≤ r < |d | como acabamos de ver. La unicidad de q y r 
con estas propiedades se demuestra de manera análoga 
al caso d > 0 reemplazando d por |d |. 

Números enteros

n = q · d+ r 0 ≤ r < d
n = q · d+ r 0 ≤ r < d

0 ≤ r − r < d.

0 = (q − q ) · d+ (r − r )

r r = (q q ) · d
= (q q) · d

n = q · (−d) + r, 0 ≤ r < (−d).

n = q · ( d) + r
= ( q) · d+ r, 0 r < |d|.

Algoritmo de división para calcular (q, r) donde q es el cociente 
y r es el resto de la división de n por d ≠ 0.

• Si n ≥ 0 y d > 0:
tomar q = 0, r = n;
mientras que r ≥ d, reemplazar

 q ← q + 1,
 r ← r - d

dar como respuesta (q, r).

•	Si n ≥ 0 y d < 0 aplicar el algoritmo a n y -d y dar 
como respuesta (-q, r).

•	Si n < 0 y d > 0:
aplicar el algoritmo a -n y d;
si r = 0, dar como respuesta (-q, 0);
si no, dar como respuesta (-q - 1, d - r).

•	Si n < 0 y d < 0:
aplicar el algoritmo a -n y -d;
si r = 0, dar como respuesta (q, 0);
si no, dar como respuesta (q + 1,-r - d).
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Para escribir los números, normalmente, usamos el desarrollo decimal o desarrollo en base 
10, que se obtiene a partir del conjunto de los diez símbolos:

Pero, a veces es útil conocer desarrollos en distintas bases de un número natural. Por 
ejemplo, las computadoras utilizan el sistema binario en el cual cualquier natural se 
expresa como una secuencia de unos y ceros.

En base 10, los números naturales se escriben como 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; para escribir 
el siguiente natural, el diez, se vuelve a empezar con el cero, pero anteponiendo un 1,  
o sea que el diez se expresa como 10, que es como lo conocemos.

De este modo, agotados los 10 símbolos empiezan los números de dos cifras. A partir del 9, 
los 10 siguientes naturales empiezan todos con un 1, es decir que hay 10 números que tienen 
al 1 en la cifra de las decenas; las unidades van siempre de 0 a 9; el veinte, que es el siguiente 
al 19, se obtiene sumando una unidad a la cifra 1 de las decenas, que entonces se convierte en 
un 2, y reemplazando el 9 de las unidades por un cero, es decir, 20; y así sucesivamente.

Notar que, como consecuencia, todo natural se expresa como una suma de múltiplos de 
potencias de 10. Por ejemplo, el número 5.607 es:

Si en lugar de usar diez símbolos, usamos solamente siete, 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6, obtenemos 
el desarrollo en base 7 de los naturales y el cero como secuencias de estos símbolos. En 
particular, el número siete se escribe en base 7 como un 10 porque es el siguiente al 
número seis que es el último de los siete símbolos a disposición:

El subíndice a la derecha indica la base en la cual está escrito el número entre paréntesis. 
Así, (8)10 = (11)7; (9)10 = (12)7; (10)10 = (13)7; (11)10 = (14)7; etcétera. 

Entonces, el cero y los primeros naturales se escriben en base 7 así:

Para obtener el desarrollo en base b de un número n expresado en el sistema decimal, aplicamos 
el algoritmo de división. El procedimiento consiste en dividir n sucesivamente por b.

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

5.607 = 7 + 0 · 10 + 6 · 100 + 5 · 1.000
7 + 0 · 10 + 6 · 102 + 5 · 103=

(7)10 = (10)7.

{(0)7, (1)7, (2)7, (3)7, (4)7, (5)7, (6)7, (10)7, (11)7, (12)7, (13)7, (14)7, (15)7,

(16)7, (20)7, (21)7, (22)7, (23)7, (24)7, (25)7, (26)7, (30)7, (31)7, (32)7,

(33)7, (34)7, (35)7, (36)7, (40)7, (41)7, ...}

4. Desarrollos en base b
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Por ejemplo, para calcular el desarrollo en base 7 de 639, dividimos 639 por 7 y escribimos:

A continuación, dividimos a 91, el cociente de la división anterior, por 7; entonces:

Así siguiendo, dividimos por 7 los sucesivos cocientes; cuando se obtiene un cociente igual a 
cero, el proceso termina:

Luego,

Los coeficientes del desarrollo en base 7 son los sucesivos restos:

Recíprocamente, si queremos recuperar el 639 de su escritura en base 7, desarrollamos 
la suma de las potencias de 7 de acuerdo a la expresión del número:

En el ejemplo anterior:

Para estudiar el desarrollo binario o en base 2, procedemos igual tomando el 2 como base. 
Por ejemplo: ¿cómo se expresa el 27 en base 2? Como antes, si aplicamos el algoritmo de 
división de 27 por 2, obtenemos 27 = 13 · 2 + 1. A continuación, dividimos el cociente, 
13, por 2, y así se sigue:

Luego 27 = (11011)2. Recíprocamente, si queremos recuperar el 27 de su escritura en base 
2, desarrollamos la suma de las potencias de 2 de acuerdo a la expresión del número:

Números enteros

639 = 91 · 7 + 2, q0 = 91, r0 = 2.

91 = 13 · 7 + 0, q1 = 13, r1 = 0.

13 = 1 · 7 + 6, q2 = 1, r2 = 6
1 = 0 · 7 + 1, q3 = 0, r3 = 1.

639 = 91 · 7 + 2
= (13 · 7 + 0) · 7 + 2
= 13 · 72 + 0 · 7 + 2
= (1 · 7 + 6) · 72 + 0 · 7 + 2
= 1 · 73 + 6 · 72 + 0 · 7 + 2

639 = (r3r2r1r0)7
= (1.602)7

(r3r2r1r0)7 = r3 · 73 + r2 · 72 + r1 · 7 + r0.

(1.602) 7 = 1 · 73 + 6 · 72 + 0 · 7 + 2 · 70

= 343 + 6 · 49 + 2
= 343 + 294 + 2

= 639

27 = 13 · 2 + 1, q0 = 13, r0 = 1
13 = 6 · 2 + 1, q1 = 6, r1 = 1
6 = 3 · 2 + 0, q2 = 3, r2 = 0
3 = 1 · 2 + 1, q3 = 1, r3 = 1
1 = 0 · 2 + 1, q4 = 0, r4 = 1

(11011)2

(11011)2

= 1 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1
= 16 + 8 + 2 + 1

= 27
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Además de bases b donde b es un número de 2 a 
10, en distintas situaciones de la ciencia y de la 
vida cotidiana se utilizan otras bases. ¡Veamos qué 
interesantes son los siguientes ejemplos!

EjEmplo. En ciencias de la computación se utiliza, 
además del sistema binario, el sistema hexadecimal o 
en base 16, que permite expresar cualquier número 
natural a partir de los siguientes símbolos:

En esta base, el símbolo A significa el número 10 en base diez, o sea:

Análogamente:

Para escribir el 16 en base 16, necesitamos dos símbolos, es decir:

A partir de este número, se tienen en total 162 números de dos dígitos o símbolos, 
lo que es muy económico en términos computacionales; esto justifica que el sistema 
hexadecimal sea muy utilizado en informática. En efecto, en computación se utiliza 
frecuentemente el byte como unidad de memoria; un byte representa 28 valores posibles, 
y este número se escribe en base 16 como (100)16 pues:

Una unidad menos es 28 - 1 = (FF)16 que es el mayor número que puede representarse con 
solamente dos símbolos en base 16; por lo tanto dos dígitos hexadecimales corresponden 
exactamente a un byte.

EjErcicio 2.2. Comprobar que (59792018174)10 = (DEBE1CAFE)16
 
EjEmplo. La hora se expresa en horas, minutos y segundos, que en realidad sigue el 
esquema de numeración en base 60, conocida como base sexagesimal. En efecto, una 
hora tiene 60 minutos y un minuto tiene 60 segundos.

Para una duración desde 0 hasta 59 segundos, se utilizan los números naturales habituales. 
Pero ¿cómo se expresan duraciones de tiempo más largas? Por ejemplo, en lugar de decir 

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F}.

(11011)2

(11011)2

= 1 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1
= 16 + 8 + 2 + 1

= 27

Algoritmo para calcular el desarrollo en base b de un número 
natural n.

• Comenzar con m = n, s = ( )
b
.

• Mientras que m ≠ 0:

	hallar el cociente q y el resto r de la division 
de m por b;
agregar r como la cifra de mas a la izquierda en s;
reemplazar m ← q.

•	Dar como respuesta s.

(A)16 = (10)10.

(B)16 = (11)10, (C)16 = (12)10, (D)16 = (13)10, (E)16 = (14)10, (F )16 = (15)10.

(16)10 = (10)16.

28 = 24 · 24 = 16 · 16 = 1 · 162 + 0 · 161 + 0 · 160 = (100)16.
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que un nadador olímpico completó la trayectoria de la prueba en 97 segundos, se dice 
que la recorrió en 1 minuto y 37 segundos, y se escribe 00:01:37.

Si observamos alguna vez un cronómetro o un reloj digital que expresa la hora en horas, 
minutos y segundos, veremos que pasa de 00:00:59 a 00:01:00, que significa una unidad 
de 60 segundos, o sea, 1 minuto. Si un reloj así marca 10:38:09, entendemos que son las 
diez de la mañana, treinta y ocho minutos y nueve segundos.

Si quisiéramos convertir esta expresión a un número en base diez, cuyo significado es el 
tiempo transcurrido desde las cero horas, medido en segundos, calculamos:

EjEmplo. Veamos otro ejemplo en base sexagesimal. Conocemos en geometría el uso del 
número sesenta como base para la medición de ángulos. Cada ángulo puede describirse en 
grados, minutos y segundos. Un grado equivale a 60 minutos y un minuto a 60 segundos.

Además de poder averiguar todos los divisores de un número, a veces es importante 
conocer los divisores comunes de dos enteros para contestar la pregunta, ¿cuánto vale el 
divisor más grande de ambos?

Por ejemplo, los divisores positivos de 54 forman el conjunto:

Por otra parte, los divisores positivos de 60 son:

Notemos que los naturales 1, 2, 3 y 6 están en ambos conjuntos, es decir, que son 
divisores comunes de 54 y 60, de los cuales el máximo es el 6. En otras palabras, 6 es el 
máximo común divisor de 54 y 60; lo denotamos así:

Precisemos la definición usando el concepto de divisibilidad:

Números enteros

10:38:09 = 10 · 602 + 38 · 60 + 9 = 38.289 segundos

D54 = {1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54 }.

D60 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 }.

mcd (54 , 6=)06:45(néibmató6=)06 .

5. Máximo común divisor

Dados a y b en Z, ambos distintos de cero, el máximo común divisor de a y b es un número natural d que verifica:

1) d | a y d | b.
2) Si c ∈ Z es cualquier otro entero tal que c | a y c | b, entonces c | d.
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La primera condición de la definición exige que d sea divisor de a y de b; la segunda, que 
sea el máximo entre todos los divisores comunes de a y b, ya que cualquier otro divisor 
común c divide a d.

Además, por definición, el máximo común divisor es positivo, aún si a y b no lo son. Por 
ejemplo, el máximo común divisor entre -54 y 60 es d = 6; más aún:

Una forma de calcular el máximo común divisor entre dos números es, como acabamos 
de ver, determinar todos los divisores de cada uno de los números y entre los divisores de 
ambos, tomar el máximo. Pero hay un procedimiento, llamado algoritmo de Euclides3, 
debido al matemático griego homónimo, que es mucho más corto, se aplica a los valores 
absolutos de los enteros dados y se realiza del siguiente modo:

1) dividir el mayor de los dos números dados por el otro; en nuestro ejemplo, efectuamos 
60 dividido 54 y obtenemos, por el algoritmo de división:

2) dividir al segundo número por el resto anterior, o sea, dividimos 54 por 6 y obtenemos:

3) el paso siguiente sería tomar el resto de la división anterior y dividirlo por el resto de ésta, y así 
sucesivamente hasta obtener resto 0. El máximo común divisor es el último resto no nulo.

En el ejemplo, el resto que obtuvimos en el paso anterior es cero y entonces el proceso 
termina acá, es decir, 6 = mcd (54, 60).

Notar que, si un entero d es un divisor tanto de 60 como de 54, entonces necesariamente 
d divide a 6. Más aún, para cada par de enteros a y b, los divisores comunes de a y b 
son exactamente los mismos que los divisores comunes de b y a + k.b para cualquier 
entero k por la propiedad 5 de divisibilidad. En particular, coinciden con los divisores 
comunes de b y el resto de la división de a por b. Es por este motivo que el último resto 
no nulo en el algoritmo de Euclides resulta ser el máximo común divisor entre a y b. La 
comprobación precisa, en el caso general, está dada en la demostración del teorema.

Desarrollemos dos ejemplos más antes de plantear el teorema.

6 = mcd (54 , 60)
= mcd (−54 , 60)
= mcd (54 , −60)
= mcd (−54 , −60)

60 = 1 · 54 + 6.

54 = 9 · 6 + 0.

3 Euclides fue un matemático griego que vivió alrededor del año 300 a.C. Estudió en Atenas y fundó una escuela de matemática en 
Alejandría (Egipto). Su obra Los Elementos es una de las obras científicas más conocidas del mundo. Este tratado de geometría ha sido 
utilizado como libro de texto durante 2.000 años y es, con algunas modificaciones, la base de los libros de texto de geometría plana de 
hoy, por lo cual se conoce a Euclides como al Padre de la Geometría. Euclides presentó el algoritmo que describiremos para resolver un 
problema geométrico: encontrar la medida más grande que puede utilizarse para medir, sin resto, dos segmentos de recta.
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EjEmplos

 a) Calcular el mcd (210, 99) usando el algoritmo de Euclides:

 Entonces, el mcd (210, 99) = 3. En efecto, 210 = 3 · 70 y 99 = 33 · 3, ó sea que 3 es 
un divisor común. Más aún, como 70 y 33 no tienen divisores comunes salvo el 1, 
deducimos que 3 es el máximo de los divisores comunes.

b) Calcular el mcd (630, 50) usando el algoritmo de Euclides:

 Entonces, el mcd (630, 50) = 10. En efecto, 630 = 63 · 10 y 50 = 5 · 10, entonces 10 
es un divisor común. Como 5 y 63 no tienen divisores comunes salvo el 1, deducimos 
que 10 es el máximo de los divisores comunes.

obsErvacióN. ¿Cuánto vale el mcd (0, a) para a ≠ 0? La respuesta es que:

dado que a | a, también a | 0 y a ≥ 1 > 0. Si a < 0,

El máximo común divisor de a y b no está definido si a = 0 y b = 0.

Números enteros

210 = 2 · 99 + 12; r1 = 12
99 = 8 · 12 + 3; r2 = 3
12 = 4 · 3 + 0; r3 = 0

630 = 12 · 50 + 30; r1 = 30
50 = 1 · 30 + 20; r2 = 20
30 = 1 · 20 + 10; r3 = 10
20 = 2 · 10 + 0; r4 = 0

mcd (0 , a) = a para todo a > 0,

mcd (0 , a) = |a| = −a ∈ N.

5.1. Algoritmo de Euclides
A continuación enunciamos y demostramos el teorema que justifica la existencia del 
máximo común divisor y provee el algoritmo que permite calcularlo.

tEorEma 2.2 (Existencia y unicidad del máximo común divisor). Dados a, b ∈ Z, no 
simultáneamente nulos, existe un único d ∈ N que satisface las condiciones:

1) d | a y d | b.
2) Si c ∈ Z es cualquier otro entero tal que c | a y c | b, entonces c | d.

El número d se llama el máximo común divisor de a y b.

DEmostracióN. Teniendo en cuenta la observación anterior, basta considerar el caso  
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a ≠ 0 y b ≠ 0. Además, como ya hemos observado en el ejemplo posterior a la definición de 
máximo común divisor es:

En consecuencia, basta probar el resultado para a > 0 y b > 0.

Existencia del máximo común divisor. Como ya hemos visto en los ejemplos, el 
algoritmo de Euclides se basa en el algoritmo de división. Supongamos que a > b > 0 y 
apliquémosle el algoritmo de división a a y b; entonces existen enteros q1 y r1 tales que:

Si r1 = 0, entonces b | a y el mcd (a, b) = b. Si r1 ≠ 0, dado que 0 < r1 < b, podemos 
efectuar la división de b por r1, entonces existen enteros q2 y r2 tales que:

Si r2 = 0, el proceso termina. Si no, tenemos que 0 < r2 < r1 y dividimos r1 por r2; existen 
q3 y r3 del algoritmo de división. Si r3 ≠ 0, dividimos r2 por r3, y así sucesivamente:

Pero estos restos se van haciendo cada vez más chicos y no pueden ser menores que cero; 
por lo tanto, en algún paso, el resto se hace cero y el algoritmo termina. Explícitamente, 
para algún n, obtenemos rn = 0, es decir que en el paso n-ésimo ocurre lo siguiente:

En particular, la última igualdad dice que rn−1 | rn−2; pero entonces, la anterior implica 
que también rn−1 | rn−3 por la propiedad 5 de divisibilidad. Así siguiendo, rn−1 | rn−4, 
etcétera; obtenemos que rn−1 | r1, rn−1 | b, y finalmente, rn−1 | a. Por lo tanto, rn−1 divide a 
a y a b, es decir, es un divisor común de a y b.

Afirmamos que rn−1, que es el último resto distinto de cero, es el máximo común divisor. 
Para probarlo, falta ver que si c es un divisor cualquiera de a y b, entonces c | rn−1.

Sea c un divisor cualquiera de a y b; si recorremos de manera inversa el camino anterior, 
de la primera igualdad se desprende que c | r1, ya que:

Análogamente, usando la segunda igualdad, tenemos que como c | b y c | r1, entonces c | r2. 

mcd (a , b) = mcd (|a| , |b|).

a = q1 · b+ r1 y 0 ≤ r1 < b.

b = q2 · r1 + r2 y 0 ≤ r2 < r1.

a = q1 · b+ r1 0 ≤ r1 < b
b = q2 · r1 + r2 0 ≤ r2 < r1
r1 = q3 · r2 + r3 0 ≤ r3 < r2
r2 = q4 · r3 + r4 0 ≤ r4 < r3

...

rn 3 = qn 1 · rn 2 + rn 1 0 rn 1 < rn 2

rn 2 = qn · rn 1

a = q1 · b+ r1, c | a, c | b =⇒ c | r1.
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Una propiedad importante del máximo común divisor de a y b es que se lo puede escribir 
como combinación lineal entera de a y de b; más aún, el máximo común divisor es el 
natural más chico con esta propiedad.

Si d ∈ Z, decimos que d es combinación lineal entera de a y b, si existen m, n ∈ Z tales que:

Veamos cómo calcular esta escritura para el máximo común divisor en un ejemplo. El 
mcd (630, 50) = 10. En efecto, por el algoritmo de Euclides:

Para escribir a 10 como una combinación lineal entera de 630 y 50, recorremos en 
sentido inverso los pasos que efectuamos en el algoritmo y despejamos en cada nivel el 
resto, empezando por d = 10:

Luego, reemplazamos a cada resto por la expresión obtenida en cada uno de los pasos anteriores:

Números enteros

d = a ·m+ b · n.

630 = 12 · 50 + 30; r1 = 30
50 = 1 · 30 + 20; r2 = 20
30 = 1 · 20 + 10; r3 = 10
20 = 2 · 10 + 0; r4 = 0

30 = 1 · 20 + 10 =⇒ 10 = 30− 20
50 = 1 · 30 + 20 =⇒ 20 = 50− 30
630 = 12 · 50 + 30 =⇒ 30 = 630− 12 · 50

10 = 30− 20
= 30− (50− 30) = −50 + 2 · 30
= −50 + 2 · (630− 12 · 50) = 50 · (−25) + 630 · 2,

Así siguiendo, obtenemos que c divide a todos los restos que van apareciendo. En particular, 
c | rn−1. Por lo tanto, rn−1 = mcd (a , b).

Unicidad del máximo común divisor. Supongamos 
que tenemos dos máximos comunes divisores, 
d1 y d2, es decir que d1 y d2 ∈ N verifican ambos 
las condiciones 1) y 2) del enunciado; entonces, 
dado que d1 | a, d1 | b y d2 cumple la condición 2), 
obtenemos que d1 | d2. Por el mismo razonamiento, 
d2 | d1. Luego, la propiedad 3 de divisibilidad dice 
que |d1| = |d2| y al ser ambos positivos, d1 = d2.

Algoritmo de Euclides para calcular el máximo común divisor 
entre dos naturales no nulos a y b.

•	Comenzar con r
1
 = a, r

2
 = b.

•	Mientras que r
2
 ≠ 0:

hallar el resto r de la division de r
1
 por r

2
;

reemplazar
 r

1
 ← r

2
,

 r
2
 ← r.

• Dar como respuesta r
1
.

5.2. El máximo común divisor como 
 combinación lineal entera de a y b
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58 Los Números

Obteniendo así la combinación lineal entera:

EjEmplo. Probar que si a, b ∈ Z son tales que mcd (a, b) = 5, entonces  
mcd (a + 2 · b, 3 · a + 4 · b) = 5 ó 10.

Solución. Llamemos d = mcd (a + 2 · b, 3 · a + 4 · b); entonces d divide a ambos números, en 
particular, divide a sus múltiplos y a la suma y a la diferencia de múltiplos de ellos, por ejemplo:

Entonces, d divide a 3 · (a + 2 · b) - (3 · a + 4 · b) = 6 · b - 4 · b = 2 · b

Análogamente:

Entonces, d divide a (3 · a + 4 · b) - (2 · a + 4 · b) = 3 · a - 2 · a = a

En consecuencia:

Por otra parte, dado que mcd (a, b) = 5, existen m, n ∈ Z tales que:

Si multiplicamos a ambos miembros por 2, obtenemos:

Pero entonces, como consecuencia de este hecho y de la afirmación recuadrada, 
necesariamente d divide a 10. Por lo tanto:

Sólo falta descartar que d sea 1 ó 2. Notar que mcd (a, b) = 5 implica que 5 | a y 5 | b, 
entonces 5 divide a a + 2 · b y a 3 · a + 4 · b. Entonces, por definición de d, obtenemos 
también que 5 divide a d. Por lo tanto, d no puede ser ni 1 ni 2.

Más aún, notar que si a es par, entonces a+2·b y 3·a+4·b son ambos números pares, por lo 
tanto, d = 10, mientras que si a es impar, a + 2 · b también es impar y en este caso, d = 5.

EjErcicio 2.3. Probar que mcd (2n + 7n , 2n - 7n) = 1 para todo n ∈ N.

10 = 50 · (−25) + 630 · 2.

d | (a+ 2 · b) d | 3 · (a+ 2 · b)

d | 3 · (a+ 2 · b) y d | (3 · a+ 4 · b) d | [3 · (a+ 2 · b) (3 · a+ 4 · b)]

d | (a+ 2 · b) d | 2 · (a+ 2 · b) = 2 · a+ 4 · b

d | (2 · a+ 4 · b) y d | (3 · a+ 4 · b) d | [(3 · a+ 4 · b) (2 · a+ 4 · b)]

d divide a a y d divide a 2 · b

5 = m.a+ n.b

10 = (2 ·m) · a+ n · (2 · b)

d es igual a 1, 2, 01ó5
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Notar que, en este caso, el número 1 se escribe como combinación lineal entera de a y b.  
En efecto, el mcd (a , b) verifica siempre esta propiedad.

Recíprocamente, si existen m, n ∈ Z tales que:

entonces, mcd (a, b) = 1. En efecto, si d = mcd (a, b) ∈ N, dado que d divide a a y b, por 
la propiedad 5 de divisibilidad, d divide a a · m + b · n = 1. Pero el único divisor positivo 
de 1 es el mismo 1; por lo tanto, d = 1.

En resumen, el razonamiento anterior es la comprobación del siguiente enunciado:

proposicióN 2.3. Dos enteros a y b son coprimos si y sólo si existen m, n ∈ Z tales que  
1 = a · m + b · n

Una propiedad importante que se deduce de ésta es la siguiente:

proposicióN 2.4. Dados enteros a, b, c tales que a | b · c, si a y b son coprimos entonces a | c.

DEmostracióN. Como a y b son coprimos, existen m y n ∈ Z tales que 1 = a ·m+b · n. 
Multiplicando esta igualdad por c obtenemos que c = a · c ·m+b · c · n. Claramente, a divide 
al primer término, y también divide al segundo porque divide a b · c. Luego, a divide a c. 

Números enteros

1 = a ·m+ b · n

Dos enteros a y b se dicen coprimos, si su máximo común divisor es igual a 1.

6. Teorema fundamental de la aritmética
El teorema fundamental de la Aritmética, Teorema 2.6 de esta sección, afirma que todo 
entero, distinto de 0, 1 y -1, puede representarse como un producto de números primos. Su 
nombre está plenamente justificado por las consecuencias importantes que se desprenden 
de él y por sus innumerables aplicaciones. Antes de enunciarlo necesitamos recordar la 
noción de número primo y probar una propiedad que cumplen estos números.

Un número entero se dice primo si tiene exactamente cuatro divisores distintos; en otras palabras, n ∈ Z es primo 
si y sólo si sus únicos divisores son 1, -1, n y -n y estos son todos distintos. Un número entero distinto de 1, -1 y 0 
que no es primo se dice compuesto.

La razón del nombre “compuesto”, como veremos enseguida, es que si n ≠ 1,-1, 0 no es 
primo, entonces n es un producto de primos.
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El 1 no es primo. Los primeros primos positivos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 
31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, etcétera.

proposicióN 2.5. Si un primo p divide a un producto de dos enteros, entonces p divide a 
alguno de los factores.

DEmostracióN. Sea p un primo positivo que divide a un producto de dos enteros m·n. 
Si p dividiera a m valdría el enunciado. Supongamos que p no divide a m, entonces p y 
m son coprimos. Demostremos esta afirmación. Sea d = mcd (p, m) entonces d | p que 
es primo; luego d = 1 o d = p, pero en el último caso tendríamos que p = d | m, que 
contradice la hipótesis; por lo tanto, d = 1.

Tenemos entonces que p | m · n, y p es coprimo con m, con lo cual, por la Proposición 
2.4, necesariamente p | n.

Se prueba por inducción que el enunciado anterior se extiende a productos de una 
cantidad arbitraria de factores.

obsErvacióN. Para el teorema utilizaremos la siguiente notación: para indicar un 
producto de r factores, digamos p1 · p2 ... pr se utiliza la escritura abreviada

El símbolo de la derecha indica el producto de los factores pi , donde el subíndice i toma 
los valores 1 a r, esto es, el producto de los números p1, p2, ... hasta pr. Por ejemplo: si  
r = 4 y los cuatro factores son p1 = 2, p2 = 5, p3 = 7 y p4 = 11, entonces:

tEorEma 2.6 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo n ∈ Z, n ≠ 0, 1,-1, se 
factoriza como producto de primos. Explícitamente, todo n ∈ N, n ≠ 1, se escribe como 
producto de primos positivos,

y esta factorización es única, salvo por el orden de los factores.

Todo n ∈ Z, n < -1, se escribe como -1 por un producto de primos positivos,

y esta factorización es única, salvo por el orden de los factores.

p1 · p2 · · · pr =
r

i=1

pi

4

i=1

pi = p1 · p2 · p3 · p4

= 2 · 5 · 7 · 11

n =

r

i=1

pi

= p1 · p2 · · · pr

n = ( 1) ·
r

i=1

pi

= ( 1) · p1 · p2 · · · pr
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61Números enteros

DEmostracióN. Probemos primero el enunciado para n ∈ N, n ≠ 1. Consideremos el conjunto:

Dado que P ⊂ N, si fuera no vacío, P tendría un primer elemento, digamos n0. En 
particular, n0 no sería primo (pues si lo fuera, n0 sería igual a una factorización en primos 
de un único factor, el mismo n0), entonces existirían d, q ∈ N, distintos de 1 y de n0, tales 
que n0 = d · q; más aún, d y q deberían ser menores que n0 por ser divisores de n0. Por lo 
tanto, ni d ni q pertenecerían a P, y entonces serían factorizables en primos, en cuyo caso 
el mismo n0 se factorizaría también, lo cual sería una contradicción. Por lo tanto, P es 
vacío, es decir, todo natural salvo el 1 se factoriza como un producto de primos positivos.

Si n ∈ Z, n < -1, entonces -n es positivo, distinto de 1 y se factoriza como un producto de 
primos positivos, digamos:

que implica:

Por lo tanto, todo entero negativo distinto de -1 se escribe como -1 por un producto de 
primos positivos.

Veamos que la factorización es única, salvo por el orden de los factores. Para esto basta 
considerar el caso de números naturales. La prueba procede por inducción en r, la 
cantidad de factores primos en una descomposición.

Definamos la proposición P(r) : Si un número natural admite una factorización como producto 
de r factores primos positivos, esta factorización es única, salvo por el orden de los factores.

Si r = 1, el número en cuestión es producto de un único factor, es decir, es un primo p y, 
por lo tanto, no tiene divisores distintos de 1 y p. Entonces, si p admite una factorización 
p = p1 ··· ps como producto de primos positivos, debe ser s = 1 y p1 = p (de lo contrario, 
p1 sería un divisor de p y p1 ≠ 1, p).

Probemos el paso inductivo. Sea n un natural que admite una factorización como 
producto de r + 1 factores primos y veamos que esta factorización es única.

Supongamos que:

P = {n N : n = 1 y n sovitisopsomirpnenóicazirotcafetimdaon }

n =

r

i=1

pi

= p1 · p2 · · · pr

n =

r

i=1

pi

= ( 1) ·
r

i=1

pi

= ( 1) · p1 · p2 · · · pr.

n =

r+1

i=1

pi

= p1 · p2 · · · pr · pr+1
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y también, para algún r' ∈ N:

Todos los primos que aparecen en la factorización de n, dividen a n. Por ejemplo: el primo 
pr+1 divide a n, o sea que, en particular, divide al producto de primos que forman la segunda 
descomposición; por lo tanto, divide a alguno de los factores; pero como ellos son todos 
primos positivos, necesariamente coincide con alguno de estos factores, es decir que:

Luego, si excluimos este factor, obtenemos un número natural que admite una factorización 
con exactamente r factores primos:

Por lo tanto, como consecuencia de la hipótesis inductiva, la descomposición de este 
número es única, salvo el orden de los factores; pero entonces lo mismo vale para n, dado 
que el factor que les falta a ambas descomposiciones () es pr+1 que es igual a p'

j0
.

corolario 2.7. Todo número natural compuesto n es divisible por algún número primo 
estrictamente menor que n.

EjEmplo. ¿Cómo obtener la descomposición en factores primos de un entero dado?

Por ejemplo, calculemos la factorización de 360; el procedimiento consiste en dividir 
sucesivamente por los primos positivos, en orden, empezando por el 2, tantas veces 
como sea posible, o sea:

Como 45 no es divisible por 2, dividimos este factor por 3 y finalmente por 5,

Por lo tanto, la factorización prima buscada es 360 = 23 · 32 · 5

Recordemos que éste era el método que usábamos en la primaria; la representación gráfica 
que ayuda a aplicarlo es la siguiente:

r

i=1

pi =

r

j=1,j=j0

pj (∗)

360 = 2 · 180
= 2 · (2 · 90)
2 · (2 · (2 · 45))

=

=

23 · 45

360 = 23 · 45
=

=

23 · (3 · 15)
23 · 32 · 5

n =

r

j=1

pj

= p1 · p2 · · · pr .

pr+1 = pj0 ecidnı́busnúglaarap j0.
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La columna de la derecha nuevamente nos da la factorización 360 = 23 · 32 · 5

Calculemos la factorización prima de -2.142: empezamos dividiendo a 2.142, su valor 
absoluto, por 2 y obtenemos:

Como 1.071 no es par, continuamos dividiendo a 1.071 por 3; obtenemos:

Dividimos a 357 por 3 y obtenemos un cociente entero, lo cual nos dice que hay 
otro factor 3, o sea:

Dado que 119 no es divisible por 3, verificamos si lo es por el primo siguiente, el 5, 
vemos que no. Así siguiendo, efectuamos la división por 7 y obtenemos un cociente 
entero, que además es primo, 119 = 7 · 17; entonces el proceso termina:

Por lo tanto:

Es decir que la factorización prima de un entero negativo es la de su valor absoluto 
multiplicada por -1, como vimos en la demostración del teorema.

Si n es grande, puede ser difícil hallar su factorización, en particular, si el primo más chico 
que lo divide es un número grande. Por ejemplo, la factorización prima de 1.442.897 es:

En este ejemplo, el primo más chico que divide al número (y en realidad el único) es 
113. Un ejemplo como éste requiere además la comprobación de que 113 es primo, que 
efectuaremos después.

Otro ejemplo que podemos considerar es n = 2.279.269, cuya factorización prima es:

Números enteros

360 2
180 2
90 2
45 3
15 3
5 5
1

2.142 = 2 · 1.071

2.142 = 2 · 1.071
= 2 · 3 · 357

2.142 = 2 · 1.071 = 2 · 3 · 357
= 2 · 3 · (3 · 119)
= 2 · 32 · 119

2.142 = 2 · 32 · 119
= 2 · 32 · 7 · 17

2.142 = ( 1) · 2 · 32 · 7 · 17.

1.442.897 = 1133

2.279.269 = 127 · 131 · 137
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Es decir, si empezamos a dividir por 2, por 3, por 5, por 7 ... etcétera, el proceso concluye 
en algún momento, pero es muy lento. Por otra parte, es necesario comprobar que estos 
tres factores son números primos.

Para comprobar que un número es primo, tenemos la siguiente herramienta:

lEma 2.8. Un número natural n es compuesto si y sólo si existe un primo p que divide a n 
tal que 1 < p ≤ √n.

DEmostracióN. Sea n un número natural compuesto; dado que n no es primo, 
necesariamente admite algún divisor distinto de 1, -1, n y -n, digamos d ∈ N.  En 
particular, 1 < d < n. Es decir que existen d, q ∈ Z que verifican:

En efecto, si q fuera mayor o igual que n, el producto d·q sería mayor que n, porque d > 1; 
y si fuera q = 1, debería ser d = n, contradiciendo la elección de d.

Más aún, en realidad d ≤ √n o q ≤ √n; en efecto, si ocurriera que ambos d > √n y q > √n, 
obtendríamos:

o sea, d · q > n, hecho que contradice la igualdad d · q = n con la que empezamos.

Supongamos entonces que d ≤ √n. Si d es primo, hemos terminado la demostración. Si 
no, se desprende del teorema fundamental que d, y por lo tanto n, admite un divisor 
primo, claramente menor que √n.

Recíprocamente, si existe un primo p que divide a n tal que 1 < p ≤ √n. entonces, como  
√n < n, obtenemos p < n, es decir que p es un primo que divide a n y no es igual a n; por 
lo tanto, n no es primo.

EjEmplo. Los números 109, 113, 127, 131 y 137 son primos. En efecto, dado que 
132 = 169, que es mayor que todos los anteriores, según el lema anterior es suficiente 
comprobar que no son divisibles por ningún primo positivo menor o igual que 11, es 
decir, que no son divisibles por 2, 3, 5, 7 ni 11. 

EjEmplo. Comprobar que los siguientes números son primos: 1.009, 1.013, 1.021, 1.031, 1.033, 
1.039, 1.049, 1.051. Probar que, en efecto, los anteriores no son divisibles por ningún primo 
menor o igual que 31, que es el máximo primo menor o igual que la raíz cuadrada de 1.051.

También 5.003 y 5.009 son primos, porque no son divisibles por ningún primo menor 
o igual que su raíz cuadrada. En efecto, no son divisibles por ningún primo menor que 
71 y 712 = 5.041 > 5.009.

tEorEma 2.9. Existen infinitos primos.

n = d · q y 1 < d, q < n.

d · q >
√
n ·

√
n = n,
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p1 | c y también p1 | p1 · · · pn

DEmostracióN. Vamos a comprobar que existen infinitos primos positivos. Supongamos 
que la afirmación no sea verdadera, sino que existan sólo una cantidad finita de primos 
positivos, digamos p1, p2, ..., pn.

Consideremos el número entero c = 1+p1 · p2 · ... · pn, es decir, c es el producto de todos los 
primos positivos más uno. Notar que c ≠ 0, 1, -1, porque, dado que el primo positivo más 
chico es 2, tenemos que c ≥ 1 + 2 = 3. La afirmación es que c no es divisible por ningún 
primo positivo. En efecto, si algún primo dividiera a c, este primo debería ser alguno de los 
p1, p2, ..., pn. Supongamos que p1 divida a c; por otra parte es claro que p1 divide al producto 
de todos los primos (pues p1 es uno de los factores de este producto), es decir que:

Pero entonces p1 dividiría a la diferencia de estos dos números, a saber, c - p1 ... pn = 1, ó sea que 
p1 dividiría a 1; esto sería una contradicción con el hecho de que p1 sea un número primo.

Pero entonces c ≠ 0, 1, -1 es un entero no divisible por ningún primo, lo cual contradice 
el teorema fundamental; esta contradicción provino de haber negado el enunciado; por 
lo tanto, existen infinitos primos.

EjEmplo. Encontrar el menor número natural n tal que 2.200 · n sea un cuadrado.

solucióN. Como en numerosos ejemplos más, la herramienta esencial para este cálculo 
es el teorema fundamental.

Pensemos qué exponentes aparecen en la descomposición de un número natural mayor 
que 1 que es el cuadrado de algún otro, digamos k2. Si escribimos en general k = p1 ... pr 
como producto de primos y lo elevamos al cuadrado, obtenemos: 

Es decir que en la factorización en primos de un natural al cuadrado, los factores primos aparecen 
todos al cuadrado. Por ejemplo:

El 5 ya estaba dos veces en el 50 y al elevarlo al cuadrado, aparece cuatro veces. Es decir que en 
un cuadrado, todos los factores primos distintos deben estar una cantidad par de veces.

Volviendo a nuestro problema, efectuemos la factorización de 2.200:

k2 = (p1 · · · pr)2

= p21 · · · p2r

502 = (2 · 52)2

= (2 · 5 · 5)2

= 22 · 52 · 52

= 22 · (52)2
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Una de las consecuencias del Teorema 2.6 es que podemos escribir el máximo común divisor 
d de dos números en términos de los primos que dividen a los números. La idea es que todo 
divisor primo de ambos números necesariamente también divide a d, es decir, que aparece en 
la factorización en primos de d y, recíprocamente, todo primo que aparece en la factorización 
de d debe dividir a los dos números, por propiedad del máximo común divisor.

Por ejemplo:

Observemos que 2 y 5 aparecen en la factorización tanto de 630 como de 50; por lo tanto, 
10 = 2 · 5 divide a ambos números; más aún, 2 y 5 son los únicos primos que aparecen en la 
factorización de los dos enteros, 630 y 50. Por otro lado, recordemos que ya hemos calculado 
en un ejemplo anterior que:

Entonces:

Ahora pensemos en la condición de que 2.200 n sea un cuadrado, o sea, necesitamos que 
sea de la forma k2 para algún k ∈ N que por el momento desconocemos.

¿Qué factores necesitamos agregarle a 2.200 para que todos los primos aparezcan elevados 
a un exponente par? Como el 2 está tres veces, necesitamos un 2 más; el 5 ya está una 
cantidad par de veces, así que no hacen falta más factores iguales a 5, el 11 está una vez, 
así que necesitamos al menos un 11 más. Es decir que si a 2.200 le agregamos estos dos 
factores cuyo producto llamamos n, o sea, n = 2 · 11, tenemos:

que ya tiene la forma de un k2, justamente, con k = 22 · 5 · 11. Por lo tanto, el n que 
buscábamos es el que construimos con los factores que agregamos, n = 2 · 11.

630 = 2 · 32 · 5 · 7 y 50 = 2 · 52.

mcd (630 , 50) 10

2 · 5.
=
=

6.1. El máximo común divisor a partir 
 de la factorización prima

2.200 2
1.100 2
550 2
275 5
55 5
11 11
1

2.200 = 23 · 52 · 11

2.200 · n = (23 · 52 · 11) · (2 · 11)
= 24 · 52 · 112

= (22 · 5 · 11)2

CAP02 25_02_2010.indd   66 04/08/2010   01:23:31 a.m.



67

Para lograr un rendimiento óptimo, la fábrica X recomienda a los propietarios de sus autos 
cambiar el aceite cada 6.000 km y el líquido refrigerante cada 8.000 km. ¿Cuál es la cantidad 
mínima de km al cabo de la cual hay que renovar los dos líquidos a la vez?

La respuesta a esta pregunta es una cantidad n de km tal que coincida el cambio de 
aceite con el de líquido refrigerante; es decir que, en miles de km, n debe ser 6 ó 12 ó 18, 
etcétera para que toque hacer un cambio de aceite y, por otra parte, n debe ser 8 ó 16 ó 
24, etcétera para que sea necesario efectuar un cambio de refrigerante. Es decir que:

¿Cuál es el natural que más fácilmente cumple esta condición? Seguramente 48,  que es igual 
a 6 por 8, es el primer ejemplo que nos viene a la mente; claramente es un múltiplo tanto de 
6 como de 8, pero no necesariamente es el más chico entre todos los múltiplos comunes.

EjEmplo. Estudiemos otro ejemplo: calcular d, el máximo común divisor de 252 y 360, 
a partir de sus descomposiciones primas.

Efectuemos las factorizaciones:

entonces 2 y 3 dividen a ambos números. Notar que, en realidad, 22 y 32 dividen a ambos, 
dado que aparecen en sus descomposiciones; no así 23, que está sólo en la factorización de 
360 pero no en la de 252. Por lo tanto:

Es decir que, dado que el 2 aparece en la descomposición prima de 252 con exponente 
2, y el 2 aparece en la descomposición prima de 360 con exponente 3, el 2 aparece en la 
descomposición prima de d con exponente 2, que es el exponente más chico de los dos. 
Análogamente, 32 aparece en la factorización en primos de d. Más aún:

de lo contrario, debería haber algún otro primo que divida a d, pero como d divide a 252 
y 360, un primo tal también dividiría a 252 y 360; pero ya vimos que los únicos primos 
que los dividen a ambos son 2 y 3 y vimos también cuál es la máxima potencia de cada 
uno de estos primos, que divide tanto a 252 como a 360.

Obtuvimos que:
el máximo común divisor es el producto de los primos comunes elevados a su menor exponente. 

Números enteros

252 = 22 · 32 · 7 y 360 = 23 · 32 · 5;

22 · 32 divide a d.

d = 22 · 32 = 36;

n debe ser a la vez múltiplo de 6 y de 8.

6.2. El mínimo común múltiplo
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En otras palabras, n debe ser a la vez múltiplo de 6 y de 8 y, entre todos los múltiplos de 
6 y de 8, nos interesa el mínimo. Si pensamos cuidadosamente, nos damos cuenta de que 
el mínimo natural que satisface estas condiciones es n = 24, en unidades de miles de km. 
La respuesta es que cada 24.000 km corresponde renovar los dos líquidos para optimizar 
el rendimiento. Decimos que 24 es el mínimo común múltiplo de 6 y 8 y denotamos:

Consideremos otro ejemplo. En el campeonato interescolar, el equipo de voley femenino de la 
escuela tiene un partido cada 10 días y el de varones, cada 12 días. Si ambos equipos inauguran 
el campeonato jugando el mismo día, ¿cuántos días más tarde vuelven a coincidir?

La respuesta es una cantidad m de días, a partir de la fecha inaugural, tal que les toque jugar 
a la vez a las chicas y a los varones; o sea que m debe ser a la vez múltiplo de 10 y múltiplo 
de 12. En otras palabras, m debe pertenecer al conjunto de los múltiplos de 10:

y a la vez al de los múltiplos de 12 que es

Si observamos los dos conjuntos, descubrimos que el número 60 está en ambos, y es el 
mínimo natural que es múltiplo de 10 y de 12 a la vez; es decir que el mínimo común múltiplo 
de 10 y 12 es 60 y escribimos:

En otras palabras, el mínimo común múltiplo de a y b es el 
múltiplo positivo más chico de a y b. Lo denotamos por:

Teniendo a la vista los conjuntos de múltiplos de uno y 
otro número, es fácil deducir cuánto vale el mínimo común 
múltiplo entre ellos; pero en realidad, hay otras formas de 

calcularlo. Una muy eficiente se deduce del siguiente enunciado, donde debemos recordar la 
notación (a : b) para el máximo común divisor de a y b.

proposicióN 2.10. Sean a y b números naturales, entonces el producto de a y b es igual 
al producto de su máximo común divisor y su mínimo común múltiplo. En símbolos, esta 
igualdad se expresa como:

En el ejemplo previo para a = 10 y b = 12, estos números son:

m = [a : b].

a · b = (a : b) · [a : b].

(10 : 12) = 2 y [10 : 12] = 60;

Dados enteros a y b, un número natural m se dice el 
mínimo común múltiplo de a y b si cumple las siguientes 
propiedades:

1) a | m y b | m.
2) Si m' es otro entero tal que a | m' y b | m', entonces 

m | m'.

M10 = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110 . . . }

M12 = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84 . . . }.

[10 : 12] = 60.

[6 : 8] = 24.
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entonces la igualdad se expresa como:

Dados a y b, si lo que buscamos es el mínimo común múltiplo, se puede utilizar la igualdad 
anterior para despejarlo como el cociente entre el producto de a por b y su máximo común 
divisor. Es decir que, como consecuencia de la identidad anterior, tenemos que:

corolario 2.11. Sean a y b números naturales, entonces el mínimo común múltiplo de a y 
b es igual al cociente entre el producto de a y b y su máximo común divisor. En símbolos, esta 
igualdad se expresa como:

Si alguno de los dos números es negativo, el producto de ellos es negativo también. La 
relación anterior vale si corregimos el signo, es decir:

Recordemos que tanto [a : b] como (a : b) son naturales, cualesquiera sean los signos de 
a y b. Si tanto a como b son negativos, la igualdad vale sin cambiar signos.

obsErvacióN. En el caso en que a y b sean coprimos, (a : b) = 1, la igualdad anterior 
implica que [a : b] = a · b, es decir que en este caso, el mínimo común múltiplo de a y b 
es igual al producto de a por b.

Por ejemplo, los múltiplos positivos de a = 3 son:

y los múltiplos positivos de b = 4 son:

Entonces, el mínimo común múltiplo es:

Notar que hay infinitos múltiplos comunes de 3 y 4, que son todos múltiplos de 12, el 
mínimo común múltiplo.

EjEmplo. Los enteros a = 275 y b = 327 son coprimos; en efecto:

Números enteros

120 = 10 · 12
= 2 · 60

[10 : 12] =
10 · 12
(10 : 12)

=
120

2

= 60

[a : b] =
a · b
(a : b)

.

si a < 0 < b o b < 0 < a, [a : b] =
a · b
(a : b)

M3 = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39 . . . }

M4 = {4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40 . . . };

[3 : 4] = 12

= a · b.
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no tienen primos comunes en sus descomposiciones; por lo tanto, su máximo común divisor 
es (275 : 327) = 1 y su mínimo común múltiplo es el producto de los dos números:

Como ya vimos en un ejemplo anterior, 109 es primo.

A partir de la factorización prima de los enteros a y b, es fácil obtener el mínimo común 
múltiplo. En efecto, si a = 10 y b = 12,

Notar que el 2 aparece en a = 10 y en b = 12, pero en el 12 el exponente es igual a 2, 
mientras que en el 10 el exponente es 1. Por otra parte, el 3 y el 5 no son primos comunes. 
Comparemos estas factorizaciones con la del mínimo común múltiplo de a y b:

Observamos que en 60 aparecen todos los primos, tanto los de a como los de b, y el 2, 
que es común a a y a b, está elevado al cuadrado, que es el exponente máximo con el que 
aparece en a y en b. Este hecho vale en general:

EjEmplo. Hallar todos los pares de naturales a y b tales que su mínimo común múltiplo 
sea igual a 60 y su máximo común divisor sea igual a 15.

Solución: sabemos que si a y b son los números buscados:

Es decir que, en particular, a y b pertenecen al conjunto de los divisores positivos de  
60 = 22 · 3 · 5, que son:

Además, nos interesan sólo los que a la vez son múltiplos de 15, es decir que nuestros 
candidatos para a y b son:

Entre ellos, hay que elegir los pares a, b tales que (a : b) = 15 y [a : b] = 60; esto implica que 
uno de ellos debe ser impar, y el otro debe ser divisible por 4. Luego las soluciones son:

[a : b] =

=

275 · 327
3 · 52 · 11 · 109.

10 = 2 · 5 y 12 = 22 · 3.

[a : b] = 60 = 22 · 3 · 5

a = 275

52 · 11
y b =

=

327

3 · 109=

El mínimo común múltiplo es el producto de los primos comunes y no comunes elevados a su mayor exponente.

15 | a, 15 | b, a | 60 y b | 60.

D60 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60},

15, 30 y 60.
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EjEmplo. Determinar todos los naturales n tales que el mínimo común múltiplo de n y 
130 sea igual a 260.

Solución: Sea n un número que cumple la condición, entonces:

Por definición de mínimo común múltiplo, n divide a 260 = 22 · 5 · 13, luego en la 
factorización en primos de n solo pueden aparecer los primos 2, 5 y 13 y elevados a 
potencias que son a lo sumo las que aparecen en 260. Por lo tanto, n es de la forma:

Notar que 22 es la máxima potencia de 2 que divide a 260 = [n : 130], mientras que la 
máxima potencia de 2 que divide a 130 es 21; en consecuencia, 22 debe aparecer en n. 
Por lo tanto, r, el exponente de 2 en n, debe ser 2, es decir:

Analicemos caso por caso:

1. si s = 0 y t = 0, entonces n = 22 = 4,                 que cumple [n : 130] = [4 : 130] = 260;
2. si s = 0 y t = 1, entonces n = 22 ·13 = 52,         que cumple [n : 130] = [52 : 130] = 260;
3. si s = 1 y t = 0, entonces n = 22 ·5 = 20,           que cumple [n : 130] = [20 : 130] = 260;
4. si s = 1 y t = 1, entonces n = 22 · 5 · 13 = 260, que cumple [n : 130] = [260 : 130] = 260;

por lo tanto, los n que verifican [n : 130] = 260 son n = 4, n = 20, n = 52 y n = 260.

EjEmplo. Hallar todos los pares de naturales a y b tales que su máximo común divisor 
sea igual a 10 y su mínimo común múltiplo sea igual a 1.500.

Solución: Sabemos que si a y b son los números buscados, entonces:

Como además 15.000 = 3·5·103 = 3·5·(2·5)3 = 23 ·3·54 es la factorización en primos del 
producto de a por b, tenemos que a y b deben tener en sus descomposiciones a estos y 
solo a estos primos, y en el producto de a y b los exponentes de 2, 3 y 5 deben ser los de la 
descomposición de 15.000, o sea:

Sólo nos queda averiguar las restricciones para los exponentes de estos primos en las 
factorizaciones de a y de b.

Números enteros

a = 15 y b a = 60 y b = 15.

[n : 130] =

=

260

22 · 5 · 13

n = 2r · 5s · 13t con 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1.

n = 22 · 5s · 13t con 0 ≤ s ≤ 1 y 0 ≤ t ≤ 1.

a · b = (a : b) · [a : b] = 10 · 1.500 = 15.000

a = 2r · 3s · 5t y b = 23−r · 31−s · 54−t con 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 4.
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El hecho de que (a : b) = 10 implica que los primos 2 y 5 deben aparecer como mínimo 
una vez en a y en b, pero no pueden estar elevados al cuadrado o a potencias mayores en 
ambos. Notar que si t = 2, tanto en a como en b, el 5 aparecería elevado al cuadrado. Por 
lo tanto, las posibilidades para los exponentes son:

Analicemos caso por caso:

1. si r = 1 y s = 0, t = 1 entonces a = 2 · 5 = 10 y b = 22 · 3 · 53 = 1.500;                 
2. si r = 1 y s = 1, t = 1 entonces a = 2 · 3 · 5= 30 y b = 22 · 53 = 500;         
3. si r = 1 y s = 0, t = 3 entonces a = 2 ·53 = 250 y b = 22 · 3 · 53 = 60;         
4. si r = 1 y s = 1, t = 3 entonces a = 2 · 3 · 53 = 750 y b = 22 · 53 = 20;

y los pares obtenidos en estos cuatro casos cumplen que (a : b) = 10 y [a : b] = 1.500.

Los casos restantes coinciden con los anteriores, intercambiando el orden de a y b.
Por lo tanto, los pares (a, b), soluciones a nuestro problema, son:

1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ s ≤ 1, 1 ≤ t ≤ 3, t = 2.

(10, 1.500), (20, 750), (30, 500), (60, 250).
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