0. Conjuntos y relaciones

En este capitulo presentamos las nociones elementales que utilizaremos a lo largo del libro.

0 1. Conjuntos

La nocién bdsica con la que vamos a trabajar es la de comjunto. A nuestros fines, un
conjunto es una coleccién de objetos sin orden ni repeticiones. Por ejemplo:

° AI ={1, 2, 3}.

o A =iz d.

« A =(3,0, 8 8.
° A4 ={1, O, n}.

También hay conjuntos infinitos, como el conjunto de los nsimeros naturales, con el que trabajaremos
en el capitulo 1. Este conjunto se suele llamar N, y es el conjunto {1, 2, 3,4, 5, . . .}.

Al conjunto que no tiene ningtin elemento lo llamamos conjunto vacioy lo representamos
con el simbolo 0.

Una propiedad importante que tienen los conjuntos es que dado un elemento cualquiera
se puede saber si estd en el conjunto o no. Si « estd en el conjunto A decimos que
pertenece a A 'y escribimos 2 € A. En caso contrario decimos que a no pertenece a Ay

escribimos 2 ¢ A. Por ejemplo, 2 € A, pero2 ¢ A; 17 eNy © ¢ ().

Si Ay B son dos conjuntos, decimos que A estd incluido en B, y escribimos A c B, si
todos los elementos del conjunto A pertenecen al conjunto B. Por ejemplo, Al c N,

pero A, ¢ A, porquee ¢ A,.

En los ejemplos anteriores, los conjuntos fueron definidos listando sus elementos. Esta manera
de dar un conjunto se llama definicién por extensién. Hay otra forma de hacerlo: por comprension,
que consiste en dar una propiedad que satisfacen sus elementos y sélo ellos. Por ejemplo: el
conjunto {1, 2} se puede también definir por {x €A,: x < 3}, que se lee “los x que pertenecen
a A, tales que x < 37, y define el conjunto de todos los elementos de A, que son menores que
3; es decir, {1, 2}. Por supuesto, este conjunto se podria haber definido de otras maneras, como

fx e 1x# 3} fx eN:x*+2 = 3u, etc. El conjunto {y € A, : y es negro} es el conjunto {#, &}

Operaciones entre conjuntos. Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 quieren
armar, para una competencia, un equipo de futbol de jugadores entre 14 y 16 anos, y uno
de bdsquet de jugadores entre 15 y 17. Para armar los equipos, la direccién del colegio les
entregd una lista con los alumnos entre 14 y 16 afos, y otra con los alumnos entre 15y 17.
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Para citar a los alumnos a que se prueben, los profesores quieren armar cuatro listas,
formadas por los alumnos que pueden: (1) integrar ambos equipos, (2) integrar alguno de
los equipos, (3) integrar s6lo el equipo de futbol, (4) integrar sélo el equipo de bésquet.

Para resolver problemas como éste, se utilizan ciertas operaciones entre conjuntos.

Dados dos conjuntos A y B, se definen:

o la unionde Ay B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a uno de ellos o
a ambos, y se escribe A U B,

e la interseccion de A y B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen
simultaneamente a Ay a B, y se escribe AN B;

o la diferencia entre Ay B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A pero
noa B,y seescribe A\BoA— B.

....................................................................................................................................................................

Dos conjuntos se dicen disjuntos si su interseccién es el conjunto vacio. Se dice que
un conjunto A es la unién disjunta de dos conjuntos By C si es la unién de ellos
(A=BU C) yademds By Cson disjuntos. Un conjunto es la unién disjunta de varios si
es la unién de ellos y los conjuntos son disjuntos dos a dos. Por ejemplo: {1,2,3,4,5,6} es
la unién disjunta de {1,4}, {2,3,6} y {5}, pero no es la unién disjunta de {1,4}, {1,2,3,6}
y 13,5}, pues por ejemplo {1,4} N {1,2,3,6} = {1} y por lo tanto no son disjuntos.

Ejercicio 1. Siguiendo con el ejemplo anterior, si llamamos A al conjunto de alumnos
entre 14 y 16 anos y BB al conjunto de alumnos entre 15 y 17, describir las listas (1), (2),
(3) y (4) en términos de operaciones entre A y .

Producto cartesiano. Lorena ird al cine con un amigo. Quiere elegir qué ropa ponerse
entre tres pantalones (un jean azul, un jean gris y un pantalén blanco), cuatro remeras
(dos musculosas, una blanca y una negra, y dos remeras de manga corta, una rosa y la
otra celeste) y dos pares de calzado (unas sandalias y unos zapatos). Para esto, invita a sus
amigas y les muestra cémo le quedan todas las combinaciones posibles. La nocién que
necesitamos introducir en este caso es la de producto cartesiano.

....................................................................................................................................................................

Si Ay B son conjuntos, definimos el producto cartesiano de Ay B como el conjunto formado por los pares
ordenados (z, &) donde « pertenece a Ay & pertenece a B. Escribimos este conjunto como A x B.

....................................................................................................................................................................

Por ejemplo:

Al X A2 = {(1) 71-)) (1) 6), (2) ”)7 (2) 6), (3) 71)) (3> 6’)}
A, x A, ={(z, ), (z, e), (e 7), (& )}
{0, 0, &, &} x{A 2,3,4,5,67,8,9, 10, ],QK} representa la baraja francesa.

De manera similar se define el producto cartesiano de varios conjuntos. Por ejemplo,
{a, b, 4 x {1, 2} x {a, B} ={(& L), (& 1, ), (c 1, &), (& 2, a), (&, 2, 00), (6 2, 00),
(@ 1,B), (6 1, P), (e L, P), (@ 2,P), (6 2,B), (c 2, B)}.
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Si definimos los conjuntos £ ={0, 1, 2, ..., 22,23}, M=1{0,1,2,...,58,59 yS=M,
la hora del dia se puede representar por un elemento del conjunto AxMXS.

Ejercicio 2. Escribir el conjunto de combinaciones de ropa para Lorena como producto
cartesiano de conjuntos y dar este conjunto por extension.

0 2. Relaciones

Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 van a probar a los alumnos para el equipo de
fatbol. Los alumnos se pueden anotar para probarse como arquero, defensor, mediocampista
o delantero (se pueden anotar en mds de un puesto). Los profesores comenzaron a usar la
palabra versdtil para referirse a los alumnos: dicen que un alumno es mds versdtil que otro si el
primero se anotd en todos los puestos en los que se anoté el segundo y por lo menos uno més.
Por ejemplo, si Pablo se anoté como arquero y delantero, y Andrés se anoté como arquero,
mediocampista y delantero, Andrés es mds versitil que Pablo. La manera de formalizar esta
situacién, en matematica, es utilizando el concepto de relacion en un conjunto.
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Si Ay B son conjuntos, una relacion de A en B es un subconjunto del conjunto A X B.

....................................................................................................................................................................

Si R es una relacién de A en B, dados 2 € Ay b €B decimos que a estd relacionado
con by escribimos aR b si el par (a, ) €R. Siel par (4, b) ¢ R decimos que a no estd
relacionado con by escribimos a Rb. Por ejemplo, R = {(1, 7), (1, ¢), (2, 9} = A, X A,
es una relacién de A en A,. En este caso, 1 estd relacionado con 7y con e, pero 3 no
estd relacionado con ningiin elemento de A..

Relaciones en un conjunto. Si R < A x A decimos que R es una relacién en A. Por
ejemplo, R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} es una relacién en A . Observemos que esta relacién
puede definirse también como R = {(¢,, ) € A XA, :a, <a}.

Dado un conjunto A y una relacién R en A decimos que:

R es reflexiva si el par (@, a) €R para todo a € A.

R es simétrica si para todo par (a, b) € R vale que el par (4, 2) €R.

R es nransitiva si para todos los pares (2, b)) €R, (b, ¢) €R vale que (4, ¢) €R.

R es antisimétrica si para todo par de elementos (2, b)) e Acona#b,si (a, b) € R

entonces (b, 2) ¢ R.

Por ejemplo:

L R = {(0,0), (0,9, (U,0), (V. M), (M,9), (V,h), (&,O), (M), (do,M)} en A..
Aunque $RE, R no es reflexiva porque por ejemplo OR V. Esta relacién es simétrica
porque para cada par de elementos que pertenece a R, el par con los elementos en
orden inverso también pertenece a R (convencerse). Esta relacién no es transitiva

porque RO, ORM pero HRM.

Conjuntos y relaciones 13 —



esecscseseseseseccsscscsescsocssecnne

Observemos que para afirmar que una relacion es transitiva es necesario considerar
todas las posibilidades (en este ejemplo, si bien VRé, OR& y VR, la relacion no
es transitiva). Esta relacién no es antisimétrica porque ({,V) € Ry (V,$) eR.

2. La relacién “ser mds versdtil que”, ideada por los profesores de gimnasia de la Escuela
314, no es reflexiva ni simétrica, pero s es transitiva y antisimétrica.

3. R = {(V,0), (©,0), (0,0), (0,0), (M.H), (M%), (.4), (&)} en A, Esta
relacion es reflexiva, simétrica y transitiva pero no es antisimétrica. Observemos
que R se puede definir por comprensién diciendo que dos elementos de A, estdn
relacionados si son del mismo color. Usando esta definicién alternativa es mds fécil
verificar que valen las propiedades.

4.R={(1,1),(1,2), (L 3), (2,2), (2, 3), (3, 3)} en A, es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

sececececscsccccccas eeccsecccscas sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscse sesesscsces

Las relaciones que son reflexivas, simétricas y transitivas son importantes y tienen un nombre
especial: se llaman relaciones de equivalencia. Otro tipo de relaciones importante es el de las
relaciones de orden, que son las reflexivas, antisimétricas y transitivas.

eseesecesesesesscssssscscsesssesscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cecescccsscne .o
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versdtil como” otro si ambos se anotaron para probarse en

Q EjeMPLOS
1 Q 1. Los profesores de gimnasia dicen que un alumno es “tan
N 2 : - > : :
los mismos puestos. Esta es una relacién de equivalencia.
2. Dos nimeros naturales estdn relacionados si tienen la
misma paridad (es decir, si son ambos pares o ambos
3 impares). Esta es otra relacién de equivalencia.
Q 3. La relacién R del ejemplo 4 de la lista anterior es una
relacién de orden.
R, 4. La relacién 2 < b en los niimeros naturales es una

relacién de orden.

Figura 1. Grdficos de relaciones.

Representacién grafica. A veces resulta cémodo

representar una relaciéon R en un conjunto A de
manera grafica. Para esto se ubican los elementos del conjunto A y se dibuja una
flecha que sale de un elemento 2 €A y llega a otro elemento & €A para cada par
de elementos tales que 4R & (si 4Ra queda un “rulito” que sale de 2 y termina en a).

Por ejemplo, las relaciones

R, = {0, 0), (0,9), (V,0), (V. M), (#4,Q), (V,h), (§%,O), (N,&), (d,#)} en A, y
R, ={1,1),1,2),1,3), (2,2), (2 3), (3, 3)} en A, pueden representarse por los graficos
de la Figura 1.
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00 3. Particiones

En un ejemplo anterior, consideramos la relacién R en el conjunto N definida por 4R &
si @y b tienen la misma paridad. Esta relacion define dos clases de niimeros naturales: los
naimeros pares y los nimeros impares. A los nimeros pares los podemos caracterizar por la
propiedad de estar relacionados con el niimero 2, mientras que a los impares los podemos
caracterizar por la propiedad de estar relacionados con el nimero 1. Asi tenemos:

N={neN:nR1}U{n € N: nR2}

También podemos definir los nimeros pares como los niimeros naturales relacionados
con el nimero 4 o, mds generalmente, con cualquier nimero natural par 2, 4, 6, ... Lo
importante es que la relacién de equivalencia partié al conjunto de niimeros naturales
como unién disjunta de dos subconjuntos. Ademds, todos los elementos de cada
subconjunto estdn relacionados entre si.

Veamos otro ejemplo de como una relacién de equivalencia nos da una particién de
un conjunto. Los docentes de la Escuela 314 deciden programar ciertas actividades
extracurriculares. Para poder asignar a sus alumnos a cada una de estas actividades
precisan saber cudn ocupado estd cada alumno. Para ello, les entregan un formulario a
los alumnos donde deben decir cudntas actividades extras ya realizan por cuenta propia
(por actividad extra consideran deportes, idiomas, musica y cualquier otra actividad que
demande al menos 2 horas semanales). Definen en el conjunto de alumnos una relacién
diciendo que el alumno A estd relacionado con el alumno B si ambos realizan el mismo
numero de actividades.

Verificar que ésta es una relacién de equivalencia.

Se consideran los subconjuntos 4 = {alumnos que realizan 7 actividades}, paraz =0, 1, 2, ..., 12
(ninguno de los alumnos realiza mds de 12 actividades). Es claro que estos conjuntos son dlsjuntos
dos a dos (cada alumno desarrolla un tnico nimero de actividades y éste determina en qué
conjunto estd) y la unién de ellos da todo el conjunto de alumnos. Luego, el conjunto de alumnos
se parte como una unién disjunta de los subconjuntos 4 .
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: Si A es un conjunto y 7R una relacion de equivalencia en el conjunto A, para cada elemento 2 € A definimos su clase de
equivalencia como [4]= {6 € A : 4R b}.

....................................................................................................................................... sesessccsscscsesesesssscscses

Este es un subconjunto del conjunto A.

Por ejemplo, si A = Ny la relacién es tener la misma paridad, [1] es el conjunto de los
numeros naturales impares, es decir, [1] = {1, 3, 5, ...}. Las clases de equivalencia [3], [5],
[7], etcétera, también son el conjunto de los nimeros naturales impares. Por otro lado,
[2] es el conjunto de los niimeros naturales pares, y lo mismo ocurre con [4], [6], [8],
etcétera. Asi, N queda partido en dos clases de equivalencia con esta relacién: [1] y [2].
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Veamos el siguiente ejemplo: consideremos en el conjunto

@ @ A=1{1,2,3,4,5, 6} larelacién de equivalencia R = {(1, 1),
(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,2),(2,1),(1,3), (3, 1),
(2, 3), (3, 2), (4, 5), (5, 4)}. En la figura 2 se da la
@ relacién grificamente.
® 4

Las clases de equivalencia para esta relacién son:

1] =2 =[3] ={1,2,3}
Figura 2. Relacion R en A. [4] = [5] = {4,5}
[6] = {6}

Asi, el conjunto A se parte en los subconjuntos:
A=1{1,2,3}U{4,5} U{6}

donde para cada elemento de A consideramos todos los
que estdn relacionados con él (ver figura 3).

Figura 3. Particion de {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

En general, si R es una relacién de equivalencia en el
conjunto A, si 2 y b son elementos de A, sus clases de
equivalencia son o bien iguales, o bien disjuntas. Es decir que: [4] = [4] o [a] N [6] = 0.
El conjunto A se parte en las clases de equivalencia dadas por la relacion R.

0 4. Funciones

Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 definieron un equipo de fitbol titular. A los
convocados les dieron las camisetas del 1 al 11. En términos matemadticos, a cada elemento
del conjunto {1, 2, 3, ..., 10, 11} le asignaron un elemento del conjunto de alumnos.

....................................................................................................................................................................

Si Ay BB son dos conjuntos, una funcion de A en BB es una relacibnfc A x B que satisface que
para cada 2 € A hay un tnico & € I3, tal que (4, b) € f En este caso, usualmente se escribe f{a) = 4.
Si fc A x Bes una funcion, también se escribe 3 A — B.

....................................................................................................................................................................

EjempLos. Como antes, A, ={1, 2,3}y A, = {z, .

1. La relacién f'= {(1, #), (2, e), (3, &)} es una funcién de A, en A,. En este caso,
A =7, f2) =ey f3) =

2. La relacién {(1, #), (1, ¢), (2, ¢), (3, ©)} = A, XA, no es una funcién, porque 1 €A,
estd relacionado con dos elementos de A..

3. La relacién {(1, #), (2, e)} = A, XA, no es una funcién, porque 3 €A, no estd
relacionado con ningiin elemento de A,.

4. La asignacién de las camisetas de fuitbol a los alumnos de la Escuela 314 es una funcién.
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En general, una funcién no se describe listando todos sus pares, sino dando una regla
que permite obtener f{z) en términos de 4.

EjEMPLOS
1. Lafuncién f: A, — A, f={(L, 3), (2, 2), (3, 1)} se puede describir por fla) = 4 - .
2. lafuncién g: N — N, g(a) = 3a + 1, estd formada por los pares (1, 4), (2, 7), (3, 10), (4, 13), ...

0 5. Operaciones

El equipo de fatbol de la Escuela 314 participa de un campeonato intercolegial. Una vez
que todos los equipos jugaron dos partidos, los organizadores del torneo quieren armar
las estadisticas. Para calcular la cantidad de goles a favor de cada equipo, deben sumar la
cantidad de goles convertidos por el equipo en el primer partido con la de goles convertidos
en el segundo. En este caso, la nocién matemdtica involucrada es la de operacidn.
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o

Una operacion en un conjunto A es una funcion de Ax A —A. Si *: Ax A— A es una operacion,
usualmente se escribe # * & para el valor de * en el par (2, ).

....................................................................................................................................................................

EjemrLOs
1. La suma de niimeros naturales es una operacién. De hecho, cuando uno escribe por
ejemplo 3 + 5 = 8, estd diciendo que la funcién + le asigna el 8 al par (3, 5).
2. El producto de niimeros naturales es otra operacion.
3. La potencia de miimeros naturales, que al par (a, b) le asigna a’, es otra operacion.

A veces es cdmodo dar una operacién mediante una tabla de doble entrada. A la izquierda se
pone el primer elemento de cada par y arriba, el segundo. Por ejemplo, si C = {0, 1, 2, 3, 4},
podemos definir las operaciones o : C x C— Cy-:C x C— C por

°l0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0j0 0 0 0 O 00 4 3 2 1
110 1 2 3 4 1|11 0 4 3 2
210 2 41 3 212 1 0 4 3
310 3 1 4 2 313 2 10 4
410 4 3 2 1 414 3 210

Esto quiere decir, por ejemplo, que 00 1=0,que203=1,que2 - 1=1yquel —2=4.
Si*: A x A— A esuna operacién, decimos que:
1. * es asociativa si a * (b * ¢) = (a * b) * ¢ para todos los 4, b, c en A;

2. * es conmutativa sia * b = b * a para todos los 4, b en A;
3. un elemento e €A es un elemento neutro de * sia* ¢ = ay e * a = a para todo 2 en A.
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La sumay el producto de niimeros naturales son operaciones conmutativas y asociativas.
El producto tiene un elemento neutro, que es el nimero uno. La suma, en cambio, no lo
tiene, si se considera que el cero no pertenece al conjunto de los naturales. En cambio si
agregamos el cero a los niimeros naturales, éste resulta ser el elemento neutro de la suma.

La potencia de nimeros naturales no es conmutativa porque, por ejemplo: 2° # 3°.
2 0%) 2 (29
Tampoco es asociativa porque, por ejemplo:

Ejercicio 3. Explicitar el conjunto A y la operacién utilizada para el clculo de goles a
favor planteado al comienzo de esta seccién,

EjErcicio 4. Determinar si la operacién © en C definida en la tabla anterior es conmutativa,
asociativa o tiene elemento neutro. Hacer lo mismo para —.

Cuando una operacién * : Ax.A — A tiene un elemento neutro e, decimos que un elemento
aeAesuninversode b eAsia* b=eyb*a=e. Porejemplo, 1 es el elemento neutro de la
operacién © en C, y el inverso de 2 es 3 para esta operacién. En este caso, 0 no tiene inverso.

0 6. Sucesiones

Todos los dias, Lorena y sus amigas Magali y Natalia se retinen en la casa de una de ellas:
un dia en lo de Lorena, al dia siguiente en lo de Magali, el tercero en lo de Natalia, y al
cuarto dia vuelven a empezar reuniéndose en lo de Lorena. Lorena quiere saber en qué
casa se van a reunir el dia del amigo (el 20 de julio), sabiendo que el dia 1 de julio se

1 Lorena |6 Natalia |11 Magali | 16 Lorena
2 Magali |7 Lorena | 12 Natalia | 17 Magali
3 Natalia |8 Magali |13 Lorena | 18 Natalia
4 Lorena |9 Natalia |14 Magali |19 Lorena
5 Magali 10 Lorena |15 Natalia | 20 Magali

reunieron en su casa. Para esto, Lorena escribe:

Es decir, el dia del amigo se reunirdn en la casa de Magali. Matemdticamente, lo que hizo
Lorena es asignarle a cada ndmero natural un elemento del conjunto {Lorena, Magali,
Natalia} (en realidad lo hace sélo para los primeros 20 nimeros naturales, aunque podria
extender la definicién a todos ellos).

D RPN eeccsecccscas sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscss sesesssssscse sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscse seseseseses

Si Xes un conjunto, una sucesion de elementos de X es una funcion f: N — X.

©eesesesesesesssssscsessesesssecssccscscses sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cecescccsscne .

En el ejemplo anterior X es el conjunto de Lorena y sus amigas. En el resto del libro las
sucesiones con las que trabajaremos serdn principalmente sucesiones de niimeros, es decir,

Los Nimeros




el conjunto X serd un conjunto de niimeros.

Si f: N — Xes una sucesién y # €N, escribiremos #_en lugar de ). El elemento «
se denomina el enésimo término de la sucesion. A partir de ahora, escribiremos (2) _, en

lugar de f. Por lo tanto, los valores f(1), A2), ..., fin), ... que toma la sucesién fserdn
expresados como a,, a,, ..., @, ...

EjemrLOs
.az=n.
.a=1/n.
a=2"
a=n.
ca=(-1)".

NENSESES

Es importante notar que en una sucesién dada los términos se pueden repetir. Esto
sucede, por ejemplo, en la sucesién de Lorena. Las sucesiones de los ejemplos tienen la
peculiaridad de que existe una fdrmula cerrada; es decir, hay una ley o formula que dice
cémo calcular 2, solamente en funcién de 7.

Ejercicio 5. Encontrar una férmula cerrada para la sucesién cuyos términos son 1, 2,
L2, 1,212...

Conjuntos y relaciones
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