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Prélogo

Este libro estd pensado principalmente para estudiantes de la escuela secundaria y docen-
tes. A lo largo del libro se ve el producto de siglos de avances en la matemadtica. Algunos
de estos avances son pequefos, mientras que otros son importantes y revolucionarios.
Es imposible entender el contenido del libro sin dedicarle tiempo. La comprensién en
matemdtica es usualmente producto de la ejercitacién y del trabajo, trabajo que se hace
con la cabeza, con el lipiz y el papel.

Presentamos conjuntos de niimeros, destindndole un capitulo a cada uno de ellos. El
libro estd organizado de la siguiente manera: primero, un capitulo donde se presentan
algunas de las herramientas bésicas que se utilizardn a medida que avanza el texto. A
continuacién, seis capitulos sobre los conjuntos de nimeros naturales, enteros, enteros
modulares, racionales, reales y complejos, respectivamente. Las construcciones se hacen
formalmente, pero incluimos numerosos ejemplos, aplicaciones y ejercicios para facilitar
la comprensién del material (las resoluciones estdn en el capitulo 7 y recomendamos al
lector que no consulte la resolucién de un ejercicio sin tratar de resolverlo previamen-
te). El orden seguido no es el histérico, sino el que permite “avanzar sin sobresaltos”.
Usualmente, hay una concepcién errénea sobre la matemadtica, que dice que los con-
ceptos matemdticos son inmutables e independientes de acontecimientos culturales o
histéricos. Nada mds lejos de la realidad. Los distintos conjuntos de niimeros se fueron
introduciendo en la medida en que hicieron falta para avanzar. Y muchas veces estos
conceptos, forjados por alguien “adelantado a su época”, o incorporados de otras cultu-
ras, necesitaron de varias generaciones de matemdticos para ser aceptados.

Por dltimo, incluimos un apéndice con algunos de los algoritmos presentados en el
libro, desarrollados en lenguaje Python, para mostrar la interaccién de la matemd-
tica con la computacién.

En cada capitulo, las proposiciones, teoremas, propiedades, corolarios y lemas estdn
numerados de manera correlativa: tienen un primer niimero que indica el capitulo, y un
segundo nimero correlativo que sirve para todos a la vez. Por ejemplo, en el capitulo 2,
presentamos el teorema 2.1, luego el teorema 2.2, y luego la proposicién 2.3 y la pro-
posicién 2.4. Los ejercicios tienen una numeracion similar, también con dos nimeros,
donde el primero es el nimero del capitulo, mientras que el segundo indica el nimero
de ejercicio dentro de ese capitulo.

Los Nimeros




Introduccién

En el transcurso de la historia, los nimeros surgieron naturalmente para contar (nimeros
cardinales: uno, dos, tres, etcétera) y; a la vez, para ordenar (nimeros ordinales: primero,
segundo, tercero, etcétera). Por este motivo, el primer conjunto de niimeros que aparece es el
de los ndmeros naturales. Es razonable comenzar cualquier estudio de los niimeros con ellos,
porque los niimeros naturales estdn en la base de todos los otros conjuntos. Sin embargo, con
el tiempo aparecieron nuevos usos para los niimeros y, con los usos, nuevos niimeros.

Los niimeros naturales se pueden sumar y multiplicar. Y, a veces, se pueden restar. Sin
embargo, no se puede restar a un niimero natural otro mayor, porque el resultado ya no
es un numero natural. Es asf como, para poder restar, se necesitan el cero y los nimeros
negativos. A la humanidad le tomé siglos aceptar estos nuevos nimeros, pese a que
pasan a tener un sentido muy concreto cuando se los usa, por ejemplo, para expresar
deudas. Hoy en dia, los nimeros negativos son de uso cotidiano. Los naturales dan lugar
asi a los enteros. Con los enteros se puede multiplicar, sumar y restar.

Con los enteros también se pueden hacer divisiones, siempre que se acepte que las divi-
siones pueden tener resto. Dado un niimero natural fijo 7, si se divide un entero cual-
quiera por €l, el resto serd un niimero entero entre 0 y 7-1. En el conjunto de todos los
restos posibles se pueden hacer operaciones, dando lugar a los enteros modulares. Hoy
en dia, muchas de las propiedades de los nimeros enteros se expresan, de manera muy
satisfactoria, usando enteros modulares. Si bien estos conjuntos aparecieron definidos de
manera clara hace poco tiempo (desde una perspectiva histérica), su uso permite enten-
der més cabalmente a los nimeros enteros, y por ello les dedicamos un capitulo.

Sin embargo, los nimeros enteros no permiten divisiones si no se estd dispuesto a tener
resto. Si trabajamos en geometria, incluso si se adoptan unidades de medida tales que
las cantidades a medir sean enteras, poco se podrd hacer si no se utilizan fracciones, es
decir sin introducir los nimeros racionales. Por ejemplo, el Teorema de Tales habla de
longitudes proporcionales, que inmediatamente dan lugar a las fracciones.

Pero pronto se ve que si se quiere medir distancias, tampoco alcanza con nimeros raciona-
les. Por el Teorema de Pitdgoras, la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 1 metro, mide
V2 metros. Y este ndmero, no es racional. Hacen falta entonces los ntimeros reales.

Y, a veces, tampoco alcanza con los enteros, los racionales o los reales. Por ejemplo, la
ecuacién x” + 1 = 0 no tiene solucién en los nimeros reales. Los nimeros complejos se
introdujeron, precisamente, para resolver este tipo de ecuaciones, aunque fueron mira-
dos con mucha desconfianza durante tres siglos. Hizo falta que matemdticos de la talla
de Leonhard Euler y Carl Friedrich Gauss los usaran para que la comunidad cientifica
dejara de lado los prejuicios. Hoy en dia, no s6lo se usan para resolver este tipo de ecua-
ciones. Las ecuaciones de James Clerk Maxwell, por ejemplo, que explican los campos
electromagnéticos, precisan de los niimeros complejos.
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Si bien las nociones de niimeros naturales, enteros, racionales o reales eran saber popular en
el siglo XVII, cuando Isaac Newton y Gottfried Leibniz introdujeron el célculo infinitesimal,
las fuertes criticas que recibié esta teorfa, por el obispo George Berkeley en el siglo XVIII,
entre otros, obligaron a sentar bases precisas para todos estos conjuntos numéricos. Esta fue
una empresa de grandes dimensiones: los reales se definieron a partir de los racionales, y es-
tos a partir de los enteros, que a su vez salen de los naturales. ;Y los naturales? La nocién de
ntimero natural es tan . . . jnatural! . . . que es sumamente dificil definirlos de manera formal
y sin utilizar otros conjuntos anteriores. Fue finalmente Giuseppe Peano quien en 1889 los
introdujo axiomdticamente en su libro Arithmetices principia, nova methodo exposita.

Una vez definidos los naturales, la definicién de los enteros y los racionales es sencilla.
Los reales, en cambio, son materia mucho mds delicada. Hay distintas definiciones po-
sibles de los niimeros reales, con distintos grados de formalidad. Desde “los puntos de
una recta’ hasta las cortaduras de Dedekind (propuestas por Julius Dedekind a comienzos
del siglo XX), pasando por definiciones axiomdticas, o mds implicitas como “ntimeros
con desarrollos decimales infinitos”. Los introducimos como clases de equivalencias de
sucesiones crecientes y acotadas de nimeros racionales. Esta forma de hacerlo, aunque
es técnica y requiere una gran capacidad de abstraccién, permite definir las operaciones
ficilmente. Para “suavizar” su introduccién, primero se los presenta de manera algo mis
informal, utilizando la nocién de limite. También se mencionan otras definiciones posi-
bles, entre ellas la de los desarrollos decimales infinitos.

Si se cuenta con los reales, los nimeros complejos se pueden presentar algebraicamente,
como sumas & + bi, donde 2 y & son niimeros reales e 7 es una solucién de la ecuacién
x”+ 1 = 0. Esta es la forma en que los presenté William Rowan Hamilton en la primera
mitad del siglo XIX, trescientos afos después de que Gerolamo Cardano y Lodovico
Ferrari los utilizaran por primera vez. Y ésta es la forma en que los conocemos hoy.

Los conjuntos de niimeros que se usan hoy en dia no se reducen a los que presentamos
aqui: naturales, enteros, enteros modulares, racionales, reales y complejos. Dependiendo
del problema que se intente resolver, se utilizan muchos otros. Como ejemplo, basta
mencionar a los cuaterniones (introducidos por Hamilton en 1843, que se utilizan para
describir de manera algebraica movimientos del espacio, como rotaciones, traslaciones u
homotecias) y a los surreales (introducidos por John Conway y Donald Knuth en 1974,
que se utilizan en teorfa de juegos). No obstante, estos conjuntos se usan en medida
mucho menor, y los que presentamos bastan para la gran mayoria de las aplicaciones.
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