
20 Los Números

1. Números naturales
1. Nociones básicas

Los números naturales son, tal como los conocemos, 1, 2, 3, 4, 5, . . . Si bien todos tenemos 
esta idea intuitiva, más adelante, en la sección 4, daremos una definición precisa.   

Llamamos N al conjunto de los números naturales, es decir:

Estos números se usan a diario para contar. Matemáticamente, contar significa decir 
cuántos elementos tiene un conjunto. Por ejemplo, el conjunto {, , , } tiene 4 
elementos. ¿Cuántos elementos tiene el conjunto vacío?

Como el conjunto vacío no posee ningún elemento, necesitamos un símbolo nuevo que 
represente la cantidad de elementos de este conjunto. Este símbolo es el 0. Llamamos N0 
al conjunto de los números naturales con el cero, o sea:

El conjunto de los números naturales tiene dos operaciones importantes: suma y producto. 
Como mencionamos en el capítulo anterior, la suma y el producto de números naturales 
son operaciones asociativas y conmutativas. El 1 es el neutro para el producto, y la suma 
no tiene elemento neutro en N, pero sí en N0: el 0.

Además, estas dos operaciones están relacionadas por la siguiente propiedad: para toda 
terna de números naturales a, b, c, vale que: 

Esta propiedad se llama distributiva del producto sobre la suma.

Veamos cómo se pueden usar estas propiedades para calcular el cuadrado de la suma de 
dos números naturales:

   

N = {1, 2, 3, 4, 5, . . .}.

N0 = N 0}
= {0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .}.

a · (b+ c) = a · b+ a · c
(a+ b) · c = a · c+ b · c

(a+ b)2 = (a+ b) · (a+ b)

= (a+ b) · a+ (a+ b) · b
= a · a+ b · a+ a · b+ b · b
= a2 + a · b+ a · b+ b2

= a2 + 2 · a · b+ b2
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21Números naturales

Esto también puede verse geométricamente como muestra 
el dibujo de la figura 1.

EjErcicio 1.1. Encontrar una fórmula para (a + b)3.

Lorena y sus amigas se saludan en la puerta de la escuela 
con un beso. Un día, Lorena llega primera y quiere 
contar cuántos besos se dan en total todas las amigas 
(ella incluida). Cuando llega su primera amiga, Lorena 
la saluda y cuenta un beso. Cuando llega la segunda amiga, saluda a ambas, y Lorena 
cuenta dos besos más; en total, 3 besos. Cuando llega la tercera amiga, saluda a las tres 
y Lorena cuenta 3 besos más. En total, 6 besos. A medida que van llegando, Lorena 
descubre que si llegaron n amigas, la cantidad de besos es 1 + 2 + 3 + ... + n. Esto nos 
lleva al siguiente problema: ¿cuánto da la suma de los primeros n números naturales?

A partir de la figura 2 podemos ver que:

Más adelante, daremos una demostración distinta de esta 
igualdad, que nos servirá para ilustrar el principio de inducción.

Consideremos ahora el siguiente problema: ¿cuánto es  
1 + 2 + 22 + ... + 2n?  Calculemos los primeros valores:

Aunque a simple vista estos números no parecen conocidos, ¿qué pasa si a los resultados 
obtenidos les sumamos 1? Obtenemos que las primeras sumas, más 1, dan 2, 4, 8, 16, 
32, que son potencias de 2. Parece ser que la suma 1+2+...+2n = 2n+1-1. ¿Cómo podemos 
convencernos de que esta fórmula vale?

Veamos qué pasa para n = 5:

Podemos repetir este razonamiento para n = 6, n = 7, . . . . O sea, si sabemos que vale:

2. Inducción

Figura 1. El cuadrado de una suma.
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a
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b

Figura 2. La suma de los primeros números naturales.

5
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3
2
1

1+2+3+4+5= 5.6
2

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

1 = 1 n = 0
1 + 2 = 3 n = 1

1 + 2 + 4 = 7 n = 2
1 + 2 + 4 + 8 = 15 n = 3

1 + 2 + 4 + 8 + 16 = 31 n = 4

1 + 2 + 4 + 8 + 16

25 1

+32 = 2 · 25 1

26 1=
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22 Los Números

entonces:
   

Vemos así que si la fórmula es válida para un número natural n, también lo es para el 
siguiente número natural n + 1. ¿Alcanza esto para concluir que la fórmula vale para 
todos los números naturales?

La respuesta es sí. En la próxima sección vamos a formalizar este tipo de argumentos 
para poder aplicarlos en la demostración de propiedades sobre los números naturales.

Una herramienta muy usada para demostrar afirmaciones 
sobre los números naturales es el principio de inducción. 
Imaginemos una hilera de fichas de dominó paradas como 
en el dibujo de la figura 3.

Las fichas están dispuestas de manera que si cae una, tira a 
la siguiente. Entonces, podemos hacer que todas se caigan 
empujando solo la primera, como en la figura 4. Esta idea 
de las fichas cayendo es la base del principio de inducción.

La parte 2. corresponde a que si una ficha de dominó cae, 
entonces tira la siguiente. La parte 1. corresponde a tirar la 
primera ficha. El hecho de que todas las fichas caigan es lo 
que explica que todas las afirmaciones P(n) sean ciertas.

Veamos cómo funciona el principio de inducción en un 
ejemplo. De hecho, lo que hicimos al calcular la suma de las primeras potencias de 2 en la 
sección anterior fue aplicar, sin mencionarlo, el principio de inducción. Más precisamente, 
para cada n ∈ N afirmamos que 1 + 2 + ... + 2n = 2n+1 - 1. Esta afirmación es P(n).

3. Principio de inducción

Figura 3. Las fichas dispuestas para ser tiradas.

Figura 4. Las fichas comienzan a caer.

Principio de inducción. Supongamos que tenemos para cada 
número natural una afirmación P(n) y queremos ver que todas 
estas afirmaciones son válidas. Si se puede demostrar que:

1. P(1) es cierta,
2. si P(n) es cierta, 

entonces P(n+1) también lo es, entonces P(n) vale para todo n ∈ N.

1 + 2 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1,

1 + 2 + · · ·+ 2n

2n+1 1

+2n+1 = 2 ·2n+1

 = 2n+2 1

1

(1)
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El principio nos dice que basta con verificar:

P•	 (1) : 1 + 2 = 22 - 1, lo cual es cierto.
Supongamos que es cierto •	 P(n), es decir que 1 + 2 + ... + 2n  = 2n+1 - 1. 
A partir de aquí debemos demostrar que P(n + 1) es cierto, es decir que 
1 + 2 + ... + 2n  + 2n+1 = 2n+2 - 1. Esto es exactamente lo que hicimos en (1). 

Apliquemos el principio de inducción al primer ejemplo de la sección anterior. En este caso 
P(n) es la afirmación de que la suma de los primeros n números naturales es                .

P•	 (1) : 1 =         , lo cual es cierto.
Supongamos que es cierto •	 P(n), es decir que 1 + 2 + ... + n =                                                  .  
A partir de aquí, debemos demostrar que P(n + 1) es cierto, es decir que  
1 + 2 + ... + n + (n +1) =    . Ahora:

  

EjErcicio 1.2. Probar que para todo número natural n vale que:

Muchas veces se quiere probar la validez de afirmaciones P(n) para los números naturales a 
partir de uno dado. Es decir, imaginemos que queremos probar que P(n) es cierta para n ≥ M,  
donde M es un número natural. El principio de inducción se aplica casi igual. La única 
diferencia es que en lugar de demostrar que P(1) es cierta, demostramos que P(M) es cierta.

EjEmplo. Probemos que la suma de los ángulos 
interiores de un n-ágono es 180º(n - 2). Esta afirmación 
sólo tiene sentido si n ≥ 3. En este caso, M = 3. Para 
probar la fórmula, debemos comenzar por ver que 
P(3) es cierta. Es decir, que la suma de los ángulos 
interiores de un triángulo es 180º(3 - 2) = 180º. Esta 
propiedad de los triángulos es bien conocida y no la 
demostraremos aquí. Debemos entonces demostrar 
que si la suma de los ángulos interiores de un n-ágono 
es 180º(n - 2), entonces la de un (n + 1)-ágono es  
180º(n + 1 - 2) = 180º(n - 1). Para ver esto, apelamos 
a la construcción de la Figura 5. Trazando la diagonal 
del dibujo, el (n + 1)-ágono se separa en un triángulo 

Figura 5. Separación de un (n + 1)-ágono en 
un triángulo y un n-ágono.
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1·(1+1)
2

(n+1)(n+2)
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1 + 2 + · · ·+ n
n(n+1)

+(n+ 1) =
n

2
(n+ 1) + (n+ 1)

= (n+ 1)
n

2
+ 1

= (n+ 1)
n+ 2

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2

2

Números naturales

1 + 22 + ∙ ∙ ∙+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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24 Los Números

y un n-ágono. Observemos que la suma de los ángulos interiores del (n + 1)-ágono 
es la suma de los ángulos interiores del n-ágono más la del triángulo. El ángulo en el 
vértice a del (n + 1)-ágono se separa en α1 (que es uno de los ángulos del triángulo) 
y α2 (que es uno de los ángulos del n-ágono). Lo mismo ocurre con el ángulo en b, 
que se separa en β

1
 y β

2
. Como estamos suponiendo que P(n) es cierta, la suma de los 

ángulos interiores del n-ágono es 180º(n - 2). Por otra parte, la suma de los ángulos 
interiores del triángulo es 180º. Entonces, la suma de los ángulos interiores del 
(n + 1)-ágono es 180º(n - 2) + 180º = 180º(n - 2 + 1) = 180º(n - 1).

Veamos otro ejemplo. Queremos probar que para todo n ≥ 8 vale la desigualdad  
2n  ≥ 3n2 + 3n + 1. Para esto, probamos primero que vale para n = 8:

Ahora, suponiendo que la desigualdad es válida para n, la probamos para n+1. Es decir, 
probamos que 2n+1 ≥ 3(n + 1)2 + 3(n + 1) + 1. Por un lado:

Por otro lado:

Como estamos asumiendo que 2n ≥ 3n2+3n+1, si probamos que 2n ≥ 6n+6, para todo n ≥ 8, 
tendremos que:

Veamos, entonces, que 2n  ≥ 6n + 6 para todo n ≥ 8. Nuevamente, esta propiedad la probamos por 
inducción. Si n = 8, nos queda 28 = 256 y 6 · 8 + 6 = 54, por lo que la propiedad vale. Si asumimos 
ahora que vale para n, es decir, que 2n  ≥ 6n + 6, debemos probar que 2n+1 ≥ 6(n + 1) + 6. Como 
suponemos que n ≥ 8, 2n ≥ 28 = 256 ≥ 6, y entonces 2n+1 = 2n + 2n ≥ 6n + 6 + 6 = 6(n + 1) + 6.

EjErcicio 1.3. Probar que 2n ≥ n3 para todo n ≥ 10.
 
EjErcicio 1.4. Probar que 3n ≥ 2n+1 + n para todo n ≥ 3.

A fines del siglo XIX, Giuseppe Peano1 dio una definición axiomática de los números 
naturales. La clave de la definición de Peano es la noción de sucesor: todo número natural 
tiene un sucesor, que se obtiene sumándole 1. Para entender los axiomas de Peano, 
observemos que el conjunto N cumple las siguientes propiedades:

4. Axiomas de Peano 

1 Matemático italiano que vivió entre 1858 y 1932. Enseñó en la Universidad de Turín y se dedicó a la investigación de, entre otras 
cosas, lógica, teoría de conjuntos y ecuaciones diferenciales.

28 = 256, 3 · 82 + 3 · 8 + 1 = 217, entonces 28 ≥ 3 · 82 + 3 · 8 + 1.

2n+1 = 2 · 2n

= 2n + 2n.

3(n + 1)2 + 3(n + 1) + 1 = 3n2 + 6n + 3 + 3n + 3 + 1 = 3n2 + 3n + 1 + 6n + 6

2 n + 1
 = 2 n 2 n

 +   3n2 + 3n + 1 + 6n + 6 = 3(n + 1)2 + 3(n + 1) + 1
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1. El 1 es el único número natural que no es sucesor de ningún número natural.
2.  Si a y b son dos números naturales distintos, el sucesor de a es distinto del sucesor de b.
3. Si K es un subconjunto de N tal que 1 ∈ K y vale que el sucesor de cualquier elemento 

de K también está en K, entonces K = N.

Peano descubrió que estas propiedades alcanzan para definir a los números naturales, 
en el sentido de que cualquier conjunto con una función sucesor que satisfaga las 3 
propiedades anteriores es “equivalente” al conjunto de números naturales. Formalmente, 
se puede dar la siguiente definición:

El axioma 3 es equivalente al principio de inducción. Para verlo, supongamos que 
tenemos un subconjunto K de los números naturales que tiene al 1 y que cumple que si 
n ∈ K, su sucesor n+1 ∈ K. Llamemos P(n) a la afirmación n ∈ K.

Sabemos que P(1) es cierta y que si P(n) es cierta, P(n + 1) también lo es. Luego por el 
principio de inducción, P(n) es cierta para todo n ∈ N, o sea n ∈ K para todo n ∈ N. 
Luego K = N.

Recíprocamente, supongamos que tenemos una afirmación P(n) para cada número 
natural n que cumple que:

P•	 (1) es cierta y,
si •	 P(n) es cierta, P(n + 1) también lo es.

Llamemos K al subconjunto de números naturales n para los que P(n) es cierta.

Luego 1 ∈ K. Por otra parte, si n ∈ K, su sucesor n + 1 ∈ K. Con todo esto, por el axioma 
3, K = N. Es decir, P(n) es cierta para todo número natural n.

Muchas veces uno necesita definir una sucesión de manera recursiva. Esto es, definir un elemento 
de la sucesión en términos de otros anteriores. Por ejemplo, consideremos la sucesión:

El conjunto de números naturales es un conjunto P con una función sucesor S : P → P que satisface 
los siguientes 3 axiomas:

1. P tiene un único elemento que no es sucesor de otro elemento de P. Llamamos 1 a este elemento.
2. La función S es inyectiva. O sea, si a y b son elementos distintos de P entonces S(a) es distinto de S(b).
3. Si K es un subconjunto de P tal que 1 ∈ K y vale que el sucesor de cualquier elemento de K  también 

está en K, entonces K = P

5. Definiciones recursivas

a1 = 2, an+1 = a2n + 1.

Números naturales
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26 Los Números

¿Cómo calculamos a4? Por definición:

Luego, conociendo el valor de a3 podemos calcular a4. De la misma manera, usando la 
definición para a3, tenemos que:

Repitiendo el proceso para a2:

Pero el valor de a1 lo conocemos, lo que nos permite calcular:

Este tipo de definiciones, en la que el valor de cada término depende del valor de términos 
anteriores, se denomina definición recursiva. Usualmente, para que la definición esté 
bien, es necesario precisar el valor de los primeros términos de la sucesión. La cantidad 
de términos necesarios depende de la definición recursiva. Si cada término de la sucesión 
depende exclusivamente del término anterior, como en el ejemplo, entonces es necesario 
definir explícitamente un término (en el ejemplo, definimos a

1
 = 2 de manera explícita). 

Si cada término depende de los dos anteriores, serán necesarios dos términos, etcétera. 
Consideremos otro ejemplo:

Los primeros términos de esta sucesión son:

Como se ve, con la información dada se pueden calcular todos los términos de la 
sucesión. Esta sucesión se conoce como “números de Lucas”  (ya que fueron introducidos 
por Edouard Lucas), y está íntimamente relacionada con la sucesión de Fibonacci, que 
veremos en la sección siguiente. Como la fórmula recursiva Ln+2 = Ln+1 + Ln  da un 
término en función de los dos anteriores, son necesarios dos valores explícitos de la 
sucesión (L1 y L2). De hecho, si cambiásemos el valor de L1 y L2 dejando la fórmula 
recursiva intacta, los valores de la sucesión cambiarían. Si por ejemplo pusiésemos:

Tendríamos:

Una sucesión muy usada en matemática es el factorial. El factorial de un número natural 
n se escribe n! e, informalmente, se define como:

a4 = a23 + 1

a3 = a22 + 1

a2 = a21 + 1

a2 = 22 + 1 = 5
a3 = 52 + 1 = 26
a4 = 262 + 1 = 677

L1 = 2, L2 = 1, Ln+2 = Ln+1 + Ln.

L1 = 2, L2 = 1, L3 = 3, L4 = 4, L5 = 7, L6 = 11, L7 = 18, L8 = 29.

L1 = 1, L2 = 5, Ln+2 = Ln+1 + Ln,

L1 = 1, L2 = 5, L3 = 6, L4 = 11, L5 = 17, L6 = 28, L7 = 45, L8 = 73.
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Por ejemplo, 3! = 1 · 2 · 3 = 6, y 7! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5.040. 

La definición formal de factorial es:

Entonces, por ejemplo:

Puede generar dudas que una definición recursiva esté bien hecha. El hecho de definir algo 
en términos de sí mismo no parece muy correcto. Sin embargo, las definiciones recursivas 
no sólo están bien, sino que muchas veces son necesarias. Y, además, son lo suficientemente 
formales como para hacerlas con una computadora. Como ejemplo, veamos dos definiciones 
posibles para el cálculo del factorial en lenguaje Python (elegimos el Python porque es muy 
sencillo, incluso para quien no lo conoce. De todas maneras, se puede reemplazar por una 
gran colección de lenguajes que permiten definiciones recursivas).

EjErcicio 1.5.  (Para el lector que sabe programar). Dar una definición de los números 
de Lucas Ln y de la variante L'n en un lenguaje que permita definiciones recursivas.

n! = 1 · 2 · 3 . . . (n− 1) · n.

1! = 1, (n+ 1)! = (n+ 1) · n!.

4! = 4 · 3!

4 · 3 · 2!
4 · 3 · 2 · 1!

= 4 · 3 · 2 · 1
= 24

=

=

Una primera posible definición de factorial es:

 
f  
   

 f  f  
 f

La línea f  pone en la variable f el valor 1. Luego, la instrucción:     ejecuta la línea que sigue 
para todos los valores de i entre 1 y n. Y la línea que sigue es poner en la variable f el valor que tenía f multiplicado por el 
valor de i.

Esta definición se parece a la primera que dimos. Dice que el factorial de un número n se calcula recorriendo todos los números 
de 1 a n y multiplicándolos entre sí. Vamos a ver otra definición, que se parece a la definición recursiva:

 
   

  


    

Aquí se dice que para calcular el factorial, hay dos posibilidades: si el número es 1, el factorial vale 1. Si no, el factorial vale n 
multiplicado por el factorial de n - 1.

Números naturales
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28 Los Números

calcular el término 2.009 de la sucesión. Lorena calcula los primeros términos:

Observa que an  es divisible por n para cada uno de los valores de la lista. Además, al 
dividir an   por n, obtiene:

Después de observar detenidamente la columna de la derecha, Lorena conjetura que  
an = n · 2n  para todo n ∈ N, pero antes de contestar quiere estar segura de que su respuesta 
es correcta. Para probarlo, Lorena intenta recurrir al principio de inducción, pero se topa 
con una dificultad. Si llama P(n) a la afirmación an = n·2n, entonces vale P(1) pero no 
puede demostrar que si P(n) es cierta, entonces P(n+1) es cierta.

Lo que sucede es que la fórmula an+2 = 4(an+1 - an) involucra tres términos consecutivos. 
Por esto, el conocer un término no permite conocer el siguiente. Es para casos como éste 
que hace falta el principio de inducción global.

a1 = 2, a2 = 8, an+2 = 4(an+1 − an),

a1 = 2
a2 = 8

a3 = 24

a4 = 64

a5 = 160

a6 = 384

a1 = 1 · 2
a2 = 2 · 4
a3 = 3 · 8
a4 = 4 · 16
a5 = 5 · 32
a6 = 6 · 64

Principio de Inducción Global. Supongamos que tenemos para cada n ∈ N una afirmación P(n) y 
queremos ver que todas estas afirmaciones son válidas. Si se puede demostrar que:

• P(1) es cierta,
• si P(k) es cierta para todo k < n, entonces P(n) también lo es, 

entonces P(n) vale para todo n ∈ N.

Veamos cómo puede utilizar Lorena el principio de inducción global. Probemos que  
an = n · 2n  para todo n ∈ N. Primero, verificamos que P(1) es cierta: a1 = 2 = 1 · 21. 
Ahora, suponemos que P(k) es cierta para todo k < n. Por la definición de la sucesión,  
an = 4(an−1 - an−2), pero esto vale solo para n > 2, ya que a

0
 no está definido. Tenemos 

entonces dos casos: n = 2 y n > 2. Si n = 2, la afirmación P(2) se verifica simplemente 

6. Principio de inducción global
Lorena decide participar en un concurso de juegos de ingenio. Llegado su turno, le dan 
el siguiente problema: dada la sucesión an  definida por:
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observando que a2 = 8 = 2 · 22. Y si n > 2, como n - 1 < n y n - 2 < n, nuestra hipótesis 
inductiva dice que valen las fórmulas para an−1 y an−2, es decir:

Entonces:

Ahora sí Lorena contesta a2.009 = 22.009  2.009.

Vamos a considerar un nuevo ejemplo, planteado por Fibonacci 2. 
Tenemos un tablero de 2  n, como en el dibujo de la Figura 6.

Queremos llenarlo con fichas de 2  1 con una regla: la 
ficha de la izquierda debe ir de manera vertical, como se 
muestra en la Figura 6.

Llamamos Fn  a la cantidad de formas de llenar el tablero de 
tamaño n con esta regla. Si queremos llenar un tablero, a la 
derecha hay dos posibilidades: o bien la última ficha la ponemos 
de manera vertical, o bien ponemos dos fichas de manera 
horizontal. En el caso vertical, al agregar esta ficha nos queda por llenar un tablero de tamaño  
2  (n - 1) que debe cumplir la regla. En el caso horizontal, al poner estas dos fichas, nos queda 
por llenar un tablero de tamaño 2  (n - 2) que debe cumplir la regla. En la Figura 7, se ve cómo 
los tableros de tamaño 24 se forman a partir de los tableros de tamaño 2  3 y 2  2.

Esto dice que Fn = Fn−1 + Fn−2 para todo n ≥ 3. Por otra parte, F1 = 1 y F2 = 1. Veamos los 
primeros números de esta sucesión:

y luego sigue con 13, 21, 34, 55, 89, etc. Es prácticamente imposible encontrar, a simple 
vista, una fórmula no recursiva para Fn. Sin embargo, se puede dar una:

an 1 = (n 1) · 2n 1

an 2 = (n 2) · 2n 2

an = 4(an−1 − an−2)

= 4((n− 1) · 2n−1 − (n− 2) · 2n−2)

= 4 · 2n−2((n− 1) · 2− (n− 2))

= 22 · 2n−2(2n− 2− n+ 2)

= 2n · n.

Figura 6. Un tablero de 2  n.

Figura 7. Tableros con n = 2, n = 3 y n = 4.

n = 2

n = 3

n = 3

2 Fibonacci planteó este problema con conejos. Su libro “Liber Abaci” de 1202 dice textualmente: “Cierto hombre tenía una 
pareja de conejos juntos en un lugar cerrado y uno desea saber cuántos son creados a partir de este par en un año; cuando es su 
naturaleza parir otro par en un simple mes, y en el segundo mes, los nacidos parir también”.

F1 = 1

F2 = 1

F3 = 2

F4 = F3 + F2 = 2 + 1 = 3

F5 = F4 + F3 = 3 + 2 = 5

F6 = F5 + F4 = 5 + 3 = 8

Números naturales
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Vamos a probar esta fórmula por inducción global. Para n = 1, tenemos que:

Para n = 2, tenemos:

Ahora, si n ≥ 3, suponemos que vale la fórmula para todos los k < n. Entonces:

Veamos un nuevo ejemplo de inducción global. Martín y Pablo, alumnos de la Escuela 
314, compraron un chocolate que viene dividido en cuadraditos, y lo comen jugando un 
juego. El que pierde, va a pagar el próximo chocolate. El juego es así:

1. por turnos, Martín y Pablo cortan el chocolate en dos pedazos por una línea horizontal 
o vertical, como en la figura 8;

2. el que hizo el corte, elige el pedazo que quiere y deja el resto;
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3. se van alternando en los cortes, hasta que queda un 
solo cuadradito, que ya no se puede cortar;

4. quien se queda con este último cuadradito, pierde el juego 
(y paga el chocolate que sigue).

La pregunta entonces es: ¿cuál es la mejor estrategia para no 
quedarse con el último cuadradito? Pensando en la estrategia 
ganadora, Martín observa que si le deja a Pablo un cuadrado 
de chocolate de 2  2, entonces Pablo va a perder seguro. 
Esto es porque con cualquier corte que haga Pablo deja un 
rectángulo de 2  1, y en la jugada siguiente Martín lo deja 
con el último cuadradito. Luego, observa que si le deja a 
Pablo un cuadrado de 3  3 también sabe cómo ganarle: 
en este caso Pablo puede dejar o bien un rectángulo de  
3  2 o bien uno de 3  1. Si deja uno de 3   1, Martín 
le deja el último cuadradito y Pablo pierde. Si Pablo deja 
uno de 3    2, Martín le deja uno de 2    2 y como en el 
caso anterior Pablo pierde. Estudiando estos casos, Martín 
se da cuenta de cómo ganar si en algún momento a Pablo 
le queda para jugar un chocolate cuadrado de cualquier 
tamaño: cada vez que Pablo juega, Martín, en su turno, le 
deja nuevamente un chocolate cuadrado.

Probemos que Martín está en lo cierto. Para cada n ∈ N 
llamemos P(n) a la afirmación siguiente: si a Pablo le toca cortar 
un cuadrado de n    n, Martín tiene una estrategia para ganar.

Para n = 1, Martín no hace nada y gana. Supongamos que Martín 
tiene una estrategia para ganar si a Pablo le toca cortar un chocolate 
cuadrado de k  k para cualquier k menor que n (éstas son las 
afirmaciones P(k) para k < n). Supongamos ahora que a Pablo le toca un chocolate cuadrado de 
n  n. Pablo hace un corte, y le deja a Martín un chocolate rectangular de k   n para algún k 
menor que n. En su turno Martín corta el chocolate de manera de dejar a Pablo un cuadrado de  
k    k (ver Figura 9). Por hipótesis inductiva, a partir de aquí Martín tiene una estrategia para ganar.

Como conclusión, si el chocolate es cuadrado, siguiendo la estrategia de Martín el que 
comienza siempre pierde. Si el chocolate no es cuadrado, el que comienza siempre gana.

EjErcicio 1.6. Dada la siguiente sucesión definida recursivamente, conjeturar una 
fórmula para el término general y probarla:

 

EjErcicio 1.7. Consideremos la sucesión definida recursivamente por:

Figura 8. El chocolate y dos cortes posibles.

dos cortes posibles

chocolate original

chocolate con un corte horizontal

chocolate con un corte vertical

Números naturales

a1 = 1, a2 = 4, an+2 = 4 an+1 + an para n N.

a1 = 2, a2 = 3, an+2 = 2an+1 + an para n N.
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Un conjunto A con una relación de orden ≤ se dice bien ordenado si todo 
subconjunto B ⊆ A no vacío tiene un primer elemento (aquí “primer” 
elemento significa que es menor que todos los otros elementos de B).

Probar que an ≤ 3n  para todo n ∈ N.

EjErcicio 1.8. Martín y Pablo ahora juegan al siguiente 
juego: tienen un plato con piedritas. Por turnos, van 
sacando 1, 2, ó 3 piedritas. Quien vacía el plato gana. 
Por ejemplo, si hay 8 piedritas, Martín saca en su turno 3 
y Pablo saca 1, y quedan 4. Ahora Martín saca 2 y Pablo 
saca las 2 que quedan. Gana Pablo. (ver figura 10)

¿Es cierto que si Martín empieza jugando con 8 piedritas, 
sin importar lo que haga, Pablo siempre tiene una manera 
de ganar? ¿Qué pasa si empieza con 9 piedritas? Para cada 
n ∈ N, decidir quién tiene una estrategia ganadora si Martín 
empieza con n piedritas, y probarlo por inducción.

Con el orden usual, los naturales gozan de una propiedad 
importante: son bien ordenados.

Si consideramos A como el conjunto de los números enteros 
y B el de los enteros pares, entonces B no tiene primer 
elemento, porque para cualquier entero par m hay un entero 
par menor (por ejemplo m-2). Esto dice que el conjunto de 
los números enteros no es bien ordenado. Sin embargo, si 
ahora A es el conjunto de los números naturales y B es el de 
los naturales pares, entonces B sí tiene primer elemento: el 2, 
porque es el menor de los números naturales pares.
 

Gracias al principio de inducción global podemos probar el siguiente Teorema.

TEorEma 1.1. El conjunto de los números naturales es bien ordenado.

DEmosTración. Vamos a demostrar que si B ⊆ N y B no tiene primer elemento, entonces 
B es vacío. Para esto, consideramos P(n) como la afirmación “n ∉ B”, y vamos a probar por 
inducción global que P(n) es verdadera para todo n. La afirmación P(1) es verdadera porque 
si no lo fuera, 1 pertenecería a B y sería su primer elemento. Por otra parte, supongamos que 
P(k) es cierta para todo k < n. Entonces, debemos probar que P(n) también lo es. Como P(k) 
es cierta para todo k < n, ninguno de los números 1, 2, . . . , n - 1 pertenecen a B. Si P(n) fuese 

Figura 9. Chocolate con cortes estratégicos.

n

n

k

k

primer corte

corte
segundo

corte ganador

Figura 10. Juegan Martín y Pablo.

juega
Martín

juega
Martín

juega
Pablo

juega
Pablo

7. Principio de buena ordenación
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falsa, entonces n pertenecería a B y sería su primer elemento. Luego, n no puede pertenecer 
a B y P(n) es verdadera.

En realidad, el principio de buena ordenación es equivalente al principio de inducción. Es decir, 
también podemos ver que el principio de inducción se deduce del principio de buena ordenación. 
De hecho, supongamos que para cada n ∈ N, P(n) es una afirmación tal que P(1) es cierta y si P(n) 
es cierta, entonces P(n+1) también lo es. Podemos probar, gracias al principio de buena ordenación, 
que P(n) es cierta para todos los números naturales. Para ello, consideramos B el conjunto de los n 
tales que P(n) es falsa. Si B fuese no vacío, tendría un primer elemento, llamémoslo k. No puede 
ser k = 1 porque P(1) es cierta. Entonces k > 1, y si n = k - 1, tenemos que P(n) es cierta porque 
k - 1 ∉ B. Pero esto dice que P(n + 1) es cierta, es decir, P(k) es cierta, y esto es un absurdo.

El problema de las Torres de Hanoi fue inventado por el matemático francés Edouard 
Lucas en 1883. Tenemos tres grandes baldosas en el suelo, y un cierto número de discos 
de distinto tamaño apilados uno encima del otro en la primera baldosa ordenados por 
tamaño.  El más pequeño está encima de la pila. El objetivo del juego es lograr mover 
toda la pila de discos a la tercera baldosa, con la condición de que:

no se puede mover más de un disco a la vez;•	
sólo se puede sacar el disco de la parte superior de cada •	
pila de discos;
en todo momento, en cada baldosa los discos deben •	
estar ordenados por tamaño.

Veamos cómo resolvemos este problema si tenemos 
simplemente dos discos:

comenzamos con dos discos en la primera baldosa, •	
como en la figura 11;
en el primer paso solamente podemos quitar el disco •	
pequeño y colocarlo en otra baldosa. Lo colocamos en 
la segunda baldosa;
en el segundo paso, podemos mover el disco más grande •	
para ubicarlo en la tercera baldosa;
en el tercer paso, movemos el disco pequeño colocándolo •	
encima del disco grande y conseguimos que quede la 
torre original en el tercer lugar.

Todo este proceso se ve en la figura 12.

8. Ejemplos surtidos

8.1. Torres de Hanoi o Torres de Brahma 

Números naturales

Figura 11. Torre con 2 discos.

Segunda baldosaPrimera baldosa Tercera baldosa

Figura 12. Resolución con 2 discos.

1º

2º

3º

4º
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Es bastante claro que no se puede hacer esto en menos de 
3 pasos, dado que el primer paso es único (mover el disco 
pequeño). En el segundo paso tenemos dos opciones, pero 
si queremos lograr mover toda la torre, en algún momento 
deberá estar el disco grande en la tercera baldosa. Entonces, 
lo mejor es hacerlo en el segundo movimiento, y luego 
debemos colocar el disco pequeño sobre el grande.

La pregunta que hizo Lucas es si comenzamos con n discos: 
¿cuál es el mínimo número de movimientos necesarios para 
pasar todos los discos de la primera baldosa a la tercera?

Invitamos a jugar un rato el juego, antes de continuar leyendo 
la respuesta. Existen versiones de plástico de este juego, que 
tienen tres postes tipo ábaco, y los discos están perforados para 
poder apilarlos de manera sencilla, aunque se puede jugar con 
monedas de distintos tamaños.

Llamemos Hn  al número mínimo de movimientos para 
una torre de n discos. Sabemos que H1 = 1 y H2 = 3. 
Calculemos H3. Como vemos en la Figura 13, alcanzan 7 
movimientos. O sea: H3 ≤ 7.

Supongamos ahora que tenemos n discos. Para mover toda 
la torre a la tercera baldosa, en algún momento debemos 
colocar el disco más grande en la tercera baldosa. Dado  
que es el más grande de todos, si pensamos que este 

disco no existe y movemos los otros n - 1 discos de manera ordenada, los discos estarán 
ordenados en todo momento. Supongamos que sabemos cómo mover la torre de los 
n - 1 discos más pequeños a otra baldosa en Hn−1 pasos de forma óptima. Entonces, 
podemos mover de esta forma los n - 1 discos más chicos a la segunda baldosa, 
luego mover el disco mayor hasta la tercera baldosa, y una vez hecho esto, mover los  
n - 1 discos menores para colocarlos de manera ordenada encima de él, nuevamente de 
forma óptima en Hn−1 pasos (notar que esto fue lo hecho con 3 discos). En conclusión, 
probamos que

EjErcicio 1.9. Probar por inducción que la sucesión dada por:

satisface Hn = 2n  -  1.

Hn = 2 ·Hn−1 + 1.

Figura 13. Torre con 3 discos.

1º

2º

3º

4º

5º

6º

7º

8º

H1 = 1, Hn = 2 ∙Hn 1 + 1 si n 1,
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8.2. Algoritmo de ordenamiento (Sort)
Supongamos que tenemos una lista [a1, . . . , an] de objetos que queremos ordenar con 
determinado criterio, por ejemplo números naturales para ordenar en forma creciente, o 
palabras para ordenar alfabéticamente.

Existe una gran variedad de algoritmos que permiten realizar esta tarea; vamos a analizar 
uno de ellos. La idea es la siguiente:

1. si la lista tiene uno o ningún elemento, no hay nada que hacer;
2. si la lista tiene dos o más elementos, se la subdivide en dos listas con la misma 

cantidad de elementos (o una con un elemento más que la otra si n es impar);
3. se ordena cada una de las dos listas nuevas y, a continuación, se las vuelve a unir, pero 

ordenando los elementos entre sí.

Para unir las dos listas ordenadas L1 y L2 y armar una única lista L, también ordenada, 
con los elementos de ambas, se utiliza el siguiente procedimiento:

si alguna de las listas no tiene elementos, se agregan los elementos de la otra lista a •	 L 
y se terminó el procedimiento;
si ambas listas tienen elementos, se toma el primer elemento •	 α de L1 y se lo compara 
con el primer elemento β de L2. Si α ≤ β, se agrega α a la lista L y se lo suprime de 
L1 (L2 no se modifica). Si α > β, se agrega β a L y se lo suprime de L2 (L1 no se 
modifica). Luego, se repite el proceso con las nuevas listas.

Supongamos que queremos ordenar en forma creciente la lista L = [4, 1, 2, 5, 7, 3, 6, 8]. 
Consideramos las sublistas L1 = [4, 1, 2, 5] y L2 = [7, 3, 6, 8]. Para ordenar L1, la subdividimos 
nuevamente en dos listas L11 = [4, 1] y L12 = [2, 5].

Ordenamos L11 obteniendo L'
11
 = [1, 4], y L12 obteniendo L'12 = [2, 5]. Ahora las volvemos a unir, 

ordenando los elementos: el primer elemento de L'
11
 es menor que el primero de L'12, entonces 

ubicamos en primer lugar a 1. El segundo elemento de L'
11
 es mayor que el primero de L'12; agregamos 

entonces el 2. Comparamos el segundo elemento de L'
11
 con el segundo de L'12, y resulta menor, con 

lo que lo agregamos. Nos queda entonces la lista L1 ordenada como L'1 = [1, 2, 4, 5].

Procediendo análogamente, se ordena la lista L'2, obteniéndose L'2 = [3, 6, 7, 8]. Para 
terminar, se unen las listas L'1 y L'2, comparando como antes uno a uno sus elementos:

L L1 L2

[ ] [1, 2, 4, 5] [3, 6, 7, 8] 1 < 3

[1] [2, 4, 5] [3, 6, 7, 8] 2 < 3

[1, 2] [4, 5] [3, 6, 7, 8] 4 > 3

[1, 2, 3] [4, 5] [6, 7, 8] 4 < 6

[1, 2, 3, 4] [5] [6, 7, 8] 5 < 6

[1, 2, 3, 4, 5] [ ] [6, 7, 8] L1 = [ ]

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] [ ] [ ]
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Se puede observar el procedimiento completo en la figura 14.

Queremos estimar la cantidad de comparaciones que 
realiza este algoritmo para ordenar una lista de longitud n. 
Supondremos que n es una potencia de 2, así al subdividir 
la lista sucesivamente siempre resultan dos sublistas 
de tamaño igual a la mitad de la anterior. Llamemos ck 
a la cantidad máxima de comparaciones que realiza el 
algoritmo para ordenar una lista de n = 2k elementos.

Si n = 2, o sea k = 1, haciendo una sola comparación 
podemos ordenar la lista. Entonces c1 = 1.

Si n = 2k, con k ≥ 2, en el primer paso del algoritmo vamos 
a partir la lista en dos sublistas de tamaño 2k−1. La cantidad 
de comparaciones que haremos para ordenar cada una 
de las dos sublistas es como máximo ck−1. Finalmente, 
debemos unir las dos listas ordenadas. En cada paso 
de esta unión se realiza una comparación y se ubica un 
elemento de alguna de las dos listas en la lista final, con lo 
que el algoritmo realiza menos de n = 2k  comparaciones. 
Deducimos entonces, que ck < 2ck−1 + 2k.

Veamos que ck < k · 2k  para todo k ∈ N. Podemos probar esta propiedad por inducción:

Si •	 k = 1, vale c1 = 1 < 2 = 1 · 21.
Supongamos que •	 ck < k · 2k  y acotemos ck+1. Usando la desigualdad que probamos más 
arriba, junto con esta hipótesis, resulta que:

Deducimos entonces que para ordenar una lista de n = 2k  elementos, el algoritmo realiza 
menos de k · 2k = log2(n) · n comparaciones.

Figura 14. El algoritmo de ordenamiento en la 
lista [4, 1, 2, 5, 7, 3,  6, 8].

ck+1 < 2ck + 2k+1 < 2 · k · 2k + 2k+1 = k · 2k+1 + 2k+1

= (k + 1) · 2k+1
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