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7. Ejercicios resueltos

O CAPITULO 0. Conjuntos y relaciones

Ejercicio 1.
La lista (1) es el conjunto de alumnos que pueden integrar ambos equipos, o sea los alumnos que
tienen entre 14 y 16 afos y también tienen entre 15 y 17 afios, es decir que pertenecen a A N B.

Lalista (2) es el conjunto de aquellos alumnos que puedan integrar alguno de los equipos. Esto es,
son los alumnos que tienen entre 14 y 16 afos o entre 15 y 17 afos. Este es el conjunto A U B.

La lista (3) es el conjunto de alumnos que puede integrar sélo el equipo de fatbol. Esto es,
son los alumnos que estdn en la lista del equipo de fitbol (con lo cual tienen entre 14y 16
afos), pero no estdn en la lista del equipo de bdsquet (con lo cual no tienen entre 15y 17
afios). Este es el conjunto A\ B.

Anidlogamente, la lista (4) es el conjunto de alumnos que pueden integrar sélo el equipo
de bdsquet. Este es el conjunto B\ A.

EjErcicio 2. Queremos obtener el conjunto de combinaciones de ropa para Lorena
como un producto cartesiano de conjuntos. Para abreviar, escribiremos por /A el jean
azul, por /G el jean gris, por PB el pantalén blanco, por MB la musculosa blanca, por
MN la musculosa negra, por RR la remera rosa, por RC la remera celeste, por Sel par de
sandalias y por Z el par de zapatos. Luego, el conjunto de combinaciones de ropa es:

{/A, JG, PB} x {MB,MN,RR,RC} x {S5,7}
Expresado por extensién, es el siguiente conjunto de 24 elementos:

{JA,MB,S), (JA,MB,2), (JA,MN,S), (JA,MN,Z)
(JA,RR.S), (JA,RR.Z), (JA,RC.S), (JA,RC,Z)
(/G,MB,S), (JG,MB,2), (JG,MN,S), (JG,MN,2)
(/G,RR.S), (JG,RR.Z), (JG,RC,S), (JG,RC,Z)
(PB,MB,S), (PB,MB,Z2), (PB,MN,S), (PB,MN,Z2)
(PB,RR.S), (PB,RR.Z), (PB,RC.S), (PB,RC,Z)}

Ejercicio 3. El conjunto A es el conjunto de cantidades de goles, por lo tanto es el
conjunto N U {0}. La operacién utilizada para calcular el nimero de goles luego de dos
fechas es la suma + : AxA — A. Se debe sumar el niimero de goles del primer partido
(que es un elemento del conjunto A) con el nimero de goles del segundo partido (que es
otro elemento del conjunto A).
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EjErcicio 4. Comencemos viendo si la operacién o es conmutativa. Para esto debemos
verificar si es cierto que 2 © & = b o a para todo par de elementos 4, & del conjunto
{0, 1, 2, 3, 4}. Si miramos las distintas posibilidades, tenemos que:

0o1=0=100 1o3=3=301
002=0=200 lod4=4=401
0o03=0=300 203=1=402
004=0=1400 204=3=402
lo2=2= 201 304=2=403

Esto muestra que la operacién es conmutativa. La operacién no es asociativa, ya que
(202)03=203=1, mientrasque 20 (20 3) =2 o0 1 = 2. Por ultimo, es claro que la
operacién tiene elemento neutro, yaque 20 1 =10 a=a paratodo 2 € {0, 1, 2, 3, 4}
como puede verse en la tabla que define o.

La operacién - claramente no es conmutativa ya que 0 — 1 = 4, mientrasque 1 — 0 = 1.
Tampoco es asociativa, yaque (0 — 1) —2=4 -2 =2, mientrasque 0 — (1 -2)=0—-4=1.
Por ultimo, la operacién - no tiene neutro, pues si ¢ es un neutro para la operacién,
valdria que ¢ — 0 = 0 — ¢ = 0. Mirando la tabla, vemos que el tnico niimero ¢ tal que
0-¢=0ese=0.Pero0 — 1=4# 1, luego no puede existir un elemento neutro.

EjErcicio 5. Debemos hallar una férmula cerrada para la sucesion cuyos términos son 1,
2,1,2, 1, 2,... Vimos que la sucesién « = (-1)” toma valores -1, 1, -1, 1, -1, 1, ... Si a cada
miembro de esta sucesidn le sumamos 3, obtenemos la sucesién 2, 4, 2, 4, 2, 4, ... Esta
nueva sucesion no es exactamente la sucesién que estamos buscando, pero es el doble de
ella. Luego la sucesion:

b =53+ (=1)")

[N

cumple lo pedido.

O CAPITULO 1. NGmeros naturales

Ejercicio 1.1. (a+b)3=(a+b)? (a+b)
— (a* +2ab+b%) - (a +b)
=a® + a?b + 2a%b + 2ab® + b?a + b°
=a® + 3a%b + 3ab® + b°

Ejercicio 1.2. Tenemos que probar por induccién que 1 + 22 + ... + 7* 5

para todo natural 7. Entonces, debemos probar P(1) primero. Cuando 7 = 1, el

miembro izquierdo de la igualdad, 1 + 2* + ... + #* es simplemente 1. El miembro

n(n+1)(2n+1) _ 1.2.3 _
6 - 6

debemos suponer que es cierta P(n) y probar P(n + 1). Pero P(n + 1) afirma que:

derecho, por otra parte, es

1, por lo que la igualdad vale. Ahora,

_ n(n+1)(2n+1)
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(n+1)(n+1)+1)2(n+1)+1)
6

14224 4n?+(n+1)? =

esdecir) 1+22++n2+(n+1>2 — w X
La hipétesis inductiva, P(n), nos permite escribir:

14224 +n2+(n+1)?

(1+2°+- +n%) + (n+1)?
+1)2n+1
_nn 2(” )+(n+1)2
2
1
= (W An)@nt1) +n)6(2n+ w2 pon g
(2n3 +n? +2n% +n) + 6(n? +2n + 1)
6
(2n3 +3n? +n) + (6n% + 12n + 6)
6
2n3 +9n? +13n +6

6

Por otra parte:
n+1)(n+2)2n+3) (n?+3n+2)(2n+3)

6 6
20 +3n% +6n 4+ 9n +4n + 6
6
203 4+ 9n? +13n+6
6

lo que finalmente prueba P(n + 1).

Ejercicio 1.3. Probamos primero P(10); es decir, que vale 2'° > 10°. Como 2'° = 1.024
y 10° = 1.000, P(10) es verdadera. Ahora, si vale (), debemos probar que vale P(n + 1),
esto es, que 2! > (7 + 1)°. Es decir, debemos probar que 2-2"> #*+37*+3n+1. Como vale
P(n), podemos escribir 2-2"= 2"+2"> n’+2”, por lo que para probar P(n + 1) es suficiente
que probemos que 2”2 37 + 37 + 1 para todo 7 > 10. Esta es una nueva afirmacién, que
probamos por induccién en la seccién 3 del capitulo 1.

Ejercicio 1.4. Si 7 = 3, tenemos que probar que 3* > 2¢ + 3, es decir, que 27 > 19, cosa que
es cierta. Y si vale la afirmacién P(n), debemos probar P(7+1), es decir que 3"! 2 22 + 7 + 1.
Pero:
3l =3.3"
=3"+3" 43" > 2" 442" 4+ 37
222" 44 n 43" 22" 4 ntnt3
Como n + 3" > 1, entonces

3l >9. 972 Ly 4

Ejercicio 1.5. Utilizaremos el lenguaje Python para mostrar las definiciones, que es
el que hemos estado usando en los ejemplos. El siguiente algoritmo calcula, dado 7, el
nimero de Lucas 7-ésimo L .
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def lucas(n):
if n==
return 2
elif n==2:
return 1
else:

return lucas(n-1) + lucas(n-2)

El siguiente algoritmo calcula dado 7, la variante del niimero de Lucas 7-ésimo L .

def variantelucas(n):
if n==
return 1
elif n==2:
return 5
else:

return variantelucas(n-1) + variantelucas(n-2)

Ejercicio 1.6. Calculamos los primeros términos de la sucesién:

a3 =4vV44+1=9, a4y =49+ 4 =16, a5 = 4V/16 + 9 = 25

Podemos conjeturar, entonces, que a= 7* (al menos esto es cierto para los primeros cinco
términos de la sucesion). Para demostrar que esta conjetura es cierta, debemos probar que
para todo 7 natural es cierta la afirmacién P(n) : = n*. Yasabemos que P(1) y P(2) son cier-
tas. Y sison ciertas lasafirmaciones (k) para todo £ < 7, debemos probar quevale P(n) Pero

an =4/an_1+an_2 =4/(n—1)24+(n—2)*> =4(n—1)+(n*> —4n+4) =n3 que es
precisamente la afirmacién P(n).

EjErcicio 1.7. La afirmacién a probar es P(z) : 4 < 3”. Para 7 = 1 la afirmacién dice 2 < 3,
que vale. Para 7 = 2 la afirmacién dice 3 < 3> = 9, que también vale. Entonces, si son
ciertas las afirmaciones P(k) con k < 7, probemos P(n). Tenemos:

Un =20p_1 + Qp_o9 <2-3"1 43072 <. g0t p3n-l —3.3n-1 _3n

Ejercicio 1.8. Vamos a empezar con un caso mds sencillo. Si hay 4 piedritas, Martin puede
sacar 1,2 6 3, y van a quedar, respectivamente, 3, 2 6 1. En cualquier caso, Pablo quita las que
quedan y gana. Esto muestra que si comienzan con 4 piedritas y comienza a jugar Martin,
entonces Pablo tiene una estrategia ganadora. En realidad, lo que prueba esto es mds general:
no depende ni de Pablo, ni de Martin. Si hay 4 piedritas, aquél al que no le toca jugar tiene
una estrategia ganadora. Por lo tanto, si cualquier jugador logra dejar 4 piedritas, va a ganar.
Y esto es lo que sucede con 8 piedritas: Martin puede sacar 1, 2 6 3 piedritas y van a quedar
respectivamente 7, 6 6 5. Entonces, Pablo puede sacar las que sobran y dejar 4 piedritas. Y
ganard en la jugada siguiente. La respuesta, entonces, es afirmativa: si le toca jugar a Martin y
hay 8 piedritas, Pablo tiene una estrategia ganadora: dejar 4 piedritas.

Entonces, hemos visto que si un jugador logra dejar 4 piedritas, tiene una estrategia

ganadora. Y lo mismo pasa si logra dejar 8 piedritas. O 12, porque en este caso logrard
dejar 8 en la jugada siguiente. Esto da un indicio de que si un jugador deja un multiplo de
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4 piedritas, tiene una estrategia ganadora. Por el contrario, si un jugador deja una cantidad
que no es multiplo de 4, el otro jugador logrard dejar un multiplo de 4 y podrd ganar.

En otras palabras, nuestra afirmacién P(n) es que si Martin debe empezar con 7 piedritas
entonces Pablo tiene una estrategia ganadora en el caso en que 7z sea multiplo de 4, y
Martin tiene una estrategia ganadora en otro caso. Es claro que esta afirmacién es cierta si
n=1,n=26n=3, porque Martin simplemente saca todas las piedritas y gana. Y si
n =4, ya hemos visto que es Pablo quien tiene una estrategia ganadora, es decir que vale P(4).
Supongamos ahora que vale (k) para todo 4 < 7. Si 7 no es maltiplo de 4, al dividirlo por
4 puede tener resto 1, 2, 6 3. Es decir, 7 puede ser de la forma 4m + 1, 4m + 2 6 4m + 3. En
cualquiera de estos casos, Martin quita respectivamente 1, 2 6 3 piedritas y deja 4, es decir
un multiplo de 4. La hipétesis inductiva P(4m) dice que es Martin quien tiene una estrategia
ganadora. Por otra parte, si 7 es multiplo de 4, entonces 7 = 4m. Martin puede quitar 1,2 6
3 piedritas, y Pablo quitard 3, 2 6 1 respectivamente, dejando 4 - 4 = 4(m - 1), que es un
multiplo de 4 menor que 7. Entonces, Pablo tendrd una estrategia ganadora.

Ejercicio 1.9. La afirmacién vale cuando 7 = 1, pues en este caso 2" -1 =2-1=1 = H..
Y si vale que H=2"-1,entonces H , =2- (2"-1)+1=2-2"-2+1=2""-1,quees
precisamente la afirmacién para 7 + 1.

O CAPITULO 2. NUumeros enteros

Ejercicio 2.1. Los niimeros impares son aquellos que no son divisibles por 2. Por lo
tanto, se los puede describir como los 7 € Z tales que 2 { 7. Otra posibilidad es decir que
son aquellos niimeros de la forma 2% + 1, donde # recorre todos los nimeros enteros.
Esto es asi porque los nimeros de la forma 2% son pares (y son todos los pares), por lo
que al sumarles una unidad a los pares nos quedan los impares.

Ejercicio 2.2. El nimero (DEBE1CAFE) . es igual a

(B)16 - 16° + (F)16 - 161 + (A1 - 16% + (C)16 - 16% + (1) 16 - 16* + (E)16 - 16° +
+ (B)16 - 16° + (E)16 - 16" + (D)16 - 16° =
=14-16° +15-16" +10-16% +12-16> + 1-16* + 14 - 16° +
+11-16%+14-167 + 13- 16®
= 14 + 240 + 2.560 + 49.152 + 65.536 + 14.680.064 +
+ 184.549.376 + 3.758.096.384 4 55.834.574.848
= 59.792.018.174

Ejercicio 2.3. Sea d = (2"+7": 2"-7"). Queremos probar que 4= 1. Como d | 2"+ 7"y
d|2"-7" entonces d | (2"+7") + (2"-7"), es decir 4| 2 -2" = 2"!. Pero los Gnicos enteros
que dividen a 2" son los de la forma 2/ con 0 < j < 7+1. Por otra parte, también tenemos
qued | (2"+7") - (2"- 7"), es decir d | 2 - 7. Como las tnicas potencias de 2 que dividen
a2-7"son 2" y 2!, hemos probado que 4= 1 0 d = 2. Pero 2"+ 7" es impar, pues 2" es par
y 7" es impar, as{ que no es cierto que 2 | 2"+ 7”. Esto prueba que 4 = 1.
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O CAPITULO 3. Aritmética modular

Ejercicio 3.1. Calculamos (84 : 270) aplicando el algoritmo de Euclides:

270 = 3-84+18
84 = 4-18+12
18 = 1-12+6
12 = 2-6

Entonces (84 : 270) = 6. Como 6 | 66, la ecuacién 84-x + 270-y = 66 tiene soluciones enteras.
Para hallar una solucién, escribimos a 6 como combinacién lineal entera de 84 y 270:

6 = 18—1-12
= 18—1-(84—4-18)
= 5.18—1-84

= 5-(270-3-84)—1-84
(—16) - 84+ 5 - 270

Multiplicamos la igualdad por 11, obteniendo que:
66 = (—176) - 84 + 55 - 270
Por lo tanto, (x,, y,) = (-176, 55) es una solucién particular de la ecuacién.

Asi, todas las soluciones de la ecuacién son los pares de enteros (x, y) de la forma

x=-176+84 -k, y=55-270 - kcon k € 7, es decir:
6 6

r=-176+14-k, y=>55—45 -k conk €Z

Ejercicio 3.2.
o Ciriterio de divisibilidad por 3: un niimero natural n es miiltiplo de 3 si y sélo si la suma de
sus digitos es milltiplo de 3. La demostracién de este criterio es igual a la dada en el texto
para el criterio de divisibilidad por 9, teniendo en cuenta que 10 = 1 (méd 3).

o Ciriterio de divisibilidad por 4: un niimero natural n es miltiplo de 4 si y sélo si el
niimero formado por las dos iiltimas cifras de n (decenas y unidades) es mitltiplo de 4.

Sin=(n.. nnn), eslarepresentacion decimal de 7, entonces
n=n-10+.+n,- 102+ 7,-10 + 7. Ahora, como 10 = 100 = 0 (mdd 4), tenemos que

10= 0 (méd 4) para todo k> 2. Por lo tanto,

n=mn;-10+ny (méd4)

Luego, 7 tiene el mismo resto en la divisién por 4 que el nimero cuya representaciéon
decimal es (1,7, ; en particular, 7 es miltiplo de 4 si y sélo si (,7),, lo es.
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e Ciriterio de divisibilidad por 5: un niimero natural es mu[tzp[o de 5 si y solo sz' termina en 0 6
en 5. En efecto, sin= (n n,m,),,» entonces 7 = n: 10%+ .. n, - 10+ n, = n, (méd 5),
ya que 10°= 0 (m6d 5)] para 'todo £> 1. Entonces serd d1v151ble por5siy solo sin loes;
como 0 <7, <9, esto equivale a que 7, =0 6 77, = 5.

e Ciriterio de divisibilidad por 8: un niimero natural n es miltiplo de 8 si y sélo si el
niimero formado por las tres iiltimas cifras de n (centenas, decenas y unidades) es miiltiplo
de 8. La demostracién de este criterio es igual a la del criterio de divisibilidad por 4,
teniendo en cuenta que 10° = 0 (méd 8).

e Ciriterio de divisibilidad por 11: un niimero natural es miiltiplo de 11 si y sélo si la suma
alternada de sus digitos es milltiplo de 11. Si n = (n... n,n ), como 10 = -1 (méd 11),
resulta que

n = ng-10° + +n2-102+n1~10+n0
=(11)Ns - (— ) g (D)2 40y (1) 4 ng
=ng-(=1)°+--+n2—n1+mng

Luego, 7 es multiplo de 11 si y s6lo si lo es 7, - 7, + n,- ..+(-1)" n (los digitos con
subindice par se suman y los de subindice impar, se restan).

Ejercicio 3.3.

(a) Aplicando el algoritmo de Euclidesa 17 y 45, obtenemos que 1 = (17:45) =8 -17-3 - 45.
En consecuencia, (8 - 20, 3 - 20) = (160, 60) es una solucién particular a la ecuacién
diofdntica 17 - x-45 - y = 20. Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién 17 - x = 20 (mé6d 45)
son los enteros x tales que x = 160 (mdd 45), o equivalentemente, x = 25 (mdd 45).

(b) Como (84 :270) = 6, la ecuacién dada es equivalente a (84/6) - x = 66/6 (méd 270/6),
es decir, 14 - x = 11 (mdd 45). Aplicando el algoritmo de Euclides a 14 y
45, obtenemos que 1 = (-16) - 14 + 5 - 45. Multiplicando por 11, resulta que
11 =(-176) - 14 + 55 - 45. Como -176 = 4 (mdd 45), las soluciones de la ecuacién dada
son los enteros x tales que x = 4 (mdd 45).

() La ecuacién 28 - x = 30 (méd 60) no tiene soluciones, ya que (28 : 60) = 4 y 4 no
divide a 30.

Ejercicio 3.4. El problema equivale a encontrar las soluciones « € Z de la ecuacién 45 - 2 =9
(méd 27). Como (45 : 27) = 9, podemos dividir toda la ecuacién por 9, obteniendo 5 - 2 = 1
(méd 3), y como 5 = -1 (méd 3) nos queda la ecuacién -2 = 1 (méd 3), que es equivalente a:

a =2 (méd 3)

Luego, los enteros « tales que el resto de la divisién de 45 - & por 27 es 3 son los de la
formaa=3-%k+2conkecZ.

EjErcicio 3.5. Las tablas de suma y producto pedidas son las siguientes:
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+2 | 101 [] S| o1 m
e EnZ; 2 ‘ 2 ‘
0] |0 1 [0] | 01 [o]
nln o nlo M
e EnZ; +a |00 1 21 13 o101 01 21 3
oo 1 @ B3 (0] 0] [0 [0 [o]
11|01 R B [0 (1o 11 20 3]
2121 B [0 [ 1] [0 21 [0 [2
B3 0 [ 12 3110 31 2 [
e EnZ;
+7 ][00 M @2 B @ 5 6] 00 Mm@ B @B e
[O1[[0] 11 [21 131 [4 [5] [6] [0]| [0 [0] [0 [0 [0] [0] I[O]
1|01 @ B @56 [0 (1|01 01 2 B3] [4 (5 6]
212 B 4 51 [6] [0 [1] 21101 [21 4 (6 [ 3] 5]
3131 4 (51 (6] [0] 1] [2] B1|[01 31 [6] 21 [51 (1] [4]
4|4 51 6 [0 11 2 B3] @0 @ M 5 R e 6
51|51 [6] (01 11 [21 131 [4] 51| [01 (51 (31 (11 [6] 41 [2]
(6] |[6] [01 (11 [21 [31 4] [5] (6] (01 6] [51 [41 [31 [21 [1]

EjErcicio 3.6.

1. Paracadaz € Z,, a# 0, buscamos x € Z,, tal que 2 - x = 1 en Z,. Podemos hacer esto mirando
la tabla del producto de Z., construida en el ejercicio 3.5 (para hallar el inverso de 2, miramos
la fila encabezada por « y buscamos el elemento que corresponde a la columna donde estd
ubicado el 1 endichafila): 17! = 1,271 =4,371=5,4"1=2,5"1=3y6"" =6.

2. Sabemos que # € Z, , tiene inverso multiplicativo si y sélo si (#: 14) = 1, es decir, si y s6lo si 2 no
es maltiplo ni de 2 ni de 7. Por lo tanto, los elementos de Z,, que tienen inverso multiplicativo
son: 1, 3, 5,9, 11, 13. Como en Z,, valequel-1=1,13-13=1,3-5=1y9-11=1,
tenemos que los inversos multiplicativos de estos elementos son:

171 =1,3"=55"=3,9"=11,11" =9,137' = 13en Z,,.

EjErcicio 3.7.

e 5.x=4en Z1 , esta ecuacién tiene una dnica solucién en Z1 p Y2 que 5 tiene inverso
multiplicativo en Z , (ver ejercicio 3.6). Lasoluciénesx=5""-4=3.4=12€Z,,.

® 6-x=10enZ,: como (6:21) = 3, que no divide a 10, esta ecuacién no tiene solucién.

® 20 - x=12en Z,;: como (20 : 24) = 4, que divide a 12, esta ecuacién tiene 4
soluciones en Z,,. Para hallarlas resolvemos la ecuacién 5 - x = 3 en Z_ (que se
obtiene dividiendo todo por (20 : 24) = 4); esta ecuacién tiene como tnica solucién
ax, =3 en Z, Luego, las 4 soluciones de la ecuacién original en Z,, sonx=3 +6- £
con £=0, 1, 2, 3, es decir:

e x=3

e x=3+6=9
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e x=3+2-6=15
e x=3+3.6=21

EjErcicio 3.8. Llamemos ¢ al costo en pesos de la cena. Segtin el enunciado, si cada una
de las 10 personas presentes al comienzo pone la misma cantidad de dinero, pagan los ¢
pesos y les quedan, ademds, 6 pesos. Como el total reunido serfa un maltiplo de 10, esto
nos dice que ¢ + 6 = 0 (mdd 10) o, equivalentemente, que:

c=4 (méd 10)

Andlogamente, si al repartir entre 11 personas, pagan ¢ pesos y quedan 10 es porque
¢+ 10 =0 (mdd 11), o sea, equivalentemente:

c=1 (mé6d11)

En definitiva, el costo ¢ de la cena es una solucién del sistema de ecuaciones:

c=4 (mdd 10)
c=1 (méd11)

De la primera ecuacién, deducimos que ¢ = 10 - % + 4 para algtin entero 4. Reemplazando
en la segunda, nos queda que 4 € Z debe cumplir 10 - # + 4 =1 (méd 11), o sea que
debe ser solucién de:

10-k = —3 (méd 11)

Como 10 = -1 (mdd 11) esta ecuacién es equivalente a que -# = -3 (mdd 11), es decir:
k=3 (méd11)

Luego 4 es de la forma £ =11 - ¢ + 3, con g € Z, y en consecuencia, el costo de la cena
es un entero de la forma:
c=10-k+4
—10-(11-q+3)+4
=110-q¢+ 34

Dado que sabemos que el dinero reunido fue mds de 100, el minimo valor posible de la
cena es ¢ = 144.

Ejercicio 3.9.

1. Un entero x tiene resto 1 en la divisién por 3, si y sélo six =1 (mdd 3). Andlogamente,
su resto en la divisién por 5 es 2, si y sélo si x = 2 (méd 5), y su resto en la divisién
por 7 es 5 siy sélo six =5 (méd 7). Luego, los enteros buscados son las soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones de congruencia:

z=1 (méd3)
z=2 (médb5)
z=5 (m6dT)
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Como los médulos que aparecen son coprimos de a pares, por el teorema chino del
resto, el sistema tiene una tnica solucién x, médulo 3 - 5 -7 = 105 y podemos hallarla
aplicando el algoritmo visto en la seccién 6 del capitulo 3.

De la primera ecuacién, deducimos que x =3 - Q, + 1 con Q, € Z. Ahora, buscamos
Q, de manera que se cumpla la segunda ecuacién, es decir:

3.Q1+1=2 (médb)

0, equivalentemente, 3 - Q, = 1 (méd 5). Resolviendo esta ecuacién (por ejemplo,
multiplicando ambos miembros por 2), obtenemos que:

Q1 =2 (médb)

Es decir, Q, =5 Q,+ 2y, en consecuencia, x=3- (5- Q,+2)+1=15- Q,+ 7 con Q, € Z.

Finalmente, determinamos los enteros Q, que hacen que se cumpla la tercera ecuacion:
15-Qa+7=5 (méd7)

0, equivalentemente, Q, =5 (mdd 7). Por lo tanto, Q, se escribe como Q, =7 - Q, +5
con Q3 € Zsluego, x=15- (7 - Q3 +5)+7=105- Q3 +82, con Q, € Z. En resumen, los

enteros que cumplen las condiciones pedidas son los x € Z tales que x = 82 (méd 105).

2. Un entero x tiene resto 8 en la divisién por 12 y resto 6 en la divisién por 20, si y
s6lo si:
r=8 (méd12)
z=6 (méd20)

Ahora:
_ , z=8 (méd4) z=0 (mé6d4)
v=8(méd12) <= 3 0 _g  (nsag) { z=2 (méd3)
_ . z=6 (méd4) z=2 (méd4)
v=6(méd20) <=\ L6 (meds) { =1 (méd5)

La primera de las ecuaciones obtenidas dice que x debe ser multiplo de 4, mientras que
la tercera dice que debe tener resto 2 en la divisién por 4. Como no existen enteros que
cumplan estas dos condiciones simultdneamente, el sistema no tiene soluciones, es decir, no
existe ningtin entero que tenga resto 8 en la divisién por 12 y resto 6 en la divisién por 20.

Ejercicio 3.10. Para hallar el resto en la divisién de 2 € Z por m € N buscamos el tnico
entero 7 tal que 0 < 7 < my a = r (mdd m).

® 2=129"" m=7.Como 129 = 3 (méd 7), tenemos que:

1291 = 31 (méd 7)
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Por otro lado, como 7 es primo y 111 = 3 (méd 6), por el pequefio teorema de
Fermat, sabemos que:
31 =33 (méd 7)

Finalmente, dado que 3° = 27 = 6 (mdéd 7), concluimos que:
12011 = 6 (méd 7)
y entonces 6 es el resto de la divisién de 129" por 7.

a=129"", m = 35: En este caso, no podemos aplicar directamente el pequefo teorema de
Fermat porque 72 =35 =5 - 7 no es primo. Ahora bien, si hallamos Yy, tales que:

a=r (méd7)
a=ry (médbh)

por el teorema chino del resto, podremos encontrar un tnico 7 tal que 0 < 7 <7 -5 =35

con la propiedad:
{ r=r; (méd7)

=7y (méd5)

y tal que cualquier otra solucién del sistema, en particular 2, es congruente a » médulo
35. Esto implica que 7 es el resto de # en la divisién por 35.

Por el primer inciso de este ejercicio, sabemos que 2 = 6 (méd 7). Para calcular el
resto de « en la divisién por 5, observemos que 129 = -1 (mdéd 5), y entonces:

1201 = (1) (méd 5)
Luego, 2 = -1 = 4 (méd 5). Tenemos entonces que:

a=6 (méd7)
a=4 (médb5)

Resolviendo este sistema de ecuaciones de congruencia nos queda que:

a = 34 (méd 35)

Es decir, que el resto de la divisién de 129" por 35 es 34.

O CAPITULO 4. NUmeros racionales

EjErcicio 4.1. Queremos verificar que el producto de ntimeros naturales pensados como
fracciones coincide con el producto usual. Para ello, si 2, & € N, las fracciones que les

b
1°1°

asociamos son ¢, 2. Al producto de ambos, 4 - b, le asociamos la fraccién GT'b que coincide
a b
con el producto 2 . & .
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EJERCICIO 4.2. Debemos probar que si % es irreducible, y < es una fraccién equivalente
entonces existe un nimero entero 7 tal que ¢ = 2 -my d = b -m. La definicién de la
refa(:lon de equivalencia dice que:

o

~—siysblosia-d=b-c

v\m
"

Como % es irreducible, med(a, ) = 1. Luego b | @ - d y es coprimo con 4, con lo
cual, por la Proposicién 2.4, tenemos que & | d. O sea existe m € Z tal que d = b - m.
Reemplazando en la igualdad anterior tenemos que:

a-b-m=b-c

Cancelando & (que es no nulo), tenemos que:

como querfamos probar.

. . a . .
EJERCICIO 4.3. Queremos ver que si las fracciones 4 y 7 son equivalentes a las fracciones

% yj respectivamente, entonces la fraccién @t es equivalente a la fraccién a-¢. Por
' b-d
definicidn tenemos:
a-b = a-b
c-d = &

También por definicién, &< ~ ﬁ si'y sélo si:

S
S
Q..x

Esta igualdad se obtiene simplemente multiplicando las dos igualdades anteriores.

EJERCICIO 4.4.

® Dadas las fracciones #, 92, €1, €2, podemos suponer que sus denominadores son
1 1 2

positivos. Luego, de la definicién:

— < c implica que a; - dy < by - ¢1 9)
by dy
a2 < el implica que ag - dy < by - o (10)
by do

Queremos probar que §* +§2 < -+ 2. Por definicién de suma, queremos ver que

avbataab, o cvdpicads Como los denominadores son positivos, la definicién de
1-02 1°@2

que una fraccién sea menor que la otra dice que esto es equivalente a:

(a1 -ba+ag-b1)-dy-dy < (c1-da+ca-dy)-by-bo
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Esto se obtiene multiplicando la desigualdad (9) por el ndmero natural 4, - 4, la
desigualdad (10) por el nimero natural 4, - 4, y sumdndolas.

e Nuevamente podemos asumir que los denominadores de las fracciones son positivos. La
..y . . . a c - , .
definicién de que una fraccién sea menor que la otra implica que - < 7 si y s6lo si:

a-d<b-c (11)

- . ¢ a_ ca
Por definicién de producto de fracciones, Se=%ty

o
alo

~
S8

La primera fraccién es menor que la segunda si y sélo si:
e-a-f-d<e-c-f-b

Esto se obtiene multiplicando la desigualdad (11) por el nimero natural e -f (usamos
que ¢/f > 0 para poder asegurar que ¢ es un niimero natural).

EJErcICIO 4.5.

® 325=3-10°+2-10"" +5-107% =3/1 + 2/10 + 5/100 = 325/100 = 13/4.

® 43=4.10"+3-10"" =4/1 + 3/10 = 43/10.

e 3,14 = 314/100 = 157/50.

EJERCICIO 4.6. La expresién decimal de un nimero racional cualquiera es de la forma

dp 10" 4 dy - 10V +dp - 10° +d_1 - 107+ d o - 1072 4 - -

donde cada ntimero 4, estd entre 0 y 9 y corresponden a los digitos de la representacién
decimal. Este numero lo escribimos por:

dy...dvdy,d_1d_s...

Ademds, los niimeros con indice negativo son finitos o se repiten. Si multiplicamos
dicho nimero por 10, obtenemos el niimero:

dp 10" 4o dy 102 +do - 100 +d_y - 100 +d_g - 1071 4 -
o sea obtenemos el nimero que escribimos por:
dy .. didod_1,d_s...

Es claro que el efecto de mutiplicar el niimero por 10 fue simplemente mover la coma
un lugar hacia la derecha.

Ejercicio 4.7. Utilizando el algoritmo, para calcular la expresién decimal de 1/8, calculamos:
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1 = 0-8+1

10 = 1-8+2
20 = 2-8+4
40 = 5-8+0

Luego, 1/8 = 0,125.

EjErcicio 4.8. El nimero racional 26,2914 se puede representar por la fraccién
262.914/10.000 = 131.457/5.000 , siendo esta tltima irreducible.

El nimero racional 290,4377 se puede representar por la fraccién 2.904.377/10.000,
que es irreducible.

El niimero racional 946,17482 se puede representar por la fraccion
94.617.482/10.0000 = 473.087.41/50.000, siendo esta dltima irreducible.

Ejercicio 4.9. El denominador de la fraccién irreducible 8.729/2.000 es 2.000, que se
factoriza como 24 5°. Luego la potencia més grande es 4, con lo cual si multiplicamos

por 10* obtenemos el nimero entero 5 - 8 729 = 43.645. Asi, 8.729/2.000 = 4,6345.

El denominador de la fraccién irreducible 101/2.500 es 2.500, que se factoriza como

2% . 5% Luego la potencia mds grande es 4 con lo cual, si multiplicamos por 104,
obtenemos el niimero entero 2% - 101 = 404. Asi, 101 / 2.500 = 0,0404.

El denominador de la fraccién irreducible 19.283/6.250 es 6.250, que se factoriza como
2-5°. Luego la potencia mds grande es 5 con lo cual, si multiplicamos por 10°, obtenemos

el nimero entero 24 - 19.283 = 308.528. Asi, 19.283/6.250 = 3,08528
Ejercicio 4.10. El ejercicio consiste s6lo en una observacién. No tiene respuesta.

EjErcicio 4.11. Para calcular la expresién decimal de un nimero racional %, con ay b positivos,
vimos que debemos calcular el cociente y resto de dividir por & distintos nimeros. Si dos
restos se repiten, encontramos el periodo. La longitud del periodo es justamente el niimero de
divisiones que hicimos entre el primero y el segundo de los restos iguales. Como el resto de
dividir por & es un elemento entre 0y & - 1, al calcular & + 1 divisiones, hay dos restos iguales.
Esto dice que la longitud del periodo es a lo sumo 4. Pero podemos decir algo més: si el resto en
algiin momento es 0, la expresién decimal es finita (dado que todos los sucesivos restos también
serdn cero). En este caso, podemos decir que el periodo es 0, y es a lo sumo & - 1 (porque & es
no nulo). Si los restos de las divisiones son siempre no nulos, ellos son todos elementos entre 1
y b - 1. Luego el periodo tiene longitud a lo sumo & - 1 como querfamos ver.

EjErcicio 4.12. Para calcular la longitud del periodo de 1/9.091 sin calcularlo explicitamente,
miramos la menor potencia r tal que 10"= 1 (m6d 9.091). Hacemos una tabla de las potencias

Potencia | Congruencia Modulo 9091 | Potencia | Congruencia M odulo 9091
1 10 6 9081
2 100 7 8991
3 1000 8 8091
4 909 9 8182
5 9090 10 1
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Luego el periodo tiene longitud 10. Si uno quiere verificarlo, su expresién decimal es

0,0001099989.

EjErcicio 4.13.

e Si1/p tiene periodo de longitud 2, el primo p cumple que 10* = 1 (méd p). Luego p debe
dividir a 10* - 1 = 99. Como 99 = 3* - 11, las Gnicas posibilidades son p =3 0 p = 11.
Pero p = 3 no sirve, porque 3 | 10" - 1 (lo que implica que 1/3 tiene periodo de longitud
1, como ya habfamos visto). Luego el tinico primo es p = 11. Efectivamente, 1/11 = 0,09,
como habiamos visto.

e Para periodo de longitud 3, miramos la factorizacién de 10° - 1 = 999 = 3° . 37.
Nuevamente p = 3 no sirve porque tiene periodo 1, con lo cual la tnica posibilidad
es p = 37. Ademds, como 3719 = 10' -1y 37199 = 10* - 1, podemos asegurar que
la longitud del periodo es exactamente 3.

e Dara periodo de longitud 4, miramos la factorizacién de 10* - 1 =9.999 = 3% - 11 - 101.
Como 3|9=10-1,y 11|99 = 10* - 1, ninguno de ellos nos sirve. Como
10119 =10-1,101199 =10* - 1, 101 1999 = 10° - 1, podemos asegurar que 1/101
tiene periodo de longitud 4.

e Para periodo de longitud 5, miramos la factorizaciénde 10°- 1=99.999 = 3% . 41 - 271.
En este caso, p = 41 y p = 271 sirven dado que ninguno de ellos divide a 10 - 1, ni a
102 -1,nial10°-1,nia10% - 1.

e Paraperiododelongitud 6, miramoslafactorizaciénde 10°-1=999.999=3%.7.11-13-37.
En este caso, p = 7 y p = 13 sirven porque ninguno de ellos divide a 9, ni a 99, ni a
999, ni 2 9.999, nia 99.999. Ya vimos en los casos anteriores que 1/3 tiene periodo de
longitud 1, 1/11 tiene periodo de longitud 2 y 1/37 tiene periodo de longitud 3.

O CAPITULO 5: NUmeros reales

Ejercicio 5.1. Supongamos primero que |x| < . Si x 2 0, entonces |x| = x, y luego x < 4.
Como -2 < 0 se tiene que-a<x<a. Six < 0, entonces |x| = -x. Por hipétesis se tiene que -x <
alo que implica -z < x. Como x < 0y 0 < « llegamos a que x < # lo que implica -z < x < a.

Ahora, supongamos que -2 < x < a. Luego, x < 4y -a < x. Por lo tanto, x < a y-x < a.
Como x| = x 0 |x| = -x se deduce en ambos casos que || < 4.

. . p
Ejercicio 5.2. Supongamos por el absurdo que exista una fraccién L tal que

2
(g)2 = 2?2+ Luego Z; = 2271 Como 27! = 2% 2, entonces £ =27 lo que
implica (q";n )2=2.Luego z = ﬁ es un nimero racional tal que x* = 2, llegando
de esta manera a una contradiccién.

EjERrcICIO 5.3. Sea 7 un nimero natural. Como 7 < n+1, por la definicién del orden en

los néimeros racionales, se tiene que —— < 1 . Luego, la sucesién a,, = L es estricta-
n+1 n

n
mente decreciente.

— 19G|
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Se tiene que 2”< 2"+ 2"= 2!, Nuevamente por la definicién del orden entre fracciones,

| ! . 1 : .
resulta que L. < L. Luego, la sucesién a,, = 5 es estrictamente decreciente.
— _n_ __ 1 1 ioli
[enemos que ¢, = =1 n+1 . Como —5 < ;47 » entonces multiplicando
: 1 1
esta desigualdad por -1 llegamosaque  —-25 < —45 . Sumando 1 en ambos

miembros se obtiene 1 — 47 < 1 — =45 yluego ;%5 < 25, lo que prueba que

c <c¢  yporlo tanto ¢ es estrictamente creciente.

n n+l n
EjERrcICIO 5.4. Tomar la sucesién constante z = 1 para todo 7 > 1.
EJErcicio 5.5.

1.Si(a) ., es creciente, entonces 4, es una cota inferior de (2) _,
2.Si(a ) es decreciente, entonces 4, es una cota superior de (2 ) _

n>1
>1

EJercicio 5.6. Se tiene 0 < i1 <1 para todo ntimero natural . También, 0 < L <1
para todo nimero natural 7. Por dltimo, -1 < (-1)"< 1 para todo nimero naturaf 7.

Ejercicio 5.7.

1. Sean (a) v (b )n>1 dos sucesiones crecientes y acotadas. Comoaz<a , yb<b  para
todo 7, sesigue que a+ b<a  +0b .Luego (a+b) _ es creciente. Sean o doef
ntimeros racionales tales que c< as dy y e<b<fpara todo 7 > 1. Sumando miembro a
miembro se tiene que ¢ + d< a + b < ¢ + f, lo que prueba que (2, + b)) ., es acotada.

2. Sean (@) ., (b) _, dos sucesiones crecientes y acotadas de términos positivos. Como

o b<b l,a>0yé>0paratodonse$guequeﬂ b<ﬂ b <a . - b loque
1mphca a. ‘b<a b, .. Sean ¢, d nimeros racionales tales que 0 < a < cy 0 < b <d para

n n+1 17
todo 7. Entonces 0 < a-b<c-dparatodon Luego (a-b) _ es creciente y acotada.

n>1
Ejercicio 5.8. Primero, debemos probar que si # € N, la sucesién definida por
1 =1, Tpy1 = Ron Ty oo creciente y acotada. Mds atin, la sucesion x satisface que
z2 <k . Probemos esta desigualdad y el hecho de que x, es creciente por induccién:
el caso 7 = 1 es cierto pues al ser # un nimero natural, x, = 1 < 4. Supongamos que es
cierto para 7, o sea que 22 <k, y veamos que vale para 7 + 1, o sea que:

2 (3kwy, — 131)2

Tpy1 = 4k2 < k

Debemos ver entonces que (3kz, — z3)? = 9k?z2 — 6ka? + 28 < 4k3 equlvalentemente,
que 28 — 6kz} 4+ 9k?22% — 4k* < 0 . Como hicimos parak 2, si llamamos y = =7, — k
tenemos:

y? =t — 2k2? + K2,

y® = ab — 3kal + 3k%2 — k3
por lo que:

—3ky? = 28 — 3kat +3k%x2 — k3 — 3k(xt — 2kx2 + k?) = 28 — 6kat + k%2 — 4k3

Es decir, debemos probar que y —3ky* <0, o, en otros términos, que y* (y - 3/@) < 0.
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Pero observemos que la hipétesis inductiva es precisamente que y < 0, por lo que y* > 0

e y-3k<0,yasiy (y-3k) <0.

Para ver que es creciente, debemos ver que:

3k, — a3
Tn4+1 = # > Tn

. . 3
Equivalentemente, debemos ver que 3kz,, — x3 > 2kx, que es lo mismo que kz, > T,
Como por hipétesis 1nduct1va x es creciente, el ser x, = 1 implica que ¥, > 0. Luego, la
desigualdad kz, > ) se deduce inmediatamente del hecho de ser z2 <k

Por tltimo, queremos ver que la sucesién = converge a k. Esto es lo mismo que probar
que 22—k converge a 0. Llamemos e, = 22 — k . Entonces:

(3kx,, —a3)?
€nyl = Tn —k
_ 9K?a} — 6kay, + o) — 4K°
4k
_eX(e, — 3k)
T 4R?

(observando que ¢ es lo que antes llamamos ). Pero ya probamos que para todo 7 vale
1 <22 <k porloque 1-k<22-k<0 , es decir 1 - 4k < ¢ - 3k < -3k. En valor

2

2 Jen—3k 24k—1 _ ¢
absoluto, tenemos |e - 34| < 4k - 1,y esto dice que |e,11| = €}, | T < 2 o < P
Como |e | < 1, tenemos €}, < |en|, por lo que
lent1] < \e]:\ < % < %7;2‘ <. < ‘61‘ , y esto demuestra que e, converge a 0.

Ejercicio 5.9. Si v es un numero racional positivo, con p, g nimeros naturales,

entonces del ejercicio 5.8 sabemos que existen dos nimeros reales positivos x, y tales que
— —_ 2
x* =pey* =gq. Luego (5)2:%22_

Yy q

Ejercicio 5.10. La relacién es reflexiva, porque si () ., es una sucesi6n en
Sucec(Q), entonces lim (« - a) 1lim 0 = 0. Por otra parte, 51 (b) >, €s otra sucesion
en Sucec(Q) tal que (a) (b) > entonces lim (2 - &) =0, y por lo tanto

lim(6-a)=lim-(a-6 ) = —0 0. Esto dice que la relacién es simétrica. Por tltimo, si
(a )”>1 ~( )n>1 y (b )n>1 (c,),> entonces:

lim (a, — ¢,) = Um (an, — by) + (by — cpn)

n—oo n—oo
= lim (an, — by) + lm (b, — ¢p)
n—oo n—o0
=040
=0

lo que muestra que la relacién es transitiva.

Ejercicio 5.11. Para probar esta identidad observemos primero que si 7 y 7 son dos
numeros naturales y x es un niimero real positivo, entonces /2™ = ({/z)™ . En efecto,
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(/)™ = ((¢/z)")™ = 2™ lo que prueba V2™ = (/)™ De un modo similar se

demuestra que {/ /z = "%/z

Sean k¥ = %, I = £ ntimeros racionales, donde 5y ¢ son nimeros naturales. La identidad
q y4q

es obvia si #= 0 o si /= 0. Supongamos que k y /son positivos, es decir 7 > 0y p > 0.

Luego (a*)! = {/(a*)? . Usando las identidades anteriores se obtiene

/()P = {/(a")P = Y/ aPT = YaPT =a*! . Si k<06 /< 0 laidentidad se

; -1 _ 1
prueba en forma andloga usando que a™' = ; .

O CAPITULO 6. Ndmeros complejos

Ejercicio 6.1.

sz:f§+4i wfz:gf4i
22 = —4+12i 4w — 32 = (2 + 8i) — (—6 + 18i)
zow=—1—12—4i+3i =8—10i
=13 -4 22=4-36—-2-2-6i
= 32— 24i

Ejercicio 6.2. 7-2i = 7 + 2i (el conjugado del conjugado es el nimero original).
4=4, j=-i-i=i.

. ,3 4. 3 4 4 3.,
Ejercicio 6.3. (3+4i) (55— 1) =@ g = (1) 4 (=3 o +4: )i
_,9 16, 12 12
st st )
25 .
—2—5+0|
=1
18 1, .18 1 18 1.
(£+ g|)-(3+4 |)—(£-3 E-4)+( £-4+ £-3)I

54 4 72 3.
—(g_ g)’f( £+ E)I

50 75,
= — 4+ —j
25 25
=2+31i
EjErcicio 6.4. . . .
arg(4) = 0, arg(l+1) = T arg(2+ 2i) = 1 arg(8i) = 5
arg(—8i) = 3%, arg(—=7)=m, arg(2-—2i) = %T
EjErcicio 6.5.
1+i:(\/§;£) 14:(\/5;%”) 71+i:(\/§;?§)
714:(\/5;%”) 2+2¢:(2ﬁ;%) 73731':(3\6;%)
4742':(4\/5;%”) 4=(4;0) —5=(5; )

Ejercicio 6.6. Como 27 - (-2 + i) = 2 + i, entonces calculamos:
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k 2 zk-(2+i)|zk~(2+i)+(—2+i)
0 1 2+ 2i
1| 14433 | =25V8 1 =14243 =6-+/8 4 ;142v3

1 -V3 -2 3 -—1-2vV3 —6 3 -1-2v3
2| foif | S| el i

Para el segundo problema, si x,=1+4x =-3+2iyx, es el tercer vértice, entonces

L2=%0  eg yuna raiz cdbica de la unidad. Por lo tanto, hay dos soluciones:

Ty = (—%4‘?1')-(381 — o) + To o bien T =(—% - ?i)'(ml — @) + %o
:(—%+§i)~(—4+i)+1+z’ =(—%—§z’)~(—4+i)+1+i
:(3—?) (%—2\/5)1', (3+£)+( +2v3)i

Ejercicio 6.7. Una de las raices es (2 ; %—’f’) =3+ . Las otras se obtienen

multiplicando esta raiz por las raices octavas de la unidad:
T 2m 5m
(1; 1)0(2; E):(Q; E)
— (2 ()
_ VB2 V2 VB,
2 2
2m 2m 8m
(1; I)'@; ﬁ)z( ; E)
=i (V3+1i)
=—1+V3
3m 2w 117
s ) @5 5) =05 45
(220 (B )
_—V6-v2 V246,
= + i
2 2
4m 2w 14m
(15 I)'@; ﬁ)z( ; ﬁ)
=(-1)-(V3+i)
=—V3—i
5m 2m 177
(s 5025 35) =25 55)
(2 ()
_—V6+V2 V240G,
2 2
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67 27 20m
(13 T)'@; §)=(2§ E)
= (i) (V3+1)
=1-3i
T 2m 23w
(13 T)'(Z; E)=(2§ ﬁ)
=(§—§i)~(\/§+i)
VB VIV,
2 2

Calculamos la forma polar de —8 —8v/3i: | —8 —8v/3i| = v/82 +82-3 = 84 =16,
ysi a=arg(—8—8v/3i) , entonces cosa = 75 = —3 ysen o = %%/5 = —@ , por
lo que o = 4. Las formas polares de las raices octavas son iguales a las anteriores,

pero cambiando los médulos por V2 en lugar de 2: (v2; 22), (v2; 52), (v2; £2),

120 P12 )
(V2: 55), (VZ; ), (V2 ). (V2 B, (VR B
EjErcicio 6.8. Siz = —3 + 41’ ,entonces z% = 2T — 231—‘2?1' =3- %ﬁi por lo que

202 +3x+2=1 -T2 N 19=_8 190,

Ejercicio 6.9. Calculamos # y v:

=/3+V9+2 =1/3—-19+27
=9 =3
=-V3
por lo que las soluciones son:
V9- V3
(—% + éi)?/s?— (_% - ?i)e/g: —€/§2+ V3 \/5(\3/%3; v3),
(295 (h+ Diyyg- TVOEVE_ ST,

Ejercicio 6.10. La ecuacién x* = 15x + 4 es equivalente a x° - 15x - 4 = 0, por lo que
nuevamente calculamos # y v:

=y/24+V4—125 =4/2-V4-125
=2+ 111 =2 -11i

Ejercicios resueltos




Como estd dicho al presentar la férmula, hay tres raices posibles tanto para # como para v.
Se deben tomar # y v de manera que su producto sea -p/3 = 5. Podemos tomar
a=arg(2 + 117 yelegiru= (vV5; ¢)y v=(v5; —%) . Las soluciones son entonces:

utv=(V5; §)+(\/5;—

= 2\/5005%

3)

2 2
wutul= (VB S + (VB -2

2
= 2\/5cosa+3 il

(\/5; a+347r)+(\/5; _a+47r)

4
= Qﬁcosag T

w?u + wo

Las tres raices son reales, aunque puede verse que la primera es la Gnica positiva, por
lo que debe ser igual a 4. Para ver que la segunda y la tercera son negativas, hay que
comprobar que los angulos atin y oddn estdn entre § y 8, Como o = arg(2+117),
sabemos que 0 < o < % Entonces, queremos comprobar que I < 92T < 3% pero
esto es equivalente, multlpllcando todo por 6, a 37 < 20 + 47 < 97:, y 2 su vez esto es
equivalente, restando 47, a -7 < 20 < 57, que es cierto.

De la misma manera, queremos ver que 7 < 9£4™ < 37 pero esto es equivalente,
multiplicando todo por 6, a 37 < 2a + 87 < 97, y 4 s vez esto es equivalente, restando
87, a-57 < 2a < 7, que también es cierto.

EjErcicIO 6.11. Debemos probar que para todo 7 € Nees |m, | > |¢|. Si = 1, tenemos
m, =m, =c, porlo que automdticamente vale |2, | > |¢[. Suponiendo ahora que vale que

|m, | > |c|, debemos probar que |m | | > |-

Pero 1.l = [miy ¢ + | > [m3, | = |el
= lel > [el* = |e|

= \mn,e

Por otra parte, como |¢| > 2, resulta que |]* - || > 2|¢| - |¢| = |¢|, de donde se obtiene la

desigualdad buscada.

EjErcicIO 6.12. Ahora debemos probar la afirmacién |, | > 2 para k2 n. Si k= n, ya
nos dicen que |m, | = |m | >2.Y sivale la afirmacién |m | > 2, entonces
[Mktrel = |mkc+0| > [m3 |~ le] > 22 | >22 22,

Ejercicio 6.13. Si bien los contenidos matemdticos para hacer el programa estin incluidos

en el libro, los contenidos de computacién no lo estdn. Es por eso que se deja este ejercicio
sin una respuesta, y se destina a quienes tengan este conocimiento.

Los Numeros




