4. NUmeros racionales

Los alumnos Juan y Leandro de la Escuela 314 van a veranear a la costa atldntica. Una
manana deciden participar de un torneo de beach voley en el cual no tienen un buen
desempeno. Por esto, les dan como premio consuelo un sandwich de milanesa para
ambos. ;Cémo hacen para repartir el premio entre los dos?

La respuesta resulta bastante simple si estamos acostumbrados a trabajar con nime-
ros. Deberfan tomar medio sandwich cada uno, pero ;qué quiere decir la mitad?, ;qué
representa el nimero 1/2 ?

En el primer capitulo estudiamos los niimeros naturales y vimos aplicaciones de los mismos a
distintos problemas. En el segundo capitulo vimos la utilidad que presenta agregar al conjunto
de los ntimeros naturales un elemento neutro (el cero) y un inverso aditivo por cada niimero
natural y obtuvimos el conjunto de nimeros enteros. Como el conjunto de niimeros naturales
tiene dos operaciones importantes, podemos tratar de agregar inversos para el producto.

Si comenzamos con los niimeros enteros y estudiamos el producto en este conjunto nos
encontramos con un problema importante: multiplicar por cero mata a todos los elementos.

Ast:

0
0

0-1
0-2

Esto hace que, si queremos agrandar el conjunto de nimeros enteros de forma tal que todo
nimero tenga inverso, no vamos a poder hacerlo. Esto es porque el cero no puede tener inverso
si queremos que el conjunto construido siga teniendo las propiedades que tiene el conjunto de
niimeros enteros, (a saber, que sea un grupo para la suma, y que valga la propiedad distributiva
con respecto al producto). A pesar de parecer muy intuitivo que el cero no puede tener inverso,
a veces la intuicién nos falla, con lo cual precisamos dar una demostracién de tal afirmacién.
Supongamos que agregamos un simbolo # que sirve como inverso multiplicativo del cero, o sea:

0O-d=1yHh.-0=1

Usando la propiedad asociativa para el producto tenemos que:

1=0-&
~(2-0)- &
=2.(0- W)
=2-1

=2.

Esto es una contradiccién, dado que el nimero natural 1 y el nimero natural 2 son distintos.
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Como no hay manera de construir un conjunto que 1

contenga los enteros y en el cual el nimero cero tenga inverso | |
multiplicativo, tratemos de agrandar el conjunto de nimeros
enteros de manera tal que en el conjunto construido todos los (N
niimeros enteros, salvo el cero, tengan inverso multiplicativo.
La manera intuitiva de hacerlo es considerar fracciones, esto

es cocientes de la forma /4 donde 7 y d son enteros y 4 no | 13 13 | '3
es cero (dado que el cero no puede tener inverso). En tal 23

expresion, al nimero 7 se lo llama numerador y al nimero &

se lo llama denominador de la fraccién. Figura 1. El niimero 2/3.

Tenemos una buena interpretacion de las fracciones, la fraccién

1/d representa tomar el elemento unidad 1 y partirlo en &
pedazos iguales, como en el ejemplo del sandwich de milanesa. -:
Siguiendo la definicién de los nimeros naturales, si 7 es

positivo, la fraccién n/d representa tomar 7 veces la fraccién 1/d.
La figura 1 muestra la manera de interpretar al nimero 2/3.
g

Si nos detenemos a jugar con las fracciones, vemos que hay Figura 2. Igualdad entre 1/2 y 2/4.
un problema en la definicién que dimos. La fraccién 1/2
representa tomar la mitad de la unidad, y la fraccién 2/4
representa tomar dos veces la cuarta parte de la unidad. A pesar de que son dos fracciones
distintas, jrepresentan la misma cantidad!, como puede observarse en la figura 2.

A pesar de que la definicién formal de nimero racional la daremos mds adelante, los
ndimeros racionales representan cantidades. Es por esto que la idea de que un niimero
racional es una fraccién no es del todo correcta, porque fracciones distintas pueden
representar el mismo niimero racional. En la siguiente seccién veremos cémo solucionar
este problema, pero por ahora quedémonos con la idea de que a cada fraccién le podemos
asociar un numero racional, aunque distintas fracciones pueden representar lo mismo.

Consideremos el conjunto de fracciones 7/4 con 7 un nimero entero y 4 un nimero entero
no nulo. Podemos ver al conjunto de nimeros enteros como un subconjunto del conjunto de
fracciones, donde 2= 2, —1= =1, etc. Dado que sabemos sumar y multiplicar niimeros
enteros, nos gustarfa hacer lo mismo con las fracciones. ;Cémo multiplicamos 1/2 con 1/2 ?

El producto de niimeros naturales se basa en la idea de tomar varias veces la misma cantidad.
Asi, multiplicar 2 - 3 representa tomar dos veces el nimero 3. Pensando que las fracciones
representan tomar una cierta cantidad de una fraccién del elemento unidad, multiplicar 1/2
con 1/2 representa tomar la mitad del elemento unidad 1 y a esto tenemos que tomarle la
mitad nuevamente. Entonces, lo que queda serd la cuarta parte de la unidad, con lo cual es
natural definir el producto: 1.1 — 1 Mds generalmente, el producto de dos fracciones
alby c/dlo definimos como? 4

ac
bd

ol ®
oo
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EjErcicio 4.1. Verificar que el producto de nimeros naturales adentro del conjunto de
fracciones coincide con el producto usual.

Juan y Leandro, no contentos con el premio consuelo que les dieron por la mafana en el
torneo de beach voley, deciden participar por la tarde en un torneo de tejos organizado
en el mismo balneario. Como su desempeno fue otra vez bastante pobre, recibieron otro
sandwich de milanesa. ;Cudntos sandwiches de milanesa recibi6 cada uno?

Sabemos que ganaron 1/2 sandwich por la manana y 1/2 sandwich por la tarde, con lo
cual la respuesta esperada es que cada uno recibié un sandwich. Dicho de otro modo:

La pregunta natural, es ;cémo hacer para sumar dos fracciones cualesquiera?

Podemos deducirlo pensando las fracciones como partes de una unidad. Supongamos
que queremos sumar las fracciones 1/3 y 1/2, ;cudnto da?

El problema que tenemos es que estamos sumando partes del elemento unidad que estin
expresadas en escalas distintas. Consideremos el siguiente problema para entender qué estd
pasando: si caminamos dos kilémetros por la mafiana y tres cuadras por la tarde (asumiendo
que las cuadras tienen exactamente 100 metros cada una), ;cudnto caminamos en todo el dia?

Para poder dar una respuesta debemos usar la misma escala de distancia en ambos
datos, ya sean cuadras, metros, etc. Si pensamos en cuadras, el resultado es ficil, porque
caminamos 20 cuadras por la mafiana y 3 por la tarde, en total caminamos 23 cuadras.

Al sumar fracciones pasa exactamente lo mismo, para poder sumar dos fracciones
debemos tener los ndmeros en la misma escala. En nuestro problema queremos sumar
1/3 con 1/2, que dan escalas distintas. Si recordamos lo que dijimos antes de que las
fracciones no tienen una representacién dnica, podemos decir que da lo mismo 1/3 que
2/6'y 1/2 que 3/6. Al expresar los nimeros en la misma escala sumar es fécil, asi:

w|
+
N -
Il
+
ol w

oo ol N

Mis generalmente, si % y di son fracciones, podemos definir su suma como:

a,¢c_ad be

b d b-d b-d
_a d+b-c
T b-d

Queremosver quelasumaen el conjunto de niimeros racionales esasociativa, conmutativa,
tiene un elemento neutro y que todo elemento tiene inverso. Ademds, el producto en el
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conjunto de nimero racionales quitando el cero satisface las mismas propiedades, y que
vale la propiedad distributiva de la suma con respecto al producto. Para poder probar
esto, primero necesitamos tener una definicion correcta de los nimeros racionales.

0 1. Definicién formal

Al comenzar el estudio de los nimeros racionales, vimos que las fracciones resultaban
muy utiles. El problema que tenemos es que distintas fracciones pueden representar lo
mismo. Por ejemplo: la fraccién 1/2 y la fraccién 2/4 representan la misma cantidad.
Podemos pensar el conjunto de fracciones como:

{(n,d) e ZXZ : d+# 0}

donde el par (7, d) representa la fraccién Z :Cémo sabemos si dos fracciones representan
la misma cantidad?

1 dos fracciones £ y £ representan la misma cantidad, vamos a escribir 5 ~ .
Si dos fi Zy ; tan | tidad b Z ;,

Es fécil convencerse de que las fracciones 1/2 y 2/4 representan la misma cantidad,
porque si partimos el elemento unidad en 4 y tomamos dos pedazos, terminamos
tomando la mitad del elemento unidad. De igual modo, es claro que las fracciones 1/2
y 3/6 también representan la misma cantidad. Pero si nos dan las fracciones 2/4 y 3/6,
a pesar de que representan la misma cantidad, no es tan claro el porqué. Nuevamente,
tenemos el problema que las proporciones que consideramos no son las mismas, en un
caso partimos la unidad en 6 y en el otro en 4.

Asumamos el siguiente principio: si p € N, las fracciones 77 y% representan la misma
cantidad. Esto es bastante intuitivo, dado que lo que estamos haciendo es a cada parte
d-ésima de la unidad la partimos en p pedacitos, y tomamos todos ellos.

Esto nos alcanza para determinar si dos fracciones % 37 representan la misma cantidad
o no. Simplemente, tomamos una escala que sirva para las dos (como hicimos al sumar
fracciones). El denominador natural para considerar es 4-d, aunque el minimo comtn
multiplo de & y 4 también sirve y, en varios casos, es mds util.

Ahora:

IS)
IS
=
o

(SRS
2
2
=%
~
IS e}
2
2
Q

. a-d bc . , .
Pero las fracciones 377 y 3.4 representan el mismo nimero racional solamente cuando
a-d=1b-c En conclusién, probamos que:

siy solo si a-d=b-c 4)

SRS
Ul o
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Luego, en el conjunto {(n, d) € Z x Z : d = 0} definimos la siguiente relacién: decimos
que el par (4, b) estd relacionado con el par (¢, d) (y escribimos (@, b) ~ (¢, d)) solamente
cuandoa-d=15-c.

Veamos que la relacién que acabamos de definir es una relacién de equivalencia:

o Reflexiva: por definicién, (7, d) ~ (n, d) sin - d=d - n, lo que es cierto porque el
producto es conmutativo.
e Simétrica: Si (a, b) ~ (¢, d), ;vale que (¢, d) ~ (a, b)? Por definicién:

(@, b6)~(cd)siysdlosia-d=1b-c
(¢ d)~(a b)siysdlosic-b=d-a

Es claro quesia - d= b - ¢, entonces ¢ - b = d - a por ser conmutativo el producto de
ndimeros enteros.
o Transitiva: Si (@, b)) ~ (¢ d) y (¢, d) ~ (¢, [), ¢vale que (2, b) ~ (e, f)? Por
definicién:
(@, b))~ (cd)siysdlosia-d=5b-c
(cd)~ (e f)siysdlosic-f=d-e
(a,6) ~ (e, f)siysdlosia-f=b-e

El dato es que valen las igualdades:

cd=b-c
fa’e

Si multiplicamos la primera ecuacién por f (que es = 0) y la segunda por & (que
también es = 0), tenemos que:

U

&n

a-d-f=b-
boc-f=b-

Luego:@-d-f=b-d-eycomo desno nulo tenemos que - f= b - ¢, 0 sea (a, b) ~ (e, f).
Como vimos en el Capitulo 0, una relacién de equivalencia en un conjunto parte al mismo

en clases de equivalencia. Luego, definimos el conjunto Q de nliimeros racionales como
el conjunto de clases de equivalencia del conjunto de fracciones por la relacién ~, o sea:

Q={nd€ELxZ:d=0}/~

Dentro de todas las fracciones que representan el mismo niimero, hay una que se destaca sobre
las otras. Cuando vamos a comprar al supermercado pedimos medio kilogramo de pan, y no dos
cuartos de kilogramo. Elegimos la fraccién 1/2 por sobre la fraccién 2/4 por tener denominador
lo més chico posible. Esto hace que tengamos que partir la unidad lo menos posible.

Decimos que la fraccién % es irreducible si & es positivo y mcd(a, b) = 1.

¢Serd cierto que toda fraccion es equivalente a una unica fraccién irreducible?
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La respuesta es s, pero debemos demostrar este hecho formalmente. La mejor manera de
demostrarlo es dar el algoritmo que lleva una fraccién a su irreducible.

Supongamos que queremos hallar la fraccién irreducible equivalente a la fraccién
15/21, ;qué hacemos?

Lo primero que uno se debe preguntar es si esta fraccién ya es irreducible o no. Cumple
que el denominador es positivo, con lo cual la primera condicién se satisface. Luego
debemos calcular med (15, 21). Si factorizamos ambos niimeros, tenemos que 15 =3 - 5

y 21 =37, conlo cual med(15, 21) = 3.

Esto no sélo nos dice que la fraccién no es irreducible, sino que ademds nos estd diciendo que
tanto el numerador como el denominador son mdltiplos de 3. Si dividimos a ambos por 3,
obtenemos la fraccién 5/7 que es equivalente a 15/21 y es irreducible por ser mcd(5, 7) = 1.
Luego, nuestro algoritmo de reduccién es bastante simple: si & es positivo, la manera de obtener
una fraccién irreducible es:

a/ med (a,b)

a
b ) med (a,b)

18 % , etc. ;Qué pasa si & es negativo?

151
ASI, — Y )y 94

14

Dot

Este caso también es bastante conocido. Al pensar en nimeros racionales, es normal
considerar que 1/-2 representa lo mismo que -1/2 . Efectivamente ambas fracciones son
equivalentes. En general, _ib ~ _Ta Luego, si el denominador es negativo, cambiando
el signo del numerador y el denominador obtenemos una fraccién equivalente, pero
ahora con denominador positivo. Asf, % ~ ;—13 .

Las fracciones irreducibles satisfacen dos propiedades importantes:

e toda fraccién es equivalente a una tnica fraccién irreducible;
. a . . C a 71,0
e si‘ esirreducible y ;7 ~ -, entonces ¢ y & son un multiplo entero de 2 y de 4, o sea

hay un nimero entero mtal que c=a-myd="06- m.

Para ver la primera propiedad, ya dimos un algoritmo que a una fraccién le asocia una
fraccién irreducible, con lo cual sabemos que toda fraccidn es equivalente a una fraccién
irreducible. Lo que falta ver es que hay una sola. Supongamos que tenemos dos fracciones
irreducibles % y 77 equivalentes. Por definicién esto quiere decir que:

ad = be (5)
En particular, & divide a be. Como med(c, d) = 1 (por ser 7 irreducible), tenemos que 4
divide a . Andlogamente, & divide a a4y es coprimo con « con lo cual & divide a 4. Vimos
que si dos niimeros se dividen mutuamente, entonces son iguales o difieren en un signo. Al

ser ambos positivos, tenemos que & = 4. Luego (5) dice que « = ¢, porque & (y ) es = 0.

EjErciciO 4.2. Demostrar la segunda propiedad de las fracciones irreducibles.

Nimeros racionales
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Notemos la importancia de la primera propiedad. Nos dice que todo niimero racional se
puede representar de forma tinica como una fraccién irreducible. De ahi laimportancia de
las fracciones irreducibles, ellas son como los nimeros racionales, jy sin ambigtiedad!

Ahora que tenemos bien definidos a los ndmeros racionales, se nos presentan algunos
problemas interesantes que a simple vista pasan desapercibidos. Por ejemplo:

Loz 1.2
2

17376
o sea las primeras dos fracciones y las tltimas dos representan el mismo niimero racional.
¢Cémo sumamos el nimero racional representado por 1/2 con el nimero racional
representado por 1/3? Veamos:

1 1 243 _ 5
2+3 6 6
1 2 __ 644 __ 10
2+6 12 12
2,1 _6+4 _ 10
4 3 12 12
2,2 _ 1248 _ 20
4 6 24 24

A pesar de que las fracciones que obtenemos son distintas, todas representan el mismo

numero rac1onal, ya que: 10

5
12=60=6-1 ocual 2~
5 60 =6-10 con lo cual 6~ 12
10 20
10-24=240=12-2 1 ] —~—
0 0 0 con lo cua TR
Esta verificacién no es suficiente, ya que hay infinitas fracciones que representan el mismo

nimero racional. En este ejemplo:

¢Serd cierto que si sumamos una fraccién cualquiera del primer renglén con una fraccién
cualquiera del segundo obtenemos fracciones equivalentes? Si este fuera el caso, entonces
definimos la suma de la clase de la fraccién 1/2 con la clase de la fraccién 1/3 como la
clase de la fraccién 5/6.

. . . . T
Como 1/2 es irreducible, las fracciones equivalentes a ella son de la forma 5 con 7 € Z.
Lo mismo sucede con 1/3, las fracciones equivalentes con ella son de la forma 3%, con

s € Z. La suma de dos de ellas es:

r s r-3-s+s-2-r
ﬁJrﬂ_ 2.-r-3-s
_5-res
T 6-r-s

5-r-s 5
Como 6-r-s " 6 vemos que el resultado es siempre una fraccién equivalente a 5/6.

Resumiendo, hemos probado que definir la suma de 1/2 o cualquier fraccién equivalente
con 1/3 o cualquier fraccién equivalente da fracciones equivalentes a 5/6.

Los Nimeros
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El mismo argumento nossirve para definir lasuma de dos ntimeros racionales cualesquiera:
si 4y 4 representan dos nimeros racionales, el ntimero racional representado por la
fraccién a-d+b-c no depende de la fraccién elegida en cada clase.

b-d
Dado que este punto es crucial para la suma de nimeros racionales, veamos cémo

se demuestra: supongamos que tenemos dos fracciones @ y ¢ equivalentes a % Y7
respectivamente. O sea:

b (6)
c-d=¢-d @)

Queremos ver que las fracciones % y ad+be oo equivalentes, o sea que:
b-d-(a-d+b-c)=b-d-(a-d+b-¢)
Haciendo las distributivas, lo que queremos ver es que:
a-b-d-d+b-b-cd=a-b-d-d+b-b-é-d

Esta igualdad se deduce de multiplicar (6) por d-d, (7) por b-b y sumarlas.

o-z|gz

EjErcicio 4.3. Demostrar que si las fracciones % y 5 son equivalentes a las fracciones
y < respectivamente, entonces la fraccion &°€ ‘es equivalente a la fraccién &<

b-d b-d
Luego la suma y producto usual de nimeros racionales (haciéndolo con cualquier
fraccién que los represente) tiene sentido.

0 2. Propiedades

La suma y el producto de niimeros racionales son operaciones asociativas y conmutativas.
El 1 es el neutro para el producto y el 0 es el neutro para la suma. La suma satisface que
todo elemento tiene inverso, siendo el inverso del niimero racional representado por la
fraccién 4 el niimero racional representado por la fraccién - 4. Ademds, todo nimero
no nulo tiene inverso para el producto. Si 4 representa un numero racional no nulo,
a = 0. Luego la fraccién f también representa un niimero racional, y por cémo definimos
el producto, es claro que:

También vale la propiedad distributiva. Para toda terna de ntimeros racionales 4, e ]% vale:

a (e e\ _ ac_ ace
b \d ¥ b'd b f
(2498 = c.cpcs

b d)f b fd f

Nimeros racionales
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Recordemos que un conjunto con dos operaciones que satisfacen todas las propiedades
enunciadas anteriormente se llama un cuerpo. Por eso se suele hablar del cuerpo de
niimeros racionales més que del conjunto de niimeros racionales.

Consideremos el siguiente problema: en una reunién de ex-alumnos de la Escuela 314,
dos viejos conocidos rememoraban sus grandes logros de la época de estudiantes. En el
medio de la conversacién surgié la duda de quién habia conseguido comer mds cantidad
de pizza en una sola noche. Uno de ellos afirmé haber comido 19 porciones en la pizzeria
del barrio, aclarando que cada pizza trafa 8 porciones. El otro involucrado afirmé haberse
comido 14 porciones en una pizzeria donde cada pizza traia simplemente 6 porciones.
Contando las anécdotas, coincidieron en que el tamafio total de cada pizza era el mismo en
las dos pizzerias, cambiando simplemente el nimero de porciones. ;Quién comié mds?

Si la primera persona comi6é 19 porciones de pizza y cada pizza traia 8 porciones,
entonces comié 19/8 de pizza. Con el mismo razonamiento vemos que la segunda
persona comid 14/6 de pizza. La pregunta es entonces, ;cudl de estos dos ndmeros es

mids grande, 19/8 o 14/6?

La forma de comparar niimeros racionales es muy similar a cémo definimos la suma
de ellos. Es bastante claro que si queremos comparar dos nimeros racionales dados por
fracciones con el mismo denominador, sélo tenemos que comparar los numeradores
como numeros enteros. Asf, 2/4 es menor que 3/4. Si los denominadores de las fracciones
consideradas no son iguales, podemos encontrar un par de fracciones que representen el
mismo nimero racional, y cuyos denominadores si sean los mismos. Asi, por ejemplo, si
queremos comparar las fracciones % -7 donde by d son positivos, tenemos:

a ad c be
b bvd Y dTbd
Decimos que % es menor que £ (y escribimos % <7 Ysia-d<b-c

Como queremos definir un orden en niimeros racionales, debemos chequear que esta
definicién no depende de la fraccién particular que elegimos para representar al nimero
racional. Para simplificar la cuenta, supongamos que tenemos dos fracciones irreducibles

% y d£ y dos fracciones cualesquiera 4 y < equivalentes a % y ﬁ respectivamente, con j y d

.« . . . . . a . -
positivos. Veamos que con la definicién anterior es lo mismo pedir < que pedir % < 5 .
Como % es irreducible, al ser equivalente a %, existe un nimero entero 7 tal que:

a=a-r y b=b-r

Ademds, como &y b son positivos, 7 es positivo también. De forma andloga, existe un
entero positivo s tal que:

(e
Il
o
»
<

U
Il

IS8

.S
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Por definicién:

si vale que a-d<b-c

% SHIS]
o o

<
r <

(g

Como ry s son positivos, pedir que los ndmeros 4, 4, ¢, d satisfagan una desigualdad o la otra
es lo mismo (multiplicar o dividir una desigualdad por un niimero positivo no la cambia).

€35 givaleque a-r-d-s<b-r-c-

&‘

De manera similar definimos las otras relaciones de orden (a saber >, <, >). Volviendo al problema
de la pizza, queremos comparar las fracciones 19/8 y 14/6. Aunque la segunda fraccién no es
irreducible, al ser los denominadores positivos podemos aplicar la definicién. Asi, la primera
persona comi6 mds, dado que 19/8 > 14/6 porque 114 =19 - 6> 14 - 8 = 112.

EJERCICIO 4.4. Probar las siguientes propiedades para nimeros racionales:

e dadas fracciones % ,% % & con %4 < Sy L < S vale que:
5°6,°4°4° " 5, "4, "4 "1
aq as C1 Co

J— 7< —
bl+b2 dl+d2

. a C .
* dadas fracciones 3, 7, con % <7 yuna fraccién & >0, vale que:

f

<

| o
ISl S
| o
IS e}

0 3. Representacién decimal de los nimeros racionales

Representamos los nimeros racionales como clases de equivalencia de fracciones. Hay
otra manera de expresar un niimero racional, que a veces resulta muy util y es la llamada
representacién decimal. Al estudiar los niimeros enteros vimos que los podemos representar
como una tira de nimeros entre el 0 y el 9. Los nimeros racionales tienen una representacién
parecida, pero la tira de ntimeros que los representa no tiene por qué ser finita, aunque si tener un
cierto periodo. Esto es que, a partir de un cierto lugar, comienza a repetirse indefinidamente.

Es importante observar que la expresién decimal de un ndmero no es necesariamente
tinica. Por ejemplo, los nimeros 1 y 0,9 representan el mismo nimero racional, donde
escribimos una barra arriba de una tira de nimeros para indicar que en el desarrollo
decimal del niimero esta expresién se repite una vez después de otra, infinitas veces.
Veremos que ésta es la tinica ambigiiedad que puede tener una expresién decimal.

<Cémo representamos 1/2 en expresion decimal? La idea es copiar lo que hacemos con
los niimeros enteros. La escritura 1.986 es una notacién para el nimero:

1.986 =1-10° +9-10* +8-10" +6- 10°
O sea escribimos potencias de diez, y a cada potencia la multiplicamos por un niimero entre

0y 9. Podemos tratar de hacer lo mismo para potencias negativas de diez, y marcar en la
escritura (con una coma) el lugar a partir de donde comienzan las potencias negativas de 10.

Nimeros racionales
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Por ejemplo: 121=1-10+2-10""4+1-10"2

21
121
~ 100

1 121

—=~. De forma andloga, la
100

Luego la expresién 1,21 representa el nimero raciona
expresion:
0,5=0-10°+5-10""
0,5
“17 10
51
102

O sea la fraccién % se puede representar por la expresion 0,5.

EJErcICIO 4.5. Representar por fracciones irreducibles los niimeros racionales dados en
expresién decimal 3,25; 4,3 y 3,14.

En estos ejemplo vimos c6mo pasar de una escritura decimal a una fraccién (en los casos
mis sencillos). ;Qué escritura decimal le asociamos a una fraccién?

Como vimos en la seccién de niimeros enteros, si tomamos dos niimeros enteros a y b,
con b no nulo y positivo, entonces existen un cociente ¢ y un resto 7, tales que:

a=q-b+r y 0§r<|b|

. R ., a
Esto nos permite escribir la fraccién 5 como:

27Q'b+7’
b b
_ab 7
=% T
—g+ o
Ty

y como 7 < b, la fraccién % < 1. Asi, todo nimero racional, se escribe como un ntimero
entero mds un nimero racional entre 0 y 1. Por ejemplo:

Como 1 < 1, el ndmero 3 debe comenzar con un 1 su escritura decimal y s6lo
nos resta calcular qué viéne después de la coma. A pesar de que ya vimos que
= = 0,5, tratemos de deducir este resultado. Supongamos que —=0, x ..., 0 sea que en la
escritura decimal, el nimero 1 comienza con el digito x luego’de la coma (que debe ser
un nimero entre 0 y 9). Veanios cémo calculamos x.

Siguiendo con el ejemplo anterior, ;qué pasa si multiplicamos el ndmero 1,21 por 10? Si
recordamos la definicién del ndmero 1,21, tenemos:

1,21=1-10°4+2-10" 4+ 1.1072
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Luego: 10-1,21=10-(1-10°42-107" +1-107?)
=1-10"+2-10°+1-107!
=12,1

EjErcicio 4.6. Probar que multiplicar un niimero racional por 10 mueve la coma un
lugar hacia la derecha en la expresién decimal del mismo.

Recordemos que queremos calcular el primer digito de la expresion decimal de 1 luego dela
coma. Si 5= =0, x ..., entonces:

Luego x = 5 y hay un solo digito no nulo en la expresién decimal de % , 0 sea:

Slgamos el mismo razonamiento P calcular la expresion decimal de % Como

0< = 4 < 1, la expansién decimal de 1 i debe tener un cero a la izquierda de la coma, o sea:

Llamemos x al primer digito luego de la coma de su expresién decimal. Luego:

1
10.1_

8 N ot

®)

Si calculamos el cociente y resto de dividir 5 por 2, tenemos que:
5=2-2+1
con lo cual el nimero %: 2+ % . Ahora 0 < % < 1. Luego x=2, 0 sea % =0,2 ...
<Cbémo calculamos el digito que estd a la derecha del 22 Hacemos exactamente lo mismo, si
lo llamamos x, vale que:

1 1
1 =02z... con lo cual 100 - 1= 25
=2x,....

Luegox=5y %= 0,25.
Si miramos la ecuacién (8), teniamos que:
1 1
10-5=2+3

como % = 0,5, de acd también se deduce que 10 - = = 2,5 con lo cual % =0,25.

1
4
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m Podemos ver, graficamente en la figura 3, lo que hicimos.
2

(2
Para calcular la expresién decimal de una fraccién % basta
% considerar el caso en que 2 y & son positivos, dado que
x en caso contrario podemos considerar la fraccién |a|/|f|
y agregar el signo correcto a la expresién decimal de esta
fraccién. El siguiente es un algoritmo para, dado un

ndmero racional expresado por una fraccién % (conayb
positivos), calcular su expresiéon decimal:

Figura 3. Cilculo de la expresion decimal de 1/4.

1. calcular el cociente y resto de la division de & por 6.

Llamemos g al cociente y ral resto;
2. si res cero, terminar y mostrar ¢ como respuesta. Caso contrario, poner ¢ y una coma
en lo que serd la respuesta;
3. calcular el cociente y resto de dividir 10 - 7 por 4. Llamemos g al cociente y 7 al resto.
Pegar g a la derecha de lo que serd la respuesta;
4. si r es cero, terminar y mostrar la respuesta. Caso contrario, volver al paso 3.
Veamos como funciona el algoritmo calculando la expresién decimal de 31/25.
1. Calculamos cociente y resto de dividir 31 por 25:
31=1-25+6

Asi obtenemos que 31/25 =1+ 6/25 =1, ....

2. Multiplicamos 6 por 10 y calculamos el cociente y resto de dividir 60 por 25:

60 =225+ 10
Entonces el primer digito decimal es 2, 0 sea 31/25 =1,2 ....

3. Multiplicamos el resto 10 por 10 y calculamos el cociente y resto de dividirlo por 25. Asi,

10-10 = 100
=4-25+0

Como el resto es 0, terminamos, y la expresién decimal de 31/25 es 1,24.

Ejercicio 4.7. Calcular la expresién decimal del niimero racional 1/8.

Calculemos la expresién decimal del nimero racional 1/3. Usemos el algoritmo que dimos antes.
1. Calculamos el cociente y resto de dividir 1 por 3. El cociente es 0 y el resto es 1, con

lo cual la expresién decimal comienza con 0.
2. Multiplicamos 1 por 10 y calculamos el cociente y resto de la divisién. Asi:

10=3-3+1
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Luego el primer digito luego de la coma es 3, 1/3 = 0,3....

3. Ahora debemos multiplicar el resto 1 por 10 y calcular el cociente y resto de dividir por
3. iEsto es repetir exactamente el dltimo paso que hicimos! Es claro que continuar este
i p paso q q
proceso va a ser dividir infinitas veces 10 por 3 y agregar el cociente de esta divisién en la
expresién decimal. O sea: .
- = 0,33333...
3 _
-0,3

En este ejemplo, la expresién decimal del ndmero 1/3 no es finita. Lo que sucede es que
se repite infinitamente el nimero 3 en dicha expresion.

¢Cémo entendemos que algunos nimeros racionales tengan expresion finita y otros
no? Lo que sucede es que los nimeros con expresidn finita son exactamente aquéllos
donde el denominador de la fraccién irreducible sélo posee potencias de 2 y de 5 en
su factorizacién. Veamos esto con un ejemplo concreto. Si tenemos un nimero N con
expresion decimal finita, después de la coma hay solamente finitos digitos. Digamos:

N = 342,1572

Como multiplicar una expresién decimal por 10 mueve la coma un lugar a la derecha en
dicha expresién, si movemos la coma 4 lugares tendremos el nimero entero 3.421.572.
O sea multiplicando NV por 10* obtenemos un nimero entero. Luego N se puede

representar por la fraccién:
3421572

10.000
~ 855.393
= 72500

La fraccién 3.421.572/10.000 no es irreducible, pero satisface que la factorizacién de
su denominador sélo tiene potencias de 2 y de 5. Luego, el denominador de la fraccién
irreducible (en este caso 2.500) es un divisor de 10* en cuyo caso en su factorizacidén
aparecen solamente potencias de 2 y 5 (aunque las potencias pueden ser menores que 4).

Esta idea que reflejamos en un ejemplo particular sirve para una expansion decimal cualquiera.

EjErcicio 4.8. Calcular las fracciones irreducibles que representen los niimeros racionales

26,2914; 290,4377 y 946,17482.

Resta por ver la reciproca de la afirmacién: si el denominador de la fraccién irreducible de
un nimero racional tiene solamente potencias de 2 y de 5 en su factorizacién, entonces la
expresién decimal de dicho niimero es finita. Veamos nuevamente un ejemplo concreto para
entender cdmo probar esta afirmacién. Miramos el nimero:

1.979
23 . 54
~1.979
"~ 5.000

N =
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Veamos la potencia de 2 y de 5 que aparecen en el denominador, y miremos la mds
grande. En nuestro ejemplo, la potencia mds grande es 4, que aparece como exponente
del ndmero primo 5. Si multiplicamos a nuestro ndmero N por 10% tenemos que el
resultado es un ntimero entero. Efectivamente, como 10* = 2*. 5%,y tanto la potencia del
primo 2 como la potencia del primo 5 en el denominador eran menores o iguales que 4,
al multiplicar V por 10%, vemos que el denominador se cancela. As:

1.979 1.979
4 _ ol r4
10-23.5472-5-23‘54
=2-1979
=3 958

En conclusién, corriendo la coma 4 lugares hacia la derecha terminamos con un niimero
entero con lo cual el nimero NV no puede tener mds que 4 digitos después de la coma.
El argumento para un niimero racional cualquiera es el mismo.

EjErcicio 4.9. Mirando la factorizacién del denominador de los siguientes nimeros,
decir cudntos digitos tiene su expresiéon decimal, y calcularla explicitamente:

8.729 , 101 y 19.283

2.000 2.500 6.250

Comenzamos diciendo que los niimeros racionales tienen expresién decimal periddica,
q

pero no es claro por qué debe pasar esto. Calculemos algunas expresiones decimales para

entender la afirmacién:

1. La expresién decimal de 1/11:

e 1=11-0+1
e 1.10=10=11-0+10
e 10-10=100=11-9+1
Como nos aparece nuevamente el 1 como resto, debe ser:
L_0m
11
Observar que al calcular las divisiones, obtuvimos el conjunto de restos {1, 10} que
es un subconjunto de Z | cerrado por multiplicacién, ya que 10 - 10 = 1 (méd 11).
Ademis, el periodo de la expresion decimal tiene 2 cifras. Es claro que al obtener un
resto por segunda vez, el desarrollo decimal comienza a repetirse.

2. La expresién decimal de 5/11:

e 5=11-0+5
e 5.10=50=11-4+6
e 6-10=60=11-5+5
Como nos aparece nuevamente el 5 como resto, debe ser:
5

=045
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Notar que la expresién decimal es multiplicar por 5 la expresién decimal de 1/11.

3. La expresion de 1/7:

1

1-10=10=7-1+3
3.10=30=7-4+2
2-10=20=7-2+6
6-10=60=7-8+4
4.10=40=7-5+5
5:10=50=7-7+1

Como nos aparece nuevamente el 1 como resto, debe ser:

1
- = 0,142857
7 )

Observar que al calcular las divisiones, obtuvimos el conjunto de restos {1, 3, 2, 6, 4, 5} que
son todos los ntimeros no nulos de Z, y el periodo de la expresion decimal tiene 6 cifras.

4. La expresion de 1/15:

e 1=15-0+1
e 1.10=10=15-0+10
e 10-10=100=15-6+10

Como nos aparece nuevamente el 10 como resto, debe ser:

¢Por qué el periodo no comienza en el primer lugar como antes? El problema que tenemos es
que aparece una potencia de 5 en el denominador. De la igualdad de nimeros racionales:

1 2
5~ 30
_ 1.2
10 3
vemos que la expresién decimal de 1/15 es la expresién decimal de 2/3 = 0, 6 corriendo
la coma un lugar a la izquierda.

Son justamente los nimeros racionales cuyos denominadores en fraccién irreducible son divisibles
por 2 o por 5 aquellos donde el periodo no comienza necesariamente luego de la coma.

Veamos que todo nimero racional tiene una expresién decimal periddica y a la vez que toda
expresion decimal periddica corresponde a la expresién de un niimero racional. Ademds, esta
asociacion es biyectiva, si identificamos las expresiones decimales de periodo 9 con la expresion
obtenida sumédndole una unidad al digito anterior al periodo. Por ejemplo, 0,239 = 0,24.

Nimeros racionales
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Si % es la fraccién irreducible de un nimero racional con @y 4 positivos, el algoritmo para calcular
la expresion decimal es dividir 2 por &y calcular el resto. Llamemos 7, al primer resto y g, al primer
cociente obtenidos en este proceso. El resto satisface 0 < 7, < b-1 (por definicién de resto). Luego
multiplicamos 7, por 10 y volvemos a dividirlo por 4. Llamemos 7, a este segundo resto y ¢, al
cociente. Continuando con el proceso, creamos una sucesion de restos Tp Ty Iy . y UNA sucesion
de cocientes 9y 9y Gy > donde cada uno de los restos es un nimero entre 0 y & - 1. Como el
conjunto {0, 1, ..., & - 1} tiene & elementos, entre T Ty Ty, hay dos nimeros iguales.

Para ilustrar la idea, supongamos que el resto 7, es igual al resto 7 Luego 10-7,=10- = Al
dividir por 4, los restos de ambos nimeros también son iguales. Asi, =T, Anilogamente,
r, =7, etc. O sea la tira de restos 7, I, 7, S€ Va a repetir siempre. A la vez los cocientes de
dividir 10 - 7, por by 10 - 7, por b también son los mismos, con lo cual g, = g, 0 sea el
segundo y el quinto lugar de la expresién decimal coinciden. Repitiendo el argumento,

vemos que en la expresion decimal se repite siempre la tira 9,9,9,> O sea:

a
b = q0,91929394

EjErcicio 4.10. Mirar los ejemplos de los célculos de expresién decimal anteriores, y
comprobar que el periodo se da justamente entre los primeros restos que se repiten.

Ejercicio 4.11. Deducir del argumento dado anteriormente que la longitud del periodo de la
fraccion % es a lo sumo 4. Mds atin, probar que en realidad el periodo es a lo sumo & - 1.
El procedimiento para, dado un niimero en expresién decimal periddica, asociarle una
fraccién que lo represente, es mds o menos conocido. Por ejemplo, al nimero:
— 23 1 46.981
0,2346981 ~» —— + — . ———
7100 100 99.999
o sea: primero escribimos 0,2346981 como 0,23+0,0046981, donde al dltimo niimero
(salvo correr la coma) el perfodo le comienza en el primer digito. Escribimos 0,23 como
fraccion de la manera descrita anteriormente, y a un nimero periédico puro (esto es que
el periodo comienza justo después de la coma) le asociamos la fraccién cuyo numerador es
el periodo, y cuyo denominador es poner tantos nueves como digitos tiene el periodo.

16981 = 469,810 469810 99999 Es en este procesc‘)/donde queda cla,ro que al nimero 0,9 le
' : 399.996 @ asociamos la fraccién 9/9 = 1. De ahi la identificacion de estas
" eosia dos expresiones (hay un significado analitico de las expresiones
’ decimales que también justifica esta identificacién).

el resto corresponde Veamos que las asociaciones que definimos son una la
mover amover al final el inversa de la otra (o sea que si a una expresién decimal
primer digito le asociamos una fraccién y a esta fraccién le calculamos

= 46.981 -— = 69.814

su expresion decimal, volvemos a la expresién con la que

46.981 por 99.999,

Figura 4. Cilculo del cociente y resto de dividir

empezamos). ;Qué pasa al multiplicar el nimero 46.981
por 10 y calcular el primer resto de dividir el resultado por

99.9992 Como se ve en la figura 4, al dividir 469.810 por
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99.999, el resto es 69.814, o sea se corrié el primer digito de 46.981 (el nimero antes de
ser multiplicado por 10) al dltimo lugar, y el cociente es 4.

Si N es un numero natural de 7 digitos que no es el nimero que posee 7 nueves, o sea
N = 10" -1 (por ejemplo N = 999 = 10° - 1), al dividir 10 - NV por el nimero que tiene
n nueves, el cociente es el primer digito de /V'y el resto se obtiene moviendo el primer
digito de /V al dltimo lugar. Veamos el argumento en un ejemplo, supongamos que
N = 69.814. Al multiplicarlo por 10, tenemos el ndmero:

10 - 69.814 = 698.140
= 6-100.000 + 98.140
=6-(99.999 + 1) + 98.140
=6-99.999 + 98.140 + 6
= 6-99.999 + 98.146

Como 98.146 es menor que 99.999, tenemos que el cociente es 6 y el resto es 98.146
(por unicidad del cociente y resto).

Es importante notar que usamos que /N # 10”1 en el argumento, ya que si lo fuera el
cociente serfa 10 y el resto 0. Este caso se corresponde con las expresiones decimales que
tienen periodo 9.

Si continuamos multiplicando los restos por 10 y calculando el cociente y resto de la
divisién por 99.999, es claro que obtendremos la expresién decimal 0,46981. Luego
hemos mostrado que tenemos una biyeccién entre nimeros racionales y expresiones
decimales periddicas con periodo distinto de 9.

De los argumentos antes dados se deduce la siguiente observacién: si la fraccién
irreducible % tiene un desarrollo periédico puro de longitud 7, entonces & divide a
10" -1. Esto se debe a que la fraccién que representa un periodo puro de 7 lugares se
obtiene tomando el periodo como numerador y 10" - 1 como denominador. Al ser esta
fraccién igual a la fraccién irreducible % , debe ser 10" -1 un multiplo de 4.

. / s . . a . , .
En particular, podemos saber el periodo de una fraccién irreducible 7 mirando la minima
potencia de 10 que es congruente a 1 médulo &. Por ejemplo, para la fraccién 1/7 tenemos:

10'= 10-1= 3 (méd7)
102= 10-3= 2 (méd 7)
10°= 10-2= 6 (méd7)
10°= 10-6= 4 (méd7)
10°= 10-4= 5 (méd7)
10°= 10-5= 1 (méd 7)

Luego 7 | 10° - 1y 6 es la menor potencia con esta propiedad, con lo cual el perfodo de
1/7 es de longitud 6, como vimos en el tercer ejemplo. De igual forma:

10=1 (mdd 3)

Nimeros racionales

123 =



— 124

con lo cual el periodo de 1/3 tiene longitud 1.
EjErcicio 4.12. Calcular la longitud del periodo de la expresién decimal de la fraccién

1/9.091 sin calcular explicitamente el periodo.

Ejercicio 4.13. Hallar un nimero primo p tal que la fraccién 1/p tenga periodo de
longitud 2. Hacer lo mismo para periodos de longitud 3, 4, 5y 6.

0 4. Curiosidades

En esta seccién daremos algunas curiosidades sobre los nimeros racionales, aunque
dichos resultados no serdn utilizados en el préximo capitulo.

¢Cbémo se ven los nimeros racionales en la recta? Si pensamos que la recta real es una
linea llena de puntos, y en ella dibujamos los niimeros enteros, vemos en la figura 5 que
éstos estdn bien separados unos de otros.

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 5. Puntos enteros en la recta real.

Si miramos los puntos racionales en la recta real no vemos agujeros entre ellos. Esto se
debe a que entre dos niimeros racionales cualesquiera siempre hay un niimero racional.

Si % y 7 representan nimeros racionales y % <7 el promedio de ambos satisface:

a_ 1 (a . c) P

b 2\b d d

como es facil verificar. Asi, por ejemplo, si tomamos los promedios comenzando por los
ntmeros 0 y 1 y repetimos este proceso en todos los promedios nuevos que nos aparecen,
tenemos los nimeros:

0<1,
0<i<1,
0<i<i<i«u,

1
1 1 3 5 3 7
0<g<i<i<i<i<icic«

Ce N N N

Luego de 7 pasos, tenemos el conjunto de niimeros racionales {2%, 2%, 2%, cee 37: =1}

La distancia entre dos de ellos consecutivos es T Si 7 es muy grande, estos nimeros estdn
muy amontonados entre si. Es por esto que’si tratamos de mirar los puntos racionales
entre 0 y 1, para nosotros el dibujo estd completamente lleno, a pesar de que faltan varios

nimeros (todos los irracionales, como por ejemplo V2 ).
2
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Con esta nocién geométrica de los niimeros racionales, pareciera ser que los nimeros
racionales son muchos mds que los nimeros naturales, dado que “parecen llenar” la

recta real, pero esto no es asi. Dar una definicién correcta
del significado de que dos conjuntos tengan la misma
cantidad de elementos estd mds all4 del contenido de este
libro por la extension del tema, mds que por la dificultad
del contenido.

Es interesante, sin embargo, corregir la impresién errénea
de que hay mds nimeros racionales que enteros. Para ello
vamos a listar todos los ndimeros racionales en orden. Esto
es: a cada niimero natural le podemos asociar un niimero
racional de forma tal que cubrimos todos los niimeros
racionales. Es bastante intuitivo suponer que si un conjunto
tiene menos elementos que otro, no vamos a poder asociarle
a los elementos del segundo conjunto elementos distintos
del primero. Por ejemplo, con los nimeros {1, 2, 3} no
podemos numerar el conjunto {(, U, &, &}.

Una forma de numerar los ndmeros racionales se ve en

la figura 6, donde los nimeros en rojo no son tenidos en
cuenta por no ser fracciones irreducibles.

Nimeros racionales

/1 172-1/3 1/4-1/5 1/6-51/7
VA LA AL

21722 237 2147 2I5 26 2/7
& Pl B A

31 32" 3/37 314 3/5 36 3/7
VA v 7 v

417 4127 43 44 A5 416 41T
7z A & A

5/15/2 5/3 5/4 5/5 5/6 517

N
R
N

6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 67
L2 73 A TS T6 T
8/ ]/7,8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7

B
N

1/8 = -
2/8
3/8
4/8
58
6/8
7/8
8/8

Figura 6. Una forma de listar los niimeros ra-

cionales.
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