Capitulo 2

Progresmnes aritmeticas
y geometricas

Muchas veces escuchamos hablar de un crecimiento aritmético o geométrico y lo asocia-
mos con un crecimiento lento o rdpido, respectivamente. ;Qué significan estos términos?

Se dice que algo crece (o decrece) aritméticamente, si en cada etapa se le va sumando
(o restando) una cantidad constante.

Por ejemplo, si durante la semana pasada la temperatura crecié un grado por dia, pode-
mos decir que crecié aritméticamente.

Si las reservas del BCRA (Banco Central de la Reptblica Argentina) suben 200 millo-

nes de ddlares por semana, se habla de un crecimiento aritmético.

Si el peso de una persona que realiza una dieta, reduce un kilogramo por mes, decimos
que decrece en progresién aritmética.

Se dice que algo crece (o decrece) geométricamente si en cada etapa se multiplica por
una cantidad constante mayor que 1 (o menor que 1).

Algunos ejemplos de crecimiento geométrico son:
e Una poblacién de bacterias con suficiente alimento que se multiplica 8 veces por hora.

e Una cantidad de carbono-14, donde el radioisétopo del carbono se multiplica por 0,5
cada 5.730 afos.

Otro ejemplo cldsico de crecimiento geométrico es el siguiente:

Cuenta la historia que un rey quedé tan contento con el juego del ajedrez que habia
sido disenado para él, que ofrecié a su creador regalarle lo que quisiera. Este le contes-
t6 que “sélo” querfa obtener como recompensa un grano de trigo por el primer
casillero, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto y asi sucesivamente hasta
llegar al casillero 64. El rey quedé sorprendido por tan modesto pedido y mandé a su
visir que trajera una bolsa con los granos reclamados. Mayor fue su sorpresa cuando el
visir hizo los cdlculos y vio que no habia tal cantidad de granos en toda la tierra.
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Un crecimiento geométrico similar ocurre en los primeros dias después de la concep-
cién, cuando de una célula original se producen dos y de cada una de las obtenidas se
vuelven a obtener dos, y asi sucesivamente, aunque sélo por unos dias.

1. Progresiones aritméticas

En otras palabras, si se cumple que a,,,—2,= RV n € N entonces {a), @5, . . ., @, . . . } es
una progresion aritmética.

1.1. El enésimo término de una progresion aritmética

Luego de considerar los ejemplos anteriores, la primera pregunta que nos planteamos
es la siguiente:

sCémo se calcula el enésimo término de una progresién aritmética {ay, @, . . ., @, . . .}
de razén R?

Vemos que: 2, =a, + R, a3 =a, + R=a, + R+ R=a, + 2R, razonando de la misma

forma a4 = a4, + 3R, en general intuimos que @, = 4, + (n— 1)R. Esto se puede expresar
con el concepto de suma telescdpica, esto es, una suma que colapsa. Observemos que

R+R+-+R = (an—an-1)+ (@1 —an2)+...+ (a2 —a1)

an + (—Gp-1+ p1) + (—@n2 + an2)+ - +a2) — 1y

ap — a7
de donde 2, = 2, + (n— 1)R

Si bien el razonamiento es muy convincente, no llega a ser una demostracién (el punto
débil son los puntos suspensivos que se usaron). En el ejemplo 2.6 se demostrard que
la férmula es verdadera cualquiera sea el 7.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



En un pais sdlo ingresan 1.000 inmigrantes por afio. Si llamamos con 7 la canti-
dad de inmigrantes que hay actualmente, y con 7,,, la que habra dentro de »
afos, se ve que {/} es una progresion aritmética.

iEs posible tener triangulos rectangulos cuyos lados sean enteros y estén en pro-
gresion aritmética? Supongamos que los lados son de longitud 2, 2 + Ry a + 2R,
entonces debe cumplirse el teorema de Pitagoras:

(a+2R)?* = (a+R)?*+d° de donde
a®+4aR+4R* = a®>+2aR + R?>+a®> por lo tanto obtenemos
3R®+2aR—a’> = 0

Si despejamos R tenemos R ==2£va"53¢ gsto nos da las posibilidades R = —a y
R =% .Laprimera nos da un lado de longitud 0, por lo tanto no sirve. En la segun-
da como « y R deben ser enteros 2 es miltiplo de 3y se tiene entonces las ternas
{37, 4n, 51}, que corresponden a todos los tridngulos que tienen lados enteros y son
equivalentes al clasico triangulo de lados 3, 4y 5.

2. Induccién completa y el efecto dominé

Existe un método muy ingenioso para probar que
una férmula es vilida para todos los niimeros
naturales. Para ilustrarlo visualmente, podemos
pensar que cada natural corresponde a una ficha
de domino y que éstas se colocan en fila de tal
manera que al caer la primera, ésta hace caer la
segunda y asi sucesivamente. (Ver figura 2.1). Se
llama método de induccién completa y consiste
en lo siguiente:

Supongamos que tenemos dos funciones
F:N—RyG:N — R yqueremos pro-
bar que F(n) = G(n) ¥V n € N entonces:

Primero, se prueba que la férmula es valida para 7 = 1, es decir se verifica que /(1) = G(1).

Segundo, se hace una hipdtesis inductiva, es decir, se asume que la férmula es vilida para
un natural 7 = £y, a partir de alli, se prueba que eso implica que serd vélida para el
siguiente natural 7 = £ + 1.

De esto, se concluye que la férmula vale para todo niimero natural, porque si se verifi-
ca que vale para 7 = 1, entonces se podrd aplicar la segunda parte del método con 4 =1
y asi concluir que vale para & = 2. Si repetimos el procedimiento pero con % = 2, sabre-
mos que vale para # = 3. De esta manera, armamos una maquinaria que permite
verificar que la férmula serd vdlida para todos los naturales.

Ejemplo 2.4

Ejemplo 2.5
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En general, el método sirve para probar que una familia de propiedades 7, son verdaderas.

Paso uno: probar que P; es verdadera.
Paso dos: probar que si P, es verdadera, entonces P,; es verdadera.

Del ejemplo se sigue que toda progresion aritmética queda determinada por sus dos pri-
meros términos.

Una progresién {a,}, puede pensarse como una funcién 2 : N — R que asigna a cada
natural 7 el ndmero 4,,.

Si graficamos una progresién aritmética, observaremos é D

que los valores que va tomando estdn alineados. Ellos
se encuentran sobre el grifico de la recta y = &, + Rx.

Una famosa anécdota sobre el gran matemdtico Karl E
Gauss cuenta que, un dia su profesor de primaria (apa-
rentemente con el objetivo de descansar un rato) pidié a
sus alumnos que sumaran todos los niimeros del 1 al 100.
El pequeno Gauss entregé la respuesta velozmente, sor- 1,2.3.4..

prendiendo al profesor. ;Cémo hizo tan rdpidamente el
cdlculo? Segtin le explic al maestro, observé que si suma-

ba el primero y el tltimo obtenia 101, el segundo y el antetiltimo también 101, y asi hasta llegar
a50+51=101. En total obtuvo 50 veces 101 es decir 5.050, que es la respuesta exacta.

Una variante de esta idea se puede usar para dar una férmula para la suma de los pri-
meros 7 7Umeros:

S = 14+243+---+(n—1)+n

S = n+m—-1)+---+3+2+1 sumandom.am.
28
25 n(n+1)
S = n(n+1)/2

m+l)+nm+1)+---+(n+1)

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Una notacién muy util para trabajar con sumas es la siguiente:
n
Zai=a1+a2+---+an_1+an
i=1
Tiene la propiedad que:
n n n
ani—i—bi ZCZCLH‘Zbi
i=1 i=1 i=1
Por ejemplo, con esta notacién escribimos la suma S, de los primeros 7 nimeros como:
n
Sa=) i
i=1
Supongamos que deseamos calcular la suma S, de los primeros 7 términos de una progre-

sién aritmética {2} de razén R, esto es S, = >, a; . Si recordamos que 2, =4, + (i— 1) R
usando la propiedad, se tiene:

Zai = Zal—i—(z—l)R
i=1 i=1
= > a+RY (i-1)
i=1 i=1

nay + Rn(n —1)/2

2=1+3+5+7

Grafico 2.2
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Definicion 2.2

Ejemplo 2.10

Teorema 2.1

Demostracion

Ejemplo 2.10
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que no sea paralela a ninguna de las anteriores, esta contendra » puntos distintos
provenientes de las intersecciones con las » rectas. Estos » puntos determinan
n + 1 segmentos (dos de ellos infinitos). Cada uno de estos segmentos, parte en dos
a una de las z, regiones agregando asi una region por cada segmento. Tenemos
que a,,; = 2, + (n + 1). Entonces:

Zai = Zal + (l — 1)R
=1 =1

> a+RY (i-1)
i=1 i=1

= na; + Rn(n —1)/2
De donde obtenemos que @, =7 (= +1)2 + 1

Dada una sucesion de nameros {z,} podemos formar la sucesion derivada {4}
que esta definida por: 4, = 4,,, — a,

Si {a,} es una progresion aritmética de razon R, la sucesion derivada {«,} es la
progresion constante R, ya que 4,,, —a, = R Vn € N.

Reciprocamente, si {,} tiene sucesion derivada constante «, = R, entonces {z,}
es una progresion aritmética de razén R. Si R = 0 entonces z, es constante.

Si las sucesiones derivadas de {z,} y {4,} son iguales, entonces la diferencia
{a,—b,} tiene derivada 0y por lo tanto «, = 4, + RV» € N. Geométricamente, vemos
que z, Y b, estan sobre rectas paralelas.

Teorema fundamental del calculo discreto

n

R
E a; = Gpy1 — A1

=1

Basta observar que la suma de las derivadas es una suma telescépica que colap-
sa en el miembro de la derecha.

Si la sucesion derivada de {z,} es una progresion aritmética de razon R, jqué
puede decirse de z,?

Sabemos que 4, = ay+ nR
Usando el TFCD tenemos a,,+1 — a; = ., (ap + iR) = nag + Rn(n + 1)/2-
Por lo tanto, a1 = a1 +nag + Rn(n+1)/2 = Zn? + (£ 4+ a)n + a;

Quiere decir que la sucesion es un polinomio de segundo grado en 7.



3. Progresiones geométricas

Para definir una progresién geométrica s6lo tenemos que cambiar diferencia por divi-
sién en la definicién de progresion aritmética, mds precisamente tenemos:

Unt1

En otras palabras, si se cumple que =¢q VnéeN, entonces{a, ap, ..., a, ...}

es una progresién aritmética.

De los ejemplos, se observa que hay una manera muy sencilla de obtener una progre-
sién geométrica de una progresién aritmética de nimeros enteros {z,}. Se puede hacer
tomando cualquler ndmero positivo, por ejemplo el 2, y formando {2%"}. Esta es geo-

métrica, ya que —;— = 2%+ = 28 — ¢ constante. Usamos la propledad“ = G=°

que viene de 4’4 = a”*‘ Esta propledad vale también para &y ¢ racionales (e inclu-
so para by ¢ reales) si definimos # av ="\/a.

El matemadtico escocés John Napier en 1914, independientemente el suizo Joost Biirgi
seis anos después, inventaron los logaritmos, tratando de relacionar las progresiones
geométricas con las aritméticas. Si tenemos una progresién geométrica a, y fijamos un
nimero positivo como el 10, queremos hacerle corresponder una progresmn aritméti-
ca b, de tal manera que a,, = 10°. En otras palabras, se busca una operacién inversa
a la potenciacién.

Progresiones aritméticas y geométricas
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El problema que trataban de resolver Napier y Biirgi a principios del siglo XVII, era
agilizar los cdlculos que realizaban los astrénomos de la época, que necesitaban multi-
plicar y dividir cantidades con muchas cifras decimales.

Dado que es mucho mds ficil sumar que multiplicar y restar que dividir, la idea bdsica
detrds del desarrollo de los logaritmos fue encontrar una conexién que permitiera pasar
de multiplicaciones a sumas y de divisiones a restas. El logaritmo es la respuesta, gra-
cias a su propiedad caracteristica:

log, xy = log, x + log, y

Su aplicacién requirié publicar tablas con gran cantidad de valores de logaritmos. Por
ejemplo, para multiplicar x por y se buscan en la tabla los valores de log;, x y logy, , se
suman y se busca un niimero ¢ cuyo logaritmo sea log;, x + log;, 7, entonces ¢ = xy.

El uso de los logaritmos permiti6 hacer cdlculos mucho mds precisos en astronomia, y
se difundié hacia todas las dreas que requirieran de cdlculos efectuados con rapidez y
precision. Durante tres siglos fue una herramienta fundamental para el cilculo.

En el siglo pasado, luego de la aparicién de las calculadoras y las computadoras, se per-
dié completamente su uso en la prictica; pero en la matemdtica perdura como una
funcién fundamental porque permite modelar crecimientos no explosivos y transfor-
mar una operacién de multiplicacién en una de suma.

¢Cémo calcular el enésimo término de una progresién geométrica {2, @, . . ., @, . . . }
de razén R?

n—1 _ _apn 9n-1 a2 _ apnb _ a g _ 7—1
Sabemos que g" ! = [ttt @2 — gmb — @a de donde concluimos que 4, = 2,

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Recordemos que en 2.2 definimos 4, la derivada de la sucesién {a,}. ;Qué ocurre
cuando tomamos la derivada de una sucesién geométrica de razén ¢?

a! = apy1 — an = ap(ani1/an — 1) = a,(q — 1). Por lo tanto se tiene que a)/a,
es una constante igual a ¢ — 1.

Cuando la progresion no es geométrica, la tasa z, = 4, = a, no es constante, pero se sigue
cumpliendo a,,; = (1 + 2,)a,.

Progresiones aritméticas y geométricas




Ejemplo 2.23

Ejemplo 2.24
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La sucesion de Fibonacci
En1202, Fibonacci plantea en su libro Liber Abaci el siguiente problema:

Un granjero tiene un corral y quiere dedicarse a la cria de conejos. Una pare-
ja de conejos llega a su estado reproductivo en un mes y tarda un mes en
engendrar una pareja de conejitos. ;Cuantas parejas de conejos tendra el
granjero al cabo de 12 meses si comienza con una pareja de conejos recién
nacidos? Vemos que el primer mes tiene una, el sequndo mes sigue teniendo
una pero ya en estado reproductor, al tercer mes tiene la pareja original y una
recién nacida, al cuarto mes tendra la original, una en estado reproductor y
una recién nacida, en general en el mes » + 1 tendra las del mes » mas las
recién nacidas, de las cuales hay una por cada pareja existente en el mes » — 1.
Esto da la ecuacion

Upy1 = Ap + Gp_y a; =az =1

de la que se puede obtener 4.

Formula para la sucesion de Fibonacci

Se desea obtener una formula para los términos de la sucesion: 1, 1,2, 3,5, 8,. . .,
donde cada término es la suma de los dos anteriores, es decir, ,,; = 2, + a,.1.

Si calculamos la sucesion derivada, vemos que cumple: @, = 4, pero como a, 7 qa, 1,
con ¢ constante, observamos que no es geométrica.

Sin embargo, z, se puede escribir como la diferencia de dos sucesiones geométricas:
a, = b, — ¢, {Cudles son 4, y ¢,? Supongamos que son de la forma b, = C\" y
¢, = CA\™. Queremos encontrar las razones A, y A.

Para esto consideramos b, —c,,= (A4 —1)b,— (A_—1)c, =C( A=) N} = C(A_—1) A"

Entonces si A, y A_satisfacen las ecuaciones (A, — 1)\, =1=(A_ - 1)\ tendremos
queb, —c, =CAT ' —CA\"'=b, ; —c, 1

Por ser las dos raices de (x — 1)x = 1, sabemos entonces que \. = £Y5. La cons-
tante C debe cumplir: 1 =a; = C(\, — A\_) = CV/5.

- g 2— 2 - -
Verificamos que se cumple que 1 = ay; = % . Finalmente, concluimos que

como b, — ¢y = b, — ¢, + b,y — c,; y tiene los dos primeros términos iguales a
a1 Y ap, debe coincidir con la sucesion de Fibonacci.

Si observamos que A™ < 4/10 vemos que 4, es siempre el nimero entero mds cercano a b,.

Para calcular 4;, tomamos L\/l*; ~ 1,6182/2,236 ~ 321,91574/2,236 ~ 143,96947. Se
tiene que el entero mds cercano es 144 y este no es otro que el duodécimo tér-

mino de la sucesién de Fibonacci.

Este niimero A, = 1,618 . . . se conoce con el nombre de razén durea o niumero
de oro, y se lo denota con la letra griega ¢. El cociente de dos términos conse-



cutivos de la sucesién de Fibonacci ,,,/4,, se acerca cada vez mds a ¢ a medida
que aumenta 7. Estas relaciones pueden verse en la naturaleza, por ejemplo, en
una flor de girasol los granos van formando una espiral con an granos en la ené-
sima vuelta. Algo similar ocurre en los caracoles de mar y en la distribucién de
hojas alrededor de un tallo. Aparece también en la construccién de un pentdgo-
no o un dodecaedro.

Se quiere construir un tridngulo rectangulo que tenga sus lados en progresion geo-
métrica, jsera esto posible? Si lo fuese, denotemos por 4, aq y a4* las longitudes
de los lados de dicho triangulo. Por el teorema de Pitagoras, cuando 4 > 1, deberia
cumplirse la ecuacion 2* + (aq)* = (ag?). Si desarrollamos los cuadrados y dividimos
por 4% vemos que la razén ¢ deberd ser solucion de 4 — 4> —1=0y 4 > 1. 0 sea
que 4 no es otro que el nimero de oro ¢ del ejemplo anterior. Los tridngulos asi
construidos reciben el nombre de tridngulos de Kepler, quien demostrd por prime-
ra vez esta caracterizacion.

Las torres de Hanoi

Cuenta la leyenda!, que en un lejano pais del sudeste asiatico hay tres postes y un
conjunto de 64 discos de distinto radio. Originalmente, estaban encastrados en uno
de los postes, en orden de mayor a menor contando desde la base.
Un grupo de monjes tiene, como tarea, que trasladarlos hacia otro de
los postes. La regla basica que deben cumplir es nunca superponer
un disco de mayor radio sobre uno menor. Para esto, pueden usar al
tercer poste como auxiliar. Cuando acaben de trasladarlos la vida se
extinguira. ;Cuantos traslados deben realizar? En la figura 2.2 se
puede ver una version con 8 discos.

Si tuviéramos un disco, el niGmero de traslados seria 1. Si hubiera dos, deben tras-
ladar el mas pequefio al poste auxiliar luego el mayor y finalmente el menor, es
decir, 3 traslados. En general, si llamamos 7, al namero de traslados necesarios
para cambiar de poste # discos, tendremos:

Tw=1,+1+T,

El primer 7, corresponde a trasladar, de acuerdo a las reglas, los » discos superiores al
poste auxiliar, para esto usamos el poste final como si fuera auxiliar. El 1 corresponde a
trasladar el disco mayor que quedoé en la base al poste de llegada que esta vacio. Por
(ltimo, tenemos 7, traslados para pasar al poste final los 7 discos que estan bien orde-
nados en el poste auxiliar. Asi tenemos la sucesion 1= 7; 27; + 1, 227; + 1) + 1, . ..

! Se I acredita haber creado el juego de las Torres de Hanoi al matemético francés Edouuard Lucas en 1883

La sucesion del ejemplo anterior se puede escribir como: 1, 1+2, 1+2+ 22 142422 +2°, . . ..
Cada término 7, es la suma de la progresion geométrica {2}” . Vemos que

n+1 n

Tn:2Tn—Tn:ZQ"—ZZi:2”“—1
=1 1=0

Ejemplo 2.25

Ejemplo 2.26
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Ejemplo 2.27

25



4. Ejercicios

Ejercicio 2.1 Si sabemos que el tercer término de una progresion aritmética es 7 y el séptimo
término es 27, jcuanto vale el décimo término?

Ejercicio 2.2 I Si 13, x, y, =, 25 forman una progresion aritmética, ;cual es su razon?

26 Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar




Calcule el promedio de los niimeros de una progresion aritmética que tiene 4 términos, Ejercicio 2.3
comienza en 7 y termina en 28.

Calcule el promedio de los nameros de una progresion aritmética que tiene » Ejercicio 2.4
términos, comienza en p y termina en f.

Calcule la suma de los miiltiplos de 13 comprendidos entre 20 y 400. Ejercicio 2.5

Muestre que la suma de los nimeros de 7 digitos (= > 2) es igual a 495x 10>"-3-45x 102 | Ejercicio 2.6

¢Puedes descomponer 1.000.000 como producto de dos nameros que no tengan Ejercicio 2.7
ningun digito 07

Los aiios bisiestos son aquellos divisibles por 4 pero no por 100 y los divisibles Ejercicio 2.8
por 400.

a) ;Cuantos aiios bisiestos habra entre el 2009 y el 2999?

b) Si el 9 de julio de 2008 fue miércoles, ;qué dia de la semana sera el 9 de
julio de 28167

Encuentra dos sucesiones distintas «, y &, cuyas derivadas cumplan 4, =2 = 5. Ejercicio 2.9

Encuentra una sucesion «, cuya derivada cumpla 4, = 4, Ejercicio 2.10

Calcule las sucesiones P, y H, de nimeros pentagonales y hexagonales. Ejercicio 2.11

Si los monjes de las torres de Hanoi tardan 10 segundos para cada traslado, Ejercicio 2.12
¢ Cuantos minutos tardaran en trasladar los 64 discos?

Si un supermercado hace un descuento del 15% y pagando con una tarjeta de Ejercicio 2.13
débito, el banco nos devuelve un 10% del monto pagado al supermercado, ;cual
es el porcentaje total de descuento que recibo?

Si cada articulo que compramos tiene incluido 21% de IVA (impuesto al valor agre- Ejercicio 2.14
gado), pero pagando con tarjeta de débito, el estado nos devuelve 5 puntos de IVA,
icual es el porcentaje de lo pagado por el articulo que recibo?

Progresiones aritméticas y geométricas 27



Ejercicio 2.15 |

Ejercicio 2.16 |

Ejercicio 2.17

Ejercicio 2.18

Ejercicio 2.19 |
Ejercicio 2.20 |

Ejercicio 2.21

28

Si los sueldos docentes aumentan 10% en marzo y 9% en setiembre ;cual es el
porcentaje total de aumento que recibo?

Usando induccion completa como en 2.1 probar que una progresion geomeétrica
{a,} cumple 2, = 4 (Z_f)(n- 1)

Decida si las siguientes ternas pertenecen a alguna progresion geomeétrica de
nameros enteros.

a) {2, 12, 20}
b) {3, 12, 24}

a) Calcule los 15 primeros términos de la sucesion de Fibonacci.

b) Muestre la aproximacion del undécimo mediante 4,,, el correspondiente térmi-
no de la progresion geométrica dada por la razon aurea.

¢Cuanto miden los lados de un triangulo de Kepler si uno de ellos mide un deci-
metro? Analizar todas las posibilidades.

¢ Cuanto tardaria Aquiles en alcanzar a la tortuga si fuera 20 veces mas rapido que
ella y corriese a una velocidad de un metro por segundo?

¢(Cuantos aiios tardara un capital en duplicarse si esta depositado y crece a una
tasa del 12% anual?

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



