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El material que aqui les presentamos hace referencia a una forma de ensefar y aprender derivadas.

El primer tema corresponde a lo que se denomina "razén promedio de cambio o tasa promedio de
cambio”.

¢Qué se entiende por razén promedio de cambio?

Vivimos en un mundo de permanente cambio. Ante los cambios importa saber, cuan rapidos o a
qué razon estan cambiando.

Esta situacion de la realidad la podemos modelizar desde la Matematica. Un modelo matematico
es el que expresa una situacion real. Es decir, dada una situacion de la realidad se puede
transformar en un formato matematico con el propdsito de organizar y comunicar de manera clara
los elementos que constituyen esa realidad y sus relaciones.

Los modelos matematicos pueden estar expresados mediante: graficos, tablas o en forma de
formula.

Mediante graficos

1) Podemos observar mediante un grafico en coordenadas cartesianas la variacion del délar oficial
en Argentina desde el 20-03-2020 al 30-03-2020.
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Fuente: https://www.dolarsi.com/graficos-estadisticas/

2) Otro modelo es el grafico de la variacion del consumo de energia mundial en el periodo
comprendido entre 1970 y 2010 (intervalos de 10 aios).


https://www.dolarsi.com/graficos-estadisticas/
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Fuente:https://es.wikipedia.org/wiki/Consumo_y_recursos_energ%C3%A9ticos_a_nivel_mundial#/media/Arc
hivo:World_energy_consumption_es.svg

Mediante tablas

Otra forma de modelizar es mediante tablas.

Por ejemplo, la tabla que muestra la cantidad de partidos que jugd Lionel Messi desde la
temporada de futbol 2014-2015 hasta 2019-2020 en la Champions League.

2019-20 6
2018-19 10
2017-18 10
2016-17 9
2015-16 7
2014-15 13

Otro ejemplo de modelo mediante tabla es la que muestra la cantidad de goles que hizo Lionel
Messi desde la temporada de futbol 2014-2015 hasta 2019-2020 en la Champions League.

2019-20 2
2018-19 12
2017-18 6
2016-17 11
2015-16 6
2014-15 10

#LaTécnicaSigue
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Fuente:

https://www.google.com/search?sxsrf=AL eKk0266Pw3M4VNjo6VkAk6SN_w_4HNmMg%3A1585707087852&s0
ur-
ce=hp&ei=T_iDXr3HMbjF50UPs_up8AE&q=estad%C3%ADsticas+det+messi&oq=estad%C3%ADsticas+de&gs_Ic
p=CgZwc3ktYWIQARgCMgIlIADIFCAAQgwEYAggAMQgIIADICCAAYAggAMgIIADICCAAYAggAMgIIADOECCMQJ1B
PWPkhYKhEaABWAHgAQAGnAYgB4QmSAQM1LjaYAQCgAQGgAQdnd3Mtd216&sclient=psy-ab

Mediante formulas
También los modelos matematicos se pueden expresar mediante féormulas.

Por ejemplo, los ingresos anuales para una aerolinea desde 1991 a 1997 se pueden modelar
mediante la siguiente funcién:

I(t)= —0.13t2 + 0.54¢ + 5.22 1<t<7)

Consideramos la tabla de la Champions League que muestra los goles de Messi en el periodo
2014-15/2018-19.

Durante ese periodo, ¢cémo vario la cantidad .
. Cambio de goles
de goles de Messi? c

Periodo 2014-15:10 goles
Periodo 2018-19: 12 goles

¢Cudl es el cambio que se produjo en el s

) . Cambioent
intervalo de tiempo 2014-15/2018-19?

6
Larespuestaes: 12—-10=2
Esto significa que la cantidad de goles de 1
Messi ha aumentado en 2 goles en 5 afios. La
razon promedio de cambio por afio es: 0.4 2
goles por afo.

; 0 1 2 3 4 5 i

La razon promedio de cambio es la pendiente
de la recta que pasa por Ay C.

Los célculos se pueden expresar del siguiente modo:

cambio de goles

Razén promedio de cambio de goles = ———————
cambio de tiempo

12 - 10 -
=== —0.4 goles por afio.
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Esto significa que en el periodo de 5 aios la cantidad de goles aumento con una razén promedio de
0.4 por ano.

Otra forma de expresion matematica es la siguiente:

AG
Razon promedio de cambio de goles de Messi = E

Consideramos el grafico de una funcién genérica:

Razén promedio de cambio de f

Af _ f(B)=f(@)
Ax b—a

f) = f(a)

Pendiente de la recta que pasa por Ay B

Y UEEEN BNEEN nNE AN

C b-a

Graficamos la funcionf (x) = x? — 3x + 3. Queremos estimar
la inclinacion de la curva en x = 2.

Pendiente de la recta secante = razén promedio de cambio:

f2+h)—f(2)
h

Pendiente de la recta tangente = razén instantanea de cambio

f(2+h)—-f(2)
h -0

- / Es una forma, mediante el método geométrico, de definir
5 y la derivada




fQ+h)-f(2)

h 50 esta expresion se escribe en forma general para cualquier funcién del siguiente modo:
-

fx)= % f'(x) =limy,_, W Escribimos en lugar de h, Ax

Las investigaciones y las experiencias acerca del proceso de ensefanza y de aprendizaje del
Calculo en la escuela secundaria muestran la existencia de dificultades en los/as estudiantes du-
rante el proceso de aprendizaje.

Una de las dificultades muy marcada se observa en el aprendizaje del concepto y del trabajo con
limites. ElI simbolo lim por si mismo trae inconvenientes en la comprensién por parte de los/as
alumnos/as, porque es considerado como un “procepto”, es decir, como objeto y proceso al mismo
tiempo. Por eso una estrategia didactica que se usa en la ensenanza de la derivada es la de co-
menzar antes que la ensefianza del limite. Expresado de este modo pareciera una metodologia
alocada, pero la experiencia indica que la comprension del limite de este modo resulta mas accesi-
ble. En realidad, lo que se hace es, a través de la ensefianza de derivadas, incluir simultdneamente
el conocimiento de limite, pero desde el saber intuitivo, aqui reside la diferencia.

Por ello, en este material se trabaja la definicion de derivada sin el uso del simbolo limite. Se desa-
rrolla el conocimiento de la derivada mediante el aprendizaje del concepto de limite, en forma intui-
tivo, por aproximaciones.

A continuacion, se plantea una actividad desarrollada como ejemplo de tal metodologia.

La imagen que se presenta corresponde a una puerta. Como se puede apreciar en su parte superior
tiene una forma parabdlica.

Mediante el uso del GeoGebra realizamos la siguiente actividad (para insertar imagen es necesario
que se trabaje con computadora).

1) Insertamos la imagen.

2) Trazamos la parabola que se aproxime lo mejor posible a la curva de la puerta que queremos
indagar.

3) Trazamos una recta secante por dos puntos de la parabola.

4) Determinamos las coordenadas de los puntos de interseccion de la recta secante con la curva.
Observamos, en la Vista algebraica las coordenadas de dichos puntos.
Los puntos de interseccion son: D y H, con coordenadas: (0.7 ,2.59) y (2.74,0.72)

5) Con los datos anteriores estimamos la razén promedio de cambio:

Ay 2.59—10.72
Ax 0.7 —2.74



Derivada de una funcién

Ay  1.87
Ax —2.04
y

—~ =-0.916

A

¢Qué nos esta diciendo este valor?

Nos dice que la pendiente es negativa, lo podemos verificar en el grafico

Si queremos estimar el valor del angulo de inclinacién, ;como hacemos?

Recordemos que el angulo se obtiene como el arc tan(—0.916) = 42°29’ Este es el valor que
aparece en la pantalla de la calculadora, pero el valor tiene signo negativo, esto significa que el
angulo estd en el segundo cuadrante o en el cuarto. En este caso pertenece al segundo cuadrante.
Entonces el valor del angulo de inclinacién es: 180° — 42°29' = 137°31'.

En el GeoGebra el valor indicado es: 42,32° = 42° 19’
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B=(5.77,11.73)
C=(842,42)
E=(-0.02,1.7)
F=(-9.04,3.7)
G=(0.98,3.72)

0:-0.02x +10.02y = 37.25
1=(-0.08, 1.76)

d: 1,497 + 0.22x + 5.84y = 16
D=(0.7, 2.59)
H=(2.72,0.74)

=274

J=(0.7,0)

h=259

K=(2.72,0)

i=0.74

j=2.02

L=(0.7,0.74)

k=202

M=(231,112)

1:1.47x +1.61y=5.2

ect: 1.49x° + 0.22x + 5.84y = 1¢
A=(-0.48,3.08)

m: -0.49x - 1.18y = -3.39
n=185

a=4232°
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Para estimar el valor de la razén de cambio instantanea utilizamos otra funcion y su representacion a
los efectos de una mejor visualizacion (se puede trabajar con la aplicacion del GeoGebra del celular).

Representamos en GeoGebra la funcion y = 0,1x°.

#LaTécnicaSigue
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Estimamos la ecuacion de la recta secante que pasa por los puntos: D y E. En la Vista Algebraica, la
ecuacion aparece en forma implicita: -3.2x + 4y = -4.81

Llevamos esta expresion a la forma explicita: y = 0.8x - 1.2025

Estimamos la razén de cambio instantanea en x = 2. Este valor nos dara la pendiente de la recta
tangente a la curva en el punto de x = 2.

Lo hacemos por aproximaciones para valores cercanos a x = 2 por la derecha y por la izquierda del
numero.

Armamos una tabla para una mejor apreciacion:

X 0 0.3 0.6 1 2 2,5 3 4 6
y 0 |0.009 | 0.03 | 0.1 04 |0625| 09 | 1.6 | 36

Ay

v 0.03 | 0.09 | 0.16 | 0.3 0.45 | 0.55 | 0.7 1
X

» P
» <«

Representamos mediante el GeoGebra (puede hacerse con la aplicacion del celular)

X
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} Vista Algebraica

pendiente =-0.3
A=(0,0)
B=(-7.13,6.12)
C=(-3.71,6.14)

sy =04
E=(2,04)
H=(-2,-218)
D=(6,3.6)
f:-32x+4y=481
F=(6,0

0=36

G=(6,04)

h=4

texto1 = “Ay=3.6-0.4=3.2"
texto2 = “Ax=6-2=4"
textod = “Ay/Ax=3.2/4=
1=(4,1.6)
i-1.2x+1.99y =16
K=(3,09)

j:-0.5x +1y=-0.6
J=(4.03,04)

k=12

L=(2.98,0.4)

1=05

M=(6,1.64)

m=2

N=(6,09)

n=3

pendiente 3 03/ Avanzado Proarama de guion (scripting)
Bisico Texo Color Posicion  Algebra

| Reciente:

Vista previa: - Marrdn 153, 51, 0 (#9¢

2 4 s B 10 7 ® Color de primer plano

Ax=6-2=4 O Color de fondo

Ay/Ar=32/4=08

La visualizacion de la grafica y de los valores del cuadro permiten inferir que para valores préximos

, Ay . .
a 2 o sea para cuando Ax tiende a cero el valor de Ar tiende a 0.4. Este es el valor estimado de la

pendiente de la recta tangente a la parabola en x = 2.

#LaTécnicaSigue



by _ f+A0)-f(2)
Ax—0 Ax

En simbolos lo indicamos asi:

La expresién matematica anterior nos da una aproximacion rapida a la derivada, por ello también la
podemos escribir asi:

f(2+Ax) - f(2)
Ax

()=
En general, podemos escribir la expresién anterior del siguiente modo:

/ _ fla+Ax)—f(a)
fl(a) = 5=

(derivada de f en x=a)

Usando la notacion de limite, la expresion es la siguiente:

Y fla+Ax)—f(a)
1m =
Ax—0 Ax

f'(@

1) Llegamos a los limites por intuicidn (en esta etapa del aprendizaje)
2) f'(a) es un valor que se puede calcular o aproximar.

3) Decimos que f'(a) es la derivada de f evaluada en x = a.

Cuando los/as alumnos/as hayan afianzado este conocimiento y aprendan las técnicas de deriva-
cion, el calculo se simplifica. Se hara de este modo:

Dada f(x)=0,1X* laderivadaes f'(x)=2.0,1x — f'(x)=0,2x
Evaluadaenx =2 — f'(2) = 0.4 es el mismo valor que habiamos obtenido por aproximacion.

En el préximo item presentamos propuestas de actividades para que las realicen los/as estudiantes.

Esta tematica se puede evaluar usando la plataforma Kahoot. Para ello, se debe preparar por lo
menos diez preguntas con respuestas verdadero - falso o para responder la respuesta correcta.



TEMA
Derivada de una funcién.

MODALIDAD

Estas actividades pueden realizarse en forma presencial o a distancia. Si las realiza a distancia,
puede hacerlo mediante Google Classroom 2020. Puede obtener informacién sobre su aplicacion
en:

CONOCIMIENTOS PREVIOS
Funcion, representacion grafica, uso del software GeoGebra.

OBJETIVOS
1) Aplicar la definicidn de derivada en un punto mediante aproximaciones.

2) Resolver situaciones problema mediante la aplicacién de la derivada en un punto.

3) Aplicar el calculo de la derivada en un punto mediante la pendiente de una recta tangente en un
punto de una curva.

RECURSOS
Software: GeoGebra, Word, Editor de ecuaciones del Word (constituye una herramienta digital que
facilita a los/as docentes y a los/as estudiantes escribir en lenguaje matematico). Internet. Kahoot.

ORGANIZACION DEL ALUMNADO
En forma de equipos.

En esta época, lamentablemente vemos y escuchamos permanentemente en la TV a los periodistas
usar términos de la Matematica, tales como, "el aislamiento permite que el crecimiento de la canti-
dad de personas infectadas no sea en forma exponencial".

Al término de cada dia se da un parte con datos estadisticos de la Argentina y del mundo. En la
comunicacion escrita esos datos se vuelcan en forma de graficos.

La grafica que se visualiza en la siguiente pagina muestra la evaluacion del coronavirus en nuestro
pais desde el 3 de marzo hasta el 30 de marzo.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLclJ8nSI2c7KrzlQ3kkHARAvyWgFe9g1v

@ 'mportados @ Contacto estrecho ([l Transmision Comunitaria Bajo Investigacion

Fuente: https://www.infobae.com/politica/2020/03/31/coronavirus-en-la-argentina-todas-las-estadisticas-
de-la-evolucion-de-la-enfermedad-desde-el-dia-cero/

Mediante el uso del GeoGebra les solicitamos realizar la siguiente actividad (para insertar la ima-
gen es necesario que se trabaje con computadora).

1) Inserten la imagen. Se sugiere sacar la numeracion de los ejes para poder ver los datos de laimagen.
2) Usen solo la Vista Grafica.

3) Consideren como unidad en el eje x la separacion entre fecha de cada diay en el eje y los valo-
res que figuran en la imagen.

4) Estimen la razén promedio de cambio (pendiente de la recta secante) entre el 17 y el 27 de mar-
zo para cada una de las situaciones graficadas: importados, contacto estrecho, transmisién
comunitaria y bajo nivel (trabajen en archivos separados cada uno de los casos).

5) Estimen la pendiente de la recta a la curva, en cada caso, en el punto de abscisa 17 de marzo
(trabajen cada uno de los casos en archivos separados).

6) Compartan los resultados y saquen las conclusiones que consideren.


https://www.infobae.com/politica/2020/03/31/coronavirus-en-la-argentina-todas-las-estadisticas-de-la-evolucion-de-la-enfermedad-desde-el-dia-cero/
https://www.infobae.com/politica/2020/03/31/coronavirus-en-la-argentina-todas-las-estadisticas-de-la-evolucion-de-la-enfermedad-desde-el-dia-cero/

Los micros de larga distancia tienen instalado un dispositivo con indicador luminico y sonoro que
alerta a los/as pasajeros/as si el chofer excede la velocidad maxima permitida.

En las terminales, los supervisores controlan el dispositivo de manera especial cuando se produce
el cambio de temporada.

En una de las supervisiones realizadas en la terminal de Villa Gesell, se detecté en uno de los mi-
cros que llego6 procedente de la Ciudad de Buenos Aires que el dispositivo estaba desactivado.

Los agentes de control interrogan a los choferes sobre los motivos de tal situacion. La respuesta
que ambos dieron fue que ese era el primer viaje que hacian y que no controlaron el equipo en Bue-
nos Aires antes de la salida del micro.

Asimismo, cada uno sefialé que ningun/ninguna pasajero/a reclamé por el no funcionamiento del
aparato. Manifestaron también que no superaron la velocidad maxima permitida.

1) Horario de salida de la estacién de Retiro: 17.30 h.
2) Horario de llegada a Villa Gesell: 22.35 h.

3) Paradas en peajes y a los 210 km, en Dolores para el control de las cubiertas.

Los peajes se encuentran en las siguientes localidades y segun la hoja de ruta el micro pasé por
ellos en los siguientes horarios:

Localidad Horario
Dock Sur 18-18.10
Hudson 18.28 - 18.38

Samborombén 18.58 - 19.08
General Conesa 21.20 - 21.25

La parada a los 210 km en Dolores se hizo entre las 20.38 y 20.53.

Con los conocimientos que ustedes tienen pueden hacer un estimado de las velocidades a las que
fue el micro en cada uno de los tramos que recorri6 hasta llegar a Villa Gesell.

! Fuente: Diaz M, Moroni M, Restrepo F (2017). Un camino hacia la derivada: secuencia de actividades para
construir el concepto de velocidad media. Cérdoba. Revista de Educacion Matematica. V 32 N* 2. FAMAF.



D)
2)
3)
4
5)

6)

7

8)
9)

10)
11)
12)

13)

14)

15)

Busquen en Internet los km existentes entre Buenos Aires y cada uno de los peajes.
Busquen en Internet las velocidades maximas permitidas por tramo.

Estimen las velocidades medias por cada tramo.

Anoten en el cuaderno de trabajo los valores hallados.

Representen en diagrama cartesiano la distancia recorrida, por tramo, en funcién del tiempo (usar
GeoGebra, puedes utilizar la aplicacion del celular).

Representen en coordenadas cartesianas la velocidad media, de cada tramo y del tramo total, en
funcién del tiempo (usar GeoGebra).

Verifiquen los valores de los kildmetros recorridos por tramo con las areas de los rectangulos que
han quedado dibujados en el diagrama anterior.

Verifiquen el area del tramo total con la suma de las areas de cada tramo.
Intentamos encontrar la grafica de la funcion velocidad.

En el grafico de las velocidades medias, mediante el Comando Poligonal del GeoGebra, dibujen por
tramo un poligono para cada intervalo de tiempo.

Cada poligono debe cumplir con las siguientes caracteristicas: un lado es el intervalo de tiempo del
tramo, el area del nuevo poligono debe ser igual al area del rectangulo que da la distancia recorrida en
cada tramo.

Analizar en cada grafico si en cada tramo se excedié la velocidad maxima permitida.
En cada tramo expresen en qué tiempo la funcién velocidad toma el valor de la velocidad media.

Seguramente los diagramas obtenidos por los/as estudiantes seran muy diferentes entre si. Presen-
tar en plenario todas las propuestas y compararlas entre si.

Con los valores obtenidos, ¢pueden determinar si el micro superd la velocidad maxima permitida en
cada tramo? Justifiquen la respuesta.

¢Qué informacion o informaciones les parece debieran tener para saber si los choferes superaron la
velocidad maxima en algiin momento? ;Sera posible?

Desde el punto de vista de la Fisica, ¢el valor de qué magnitud se debe calcular para encontrar la
respuesta buscada? ; Como se calcula ese valor desde la Matematica?

Mediante la plataforma Kahoot.



