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La serie “Ciencias para la educacion tecnoldgica”

Con el titulo Ciencias para la Educacién Tecnoldégica, estamos planteando desde el
CeNET una serie de publicaciones que convergen en el objetivo de:

Acompanar a nuestros colegas docentes en la adquisicién de contenidos cientificos
que les permitan una mejor definicién, encuadre y resolucion de los problemas tecno-
I6gicos que se ensefan en la escuela.

Porque, en Educacion Tecnoldgica las ciencias basicas ocupan “una posicion impor-
tante aunque subalterna e instrumental (...) La tecnologia es un modo de ver el feno-
meno de la artificialidad, y de analizar ‘sistémicamente’ los objetos tecnolédgicos des-
de su finalidad y no desde los fundamentos cientificos en que se basa su funciona-
miento.” (Ministerio de Culturay Educacién de la Nacién. Consejo Federal de Cultura
y Educacién. Contenidos Basicos Comunes para la Formacion Docente de Grado.
Tercer Ciclo de la Educacion General Basica y Educacion Polimodal. “Contenidos
Basicos Comunes del Campo de la Formacién de Orientacion de la Formacion Do-
cente de Educacion Tecnoldgica”. Buenos Aires.)!
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Analisis matematico. Sus aplicaciones, el material que usted tiene en sus manos es
una version digital de la publicacion del mismo nombre que, en 1996, elabor6 el
Programa de Perfeccionamiento Docente Prociencia-CONICET?, del Ministerio de
Cultura y Educacién de la Nacién Argentina y al que desde el CeNET nos propone-
mos continuar distribuyendo?®.

PRO Ministerio de Cultura
CIENCIA y Educacién de la Nacién
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T Puede usted encontrar la version completa en el sitio web del Ministerio de Educacién, Ciencia y
Tecnologia; especificamente, en la pagina:

- http://lwww.me.gov.ar/curriform/servicios/publica/publica/fordoc/index.html

2 El CONICET es el Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas, de la Secretaria de
Ciencia, Tecnologia e Innovacién Productiva —Ministerio de Educacién, Ciencia y Tecnologia—.

3 La version de este libro en soporte papel formaba parte del Proyecto Matematica del Programa
Prociencia —CONICET-.

- La coordinacién del proyecto estaba asumida por la profesora Mirta Grines de Hanfling, la profesora
Maria Teresa Direiro y el profesor Camilo Diaz.

- El asesoramiento cientifico, desarrollado por el doctor Luis Santald.
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1. ALGUNAS APLICACIONES DEL ANALISIS
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Es conveniente que los alumnos tengan idea de cémo puede utilizarse el calculo para
plantear y resolver problemas. Después de todo, esa es la manera como el calculo
fue desarrollandose con muchisimo éxito aunque, de tanto en tanto, se cometieran
errores que impulsaron las investigaciones teéricas. Creemos que, en la mayoria de
los cursos, se insiste demasiado en la parte tedrica y no en las aplicaciones, salvo
que se entienda por aplicaciones la ejercitacién de mecanismos. De esta manera, aln
la parte tedrica so6lo es captada por pocos alumnos y olvidada rapidamente. Por esta
razdn veremos algunos ejemplos.
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{Es éste el tipo de aplicaciones al cual nos referiremos?
Enseguida encontrara la respuesta.

El calculo diferencial e integral nos proporciona herramientas matematicas para estu-
diar el cambio.

Y, como sabemos, este concepto aparece intimamente ligado con la fisica, la biolo-
gia, la economia...

Intentaremos mostrar algunos ejemplos interesantes:

Dinamica poblacional

Algunos paises deberian percibir que los trabajos de los cientificos pueden ser utiliza-
dos para lograr un mejor nivel de vida de sus habitantes.

Por ejemplo: Si es posible estimar el crecimiento de la poblacion, puede planearse el
uso de recursos publicos, programar la construccion de viviendas, etc. También hay
otras preguntas: ¢Seremos capaces de producir la cantidad necesaria de alimenta-
cion para abastecer a todos los habitantes? El mercado de trabajo, éabsorbera la
mano de obra que se formara? Etcétera.

Un economista inglés, Thomas Malthus fue uno de los primeros que se encargé de
estudiar el problema de la poblacion mundial. Segun él, si la poblacién no fuese
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controlada, creceria de tal manera que los medios de subsistencia no alcanzarian
para abastecerla.

En 1798, Malthus publicé un polémico Ensayo sobre el principio de la poblacion,
relativo a la manera en que ésta afecta el progreso de la sociedad. En éste decia que
la poblacion se encuentra limitada necesariamente por los “frenos del vicio y la mise-
ria” y que estos frenos no debian ser concebidos como “obstaculos insuperables”
para el progreso social. Malthus consideraba positivos para el desarrollo arménico
de la poblacion a las epidemias, las guerras, las plagas...

“Con la aparicion del SIDA, la discusion sobre los argumentos de Malthus ha vuelto a
aparecer: El problema de la poblacidon humana es mas complicado que lo que sugie-
ren las primeras aproximaciones que veremos (Malthus, Verhulst...). Enrealidad, hay
bandos inconciliables cuando se discute el problema.
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A titulo de ejemplo, damos un extracto de un trabajo denominado Sida y control de
la poblacion:

‘Algunos ven al SIDA como una solucién al del crecimiento de la poblacién (en Africa,
especialmente). Calculos muy elementales muestran que esto no es cierto. Por ejem-
plo, en el siglo XIV, la peste negra eliminé mas de la mitad de la poblacién de Europa;
pero, a mitad del siglo XVIl la poblacion llegd al numero que hubiera alcanzado, en esa
misma época, sin que hubiese habido la peste negra. La violencia desde 1914 a 1945
mat6 a 200 millones de personas; sin embargo, el efecto apenas se notd con los censos
de 1970. En el tiempo de Malthus, el aumento de la produccién debida a la revolucién
industrial, produjo un aumento explosivo de poblacién. Pero, después del gigantesco
cambio producido, actualmente, la poblacion de paises ricos —incluso Japdn-, se acerca
al indice cero de crecimiento, habiendo pasado de expectativas de vida de 25 arios a
75 anos. Otros paises estan desarrollandose y parecen entrar en la fase anterior a la
disminucién de las tasas de natalidad y de mortalidad. Por ejemplo, China e Indlia.
China ha reducido su mortalidad infantil a 42 por mil y la India a 142 por mil. El analfa-
betismo femenino ha caido al 66% en India y al 38% en China. El nimero medio de
hijos por familia en India ha caido de seis a cuatro y en China es de 2,3 (muy cerca del
crecimiento cero = 2,1). Como acelerar el paso de estos paises es la principal tarea de
las organizaciones; el Sida no debe interferir. La solucién a la conclusién de Malthus

1

esta en la vida y no en la muerte’.

' Piel, Gerard. “Sida y control de la poblacién”. Scientific American. Febrero 1994.
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El modelo de Malthus
Malthus, para construir su modelo, supuso que, en un intervalo de tiempo At, las
cantidades de nacimientos y de muertes son proporcionales al tamano de la pobla-

cion y al intervalo At.

En una primera aproximacion, la suposicién de Malthus es razonable, porque es de esperar
que el nimero de nacimientos aumente con la poblacién y lo mismo el nimero de muertes.

Intentaremos traducir en términos matematicos estas reflexiones.
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Llamaremos P (t) a la poblacién existente en el instante t.

ndmero de nacimientos = o P() . At o, constante
ndmero de muertes = B.P().At [ constante

&Qué representan las constantes oy 7

* |a constante o es la tasa de natalidad.
* la constante f§ es la tasa de mortalidad.

En nuestro pais, el INDEC, Instituto Nacional de Estadisticas y Censos, se encarga de
determinar estos valores para diferentes periodos de tiempo.

Conociendo el nimero de nacimientos y de muertes en el intervalo At, podemos
calcular cuanto varié la poblacién en dicho intervalo:

AP =P{t + At)—P(t) = a.P(t).At— B.P(t)./_\.t
Entonces:
AP =(o— B)P(t).At

0]

AP
T (o —PIP(t)

Si hacemos tender At a cero, obtenemos:

dpP
i (o —P)P(t) @

Las ecuaciones en las que aparecen derivadas se llaman ecuaciones diferenciales. La
ecuacion recuadrada (1) expresa que la variacién instantanea de la poblacion es direc-
tamente proporcional a la poblacion en cada instante: Si multiplicamos P (t) por 2, el
primer miembro se multiplica por 2. Es muy frecuente que, al intentar construir un mo-
delo de un fenédmeno, aparezcan ecuaciones que envuelvan variaciones de cantidades.

Observacion: Se comprende que o y 3 varian cuando el periodo es prolongado;

pero, para periodos razonablemente cortos se pueden tomar constantes, lo que per-
mite obtener conclusiones.
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ACTIVIDAD 1.1."

¢{Qué le parece a usted que sucedera con una poblacién si su tasa de
natalidad es mayor que la de mortalidad, en un periodo de tiempo? Y, ési
es menor? {Qué sucedera si ambas tasas son iguales?

Veamos si las conclusiones que pueden extraerse de la ecuacion estan de acuerdo
con lo que nos indica la intuicion.

Si la tasa de natalidad o es mayor que la tasa de mortalidad 3, la poblacién debera
crecer.
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En la ecuacion (1), P (t) es positiva para todo t

ACTIVIDAD 1.2. -

é{Por qué?

También o - > 0.

Entonces, nos queda:

d_P > (0 paratodot

dt

Pero, sabemos que si la derivada de una funcién P es positiva para todo t, entonces
la funcién P es una funcion creciente.

El modelo presentado concuerda con lo que la intuicién decia que deberia pasar.

Veamos el caso de que a < B. Aqui esperamos que la poblaciéon disminuya. En
efecto, al ser a < 8, o — B < 0y, entonces, en la ecuacion (1):

dP
— <0, indicando esto que la funcién P es decreciente.

dt

ACTIVIDAD 1.3.

Le dejamos para que usted analice el caso o = .

;Y cémo resuelvo esta ecuacion?
yo sé resolver x+5=7; x*+3x-1=0,
pero estas cosas raras...

5 Encontrara las respuestas en la ultima parte del médulo.
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Resolver la ecuacion diferencial planteada significa encontrar una funcion P(t) que ‘%
cumpla: 5
2
dP c
" (a—P)P(t) :
[$]
3
que podemos expresar: u‘;
I
dP ™
—=(a—-p)P 2
dt P
0
C
dp 0
? = (OL — B)dt

y, si integramos entre el instante inicial ty el instante t, nos queda:

P dP t
W =) @t

IHP%=(OL—B)(t—to)

P (@ B)t-to)
PO

P= Poe(otfﬁ)(t*to) (2)

Conociendo la poblacion mundial P(t,) ~poblacion al inicio de nuestro estudio-y las
tasas de natalidad y mortalidad, podemos construir una funcién que describa la evo-
lucién de la poblacién, segun los principios de Malthus.

Demos un gréafico aproximado de P(t) para diferente valor de o y 8. Habiamos con-
cluido que si a. > B, la funciéon P (t) es creciente.

ACTIVIDAD 1.4.

Verifigue desde la segunda férmula que la funcién encontrada es creciente
para todo t.

Caso > f3

0 t




ACTIVIDAD 1.5.

Si a < B, hemos dicho que P (t) es decreciente. {Cémo puede corroborar
esta conclusion desde la segunda formula (2)?

P 4

P (t,)
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o<p

-V

Algunos alumnos opinan que este modelo presentado no es correcto porque, siendo
o < B, la poblacién deberia extinguirse en algun instante, y eso no es lo que se
observa en el gréfico.

ACTIVIDAD 1.6.

(Es correcto este razonamiento? ¢Considera que el grafico dibujado es
correcto?

ACTIVIDAD 1.7.

Por ultimo, si o = 3, sabiamos que la poblaciéon permanece constante. La
funcién P(t) encontrada, {cumple con esta conclusion? éPor qué?

Casoa=f

Observaciones: El analisis es similar cuando se tratan poblaciones de animales, pla-
gas vegetales, etc.



Nos parece que éste no es el trabajo “rico” que deben realizar los alumnos. Los méto-
dos de resolucion son la parte menos interesante del trabajo que les proponemos.
Claro que no siempre se dispondra de un método para encontrar la solucion explicita
de una ecuacién diferencial. En verdad, podriamos decir que la cantidad de ecuaciones
que poseen soluciones explicitas es practicamente nula en comparacién con aquéllas
que no las tienen. Pero, existe gran variedad de métodos aproximados para resolver
ecuaciones diferenciales, algunos de los cua-les trataremos mas adelante.

¢Qué significa comprender una ecuacion diferencial?

“Newton invent6 las ecuaciones diferencia-les para describir movimientos de
los cuerpos bajo gravedad. Su enfoque, como un lenguaje apropiado para
establecer leyes fisicas y construir modelos, circunda todas las ciencias.

Hay una gran discrepancia entre esta vi-sién y los cursos usuales sobre ecuaciones
diferenciales que, a menudo, consisten en una serie de trucos para hallar férmu-
las de solucién. Pero, sucede que muchas ecuaciones di-ferenciales no admiten
soluciones elementales y, aln cuando las admiten, su bdsqueda oscurece la
pregunta esencial: £{Cémo se comportan las soluciones?”¢

LV
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Isaac Newton (1642-1727). Nacié en Woolsthorpe,
Inglaterra. Fue un destacado matematico y fisico.
Desarrollé el célculo infinitesimal en forma
paralela a Leibniz.

Modificaciones a los cursos sobre las ecuaciones diferenciales

“Muchos estudiantes son eficientes para los célculos pertinentes; pero, si los
interrogamos, veremos que el conocimiento sobre los conceptos basicos es
deficiente. Ensefiar como hallar soluciones explicitas para ecuaciones cuida-
dosamente seleccionadas es menos importante que ensefiar cémo se recono-
ce un problema que involucra ecuaciones diferenciales y como se interpretan
las soluciones.”

8 Hubbard, John. 1994. The College Mathematics Journal. Universidad de Yale. Noviembre. 1994.
7 Blanchard, Paul. 1995. The College Mathematics Journal. Universidad de Yale. Noviembre. 1995.
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Pero, volvamos al modelo de Malthus. Si observamos los graficos, para o > f la
funcién P(t) crece indefinidamente a medida que t aumenta.

Si esto fuera asi, llegaria un momento en que no habria méas espacio en el planeta. La
ley de Malthus resultd, en la practica, no ser eficiente para estimar poblaciones en los
paises desarrollados; pero, sirve para estimar poblaciones a corto plazo en paises
subdesarrollados y también para ciertas poblaciones de microorganismos en perio-
dos limitados de tiempo.

* Elmodelo de Verhulst
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Teniendo en cuenta otros factores como son: condiciones sanitarias, de alimenta-
cion, de vivienda, etc., Verhulst propuso, en 1837, una modificacién al modelo de
Malthus.

En este nuevo modelo se supone que la poblacién de una cierta especie, viviendo en
un medio determinado, alcanza un limite maximo. Llamaremos P _aesta poblacion

limite que cumple lim, , P(t)=P, , siendo P(t) la poblacién existente en cada
instante.

Las reflexiones de Verhulst mejoraban el andlisis de Malthus, teniendo en cuenta la
observacioén de que la poblacion no puede crecer indefinidamente porque, en algin
momento, la restriccidn de recursos, la apariciéon de predadores... moderara el creci-
miento hasta estabilizarlo.

Intentaremos analizar cémo Verhulst ha traducido matematicamente estos presupuestos:

dpP
e f(P).p 3)

siendo :

f(P) = x.(PL _Pj, A>0  (4)

Observemos que la diferencia entre la ecuacién 1 del Modelo de Malthus y la ecua-
cioén 3 es que, en esta Ultima, aparece una funcién f(P) que multiplica a P y no una
constante. El factor de proporcionalidad ha sido sustituido por f(P). En el modelo de
Malthus el factor de proporcionalidad (&4 - &) era constante durante el periodo de
tiempo de estudio.

Analicemos un poco la funcién f(P):

P —P

f(P)=X.[ ] con A>0

L
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Esta funcién es unarecta: 0
0
A 0]
|_
f(P) C
0
(6]
®
A S
O
W
8
g
®
[0}
()]
]
0
C
- 0
1 > O
0 PL P

Del grafico vemos que, cuanto menor es P, mayor es f(P); y que este factor de propor-
cionalidad decrece linealmente cuando aumenta P.

P —-P
De la formula f(P)= 7‘{ LP J

L

PP
podemos deducir que, para P pequefoy |P - P | grande, P es aproximada-
L

mente 1.

Esto nos indica que el modelo de Verhulst, bajo estas conclusiones, se comporta
como el modelo de Malthus.

Construyamos, finalmente, la ecuacién diferencial para este nuevo modelo. De (3) y
(4) tenemos:

d_P_)b P -P
d

= H’JP A>0 (5

En general, en cuanto aparece una ecuacion diferencial, tratamos de resolverla. Sin

embargo, hay otras alternativas. Por ejemplo, en este caso, podemos hacer el grafico
dP
de ™

dt

en funcién de P

2
dP_, o AP
dt P,

ACTIVIDAD 1.8.
%1% = AP—PL p2
¢De gué funcidn se trata, en este caso? L

gl_)_“

dt
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¢Qué nos dice este grafico respecto a P(t)?

PL - . s dP .
Cuando P(t) =—- tenemos la maxima tasa de variacién de P (——es maxima)

2 dt

Llamemos t,, al instante en que esto ocurre. Entonces, t = t,, es un punto de inflexion de
la curva P(t), porque se anula la derivada primera de que es la derivada segunda de P (t).

Ademas, parat < t,, es positiva, lo que indica que P(t) esta creciendo.

Parat > t,,, es positiva; luego, P(t) continda creciendo.
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ACTIVIDAD 1.9.
¢Hay diferencia entre el crecimiento de P parat < t,, y el crecimiento de P

parat >t ? (Estd creciendoPent =17

Ahora, éexiste siempre este punto t,,? Recordemos que un dato importante para
nuestro modelo es el valor de la poblacion inicial P, (poblacién existente en el mo-
mento en que comienza el estudio).

El grafico anterior nos da nuevamente la respuesta.

P
si Py = 7L , existe t,, y el gréfico de P(t) tiene un punto de inflexion.
i

p L
P ,

2 :
P, |

t t, t

Observemos que, para valores de P pequerios (cuandot, <t <'t), la funcion P(t)
crece en forma similar a lo que sucedia en el modelo de Malthus. Ya habiamos anali-
zado que para P pequenoy |P - P | grande, ambos modelos se aproximaban.

P,
Si 7L <Py <P, noexiste t,, ¥ P(t) es unafuncion que crece cada vez mas lentamente.

P a
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Observacion didactica: Consideramos que el modelo de Malthus es sencillo y pue-
de darse en los cursos en cuanto se conocen derivadas, porque sin hablar de integra-
les se puede comprender el proceso inverso de pasar de la derivada a la funcién. La
aproximacion de Verhulst es mas complicada y llevaria tiempo; pero... éno se pierde
demasiado en largos ejercicios de ecuaciones diferenciales homogéneas, por ejem-
plo? Recordemos que la pregunta del alumno “éPara qué sirve?” es razonable.

Sirve para

Y ésto, ¢ para qué
sirve?

Ciencias para la Educacién Tecnoldgica

¢Es verdad que los alumnos aprenden a pensar resolviendo ecuaciones diferenciales?

* Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
Para resolver muchos problemas es necesario resolver ecuaciones del tipo:
dy
. yP(x)=o(x) con y(a)=b
X

Nos limitaremos a dar la solucién general:

yeIP(x)dx _ J-ejp(x)dxq)(x)dx [y

La deduccién puede encontrarse en cualquier texto. Nos interesan mas las aplicacio-
nes a la resolucién de problemas.

Ejempilo:

Resolver
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W]
0
3
o Aplicamos [(1)]
" yX= jx.x3dx
el
3 X’
S yx=—+C
D 5
© 4 1 C
o y=—+Cx"' 2=—+4—
T 5 1
[o}
(0]
8
0
N La solucién requerida es:
3
= x’ +=x7
Y 5

Problema: En el momento inicial (t=0), un tanque contiene Q,g. de sal disueltos en
5 litros de agua. En t=0, comienza a entrar en el tanque agua que contiene 1 g. de sal
por litro, a razén de 2 litros por minuto. Hay un mecanismo que permite una buena
disolucién. También en t=0, sale la solucion a 2 litros/minuto. Hallar la cantidad de sall
como funcién del tiempo.

Q g, 1 QO, I

dt I min 51 min
dQ
—=2-0,4Q(t
" Q(t)
dQ

=< 40,4Q(t) =2
i Q(t)

d
Es una ecuacion del tipo %Jr y PX)=Q(x)

. P(x)dx
Puede resolverse mediante y eI

_ IQ@mP“de

En el caso del problema:

Q 4 J‘Zeo,mdt

Q e0,41 — 560’41+C
Q = 5+Ce™"

Ent =0, Q = Q,(cantidad de sal inicial).

* | a cantidad de sal que sale es variable: Si en un momento hay Q(t), cada litro contiene Q(t) |/ 5
gramos de sal.



En consecuencia, Q=5+ CyQ,-5=C

La solucién es, entonces:

Q=5+(Q, ~ e

Vamos gepresentar la funcion, para Q=10

Ciencias para la Educacion Tecnoldgica

10 1
- t Q
= 0 10
1 5+ 5e%=835
; 2 5+5e08=724
i 4 5+ 5e'6= 6,01
- t 10 5+ 5e*=5,01
1 1 i 1 1 1 1 S . | 4»
0 10

Variante: Se puede estudiar el caso en el cual el flujo de entrada y salida sean distin-
tos. Por ejemplo si, en el problema anterior, entran 2 litros/minuto y salen 3 litros/
minuto.

Tendremos:

Q _ g, I _Qv;1
dt ]l min 5-t min

¢Por qué el denominador 5 —t? Porque, ahora, el contenido del tanque disminuye,
siendo 5-t, pues pierde 1 litro/minuto. Entonces, la proporcion de sal a la salida, es:

80}
5-t

Q(t) (sal presente en el momento 1)
5 —1t (volumen en el momento t)

Este cociente da la cantidad de gramos de sal por litro en el instante t.

La ecuacion diferencial sera:

9Q_, Qw4
dt 5-t

dQ. 35—

dt +5—tQ(t) 2

P(t) = % | %dt =3[-In(5-t)]=In(5 1)

eIn(S—t)’3 _ (5 _ t)_3




N

La solucién estara dada por:

Q4
10
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-

1 2 3 4 5minut075

Q)(5-1)7* =2 j (5—t)7dt
QG- =(5-H7+C
Q(t)=(5-1)+C(5-1t)’°

Supongamos que Q,=10.

10 =5+ C.125 C=1/25
Q(t) = (5-t) + 1/25 (5-1)°

t Q

0 10
Se observa que, parat = 5 minutos, no 1 6,56
hay solucién en el tanque, lo que coin- 2 4,08
cide con el hecho de que el tanque pier- 3 2,32
de 1 litro/minuto. 4 1,04

5 0

Hay mas variantes. Nuestro propésito no ha sido dar un ejemplo complicado. En las
clases de calculo, muchas veces se resuelven (en general, sin analisis) ecuaciones
mas engorrosas.

Un problema de biologia

Vamos a considerar el caso de una enfermedad que se expande a través del contacto
entre enfermos y sanos. En una primera aproximacion, supondremos que se trata de
una comunidad cerrada (donde no se producen ingresos o egresos).

Adoptaremos la notacion:

S = S(t) nUmero de personas sanas y susceptibles de contagio.
= I(t) nUmero de enfermos susceptibles de contagiar.



N
N

El s6lo hecho de leer y comprender el significado de las variables es un ejercicio
interesante.

Para no complicar el modelo, aceptaremos que:

a) larecuperaciéon de un enfermo no supone inmunidad: puede contraer nueva-
mente la enfermedad;

b) el periodo de incubacion es pequefo y no se aisla a los enfermos;

c) la poblacién total N es constante;

d) elaumento de infectados es proporcional al niUmero de encuentros sano-infec-
tado y la disminucién de infectados es proporcional a I.
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Resulta Gtil analizar y discutir las hip6tesis; contribuye a la formacién del alumno.

&Qué sucede si modificamos las hipétesis? Si, por ejemplo, se aisla a los individuos
o si el periodo de incubaciéon es grande.

Comentario: Generalmente, al construir modelos, se hacen estas hipotesis que los
simplifican. Se sigue el camino que tan buenos resultados produjo en Fisica. En
principio, se estudian modelos simples que luego se complican para profundizar la
investigacion.

El paso siguiente sera expresar el problema empleando los simbolos de la matematica:

ﬁz—aSIH}I a>0 B>0

dt

dI

i oSI-BI S(t)+1(t)=N (1)

o es la constante de proporcionalidad de transmision de la enfermedad y & la cons-
tante de proporcionalidad de la disminucién de infectados.

Hay que advertir que S e | son funciones de t.
No hay que pasar por alto la “lectura” del sistema. {Cudl es el significado de E ?
AS

Quizas convenga pensar en E : cambio del nimero de sanos en un intervalo At.

Los “sanos” disminuyen (-aSl) proporcionalmente a la frecuencia de intercambios y
aumentan cuando se curan infectados (I; § constante de recuperacion).

Andlogamente, se lee la segunda ecuacion.

ACTIVIDAD 1.10.

¢{Con qué hipdtesis se vincula larelacion S (t) + | () = N?

Intentaremos la resolucién, teniendo en cuentaque S = N-1 (2)

dl
— =a(N-DI-pI
g~ M(N-DI=P




N

©

9

‘%» Separamos las variables:

C

0]

2 S

9 a(N-DI-pI

[¢]

©

S . di =dt (3)

I —al” +(aN-B)I

8

g

g Descomponemos en fracciones:

0

ko

% 1 _a b

0 I[(—al+aN-B) I —al+aN-f
1 _a(-ol+oaN-B)+bl

[(—al+aN-p) [(—al+aN-p)

1 _ I(-aa.+b)+a(aN-f)

I(—al+aN-B)  I(-al+aN-p)

(I esvariable)

En consecuencia:

—aa+b=0 aa=Db

a(aN-p) =1 a= b=

Reemplazando:

I 1, « 1 dI = dt
oN-BI aoN-B-al+aN-f

Integrando:

! Inl— 1BIn(—aI+aN—B)+InC:t

oaN-f oN —
IC' aN-p
Inf —— =t
(—ocI+ocN—BJ

C'1 aT-B_et
—ol+aN-f

C'1 — ol(oN-P)
—ol+aN-f




N

Despejamos | y obtenemos:

(aN—B)

C'e NP 4 o

4)

Debemos hallar la constante. Para t=0, el nimero de infectados sera l-
_aN-
C'+a
_aN-B-Ia
I0

Iy

C'
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Sustituyendo en (4):

aN -

aN- o et N 4 g
I,

I=

| expresa el nUmero de infectados a través del tiempo.

a, B, N, I, son constantes. Cuando ttiende a infinito, el nimero de infectados tiende a:

oN-p__B
(0 (0

ACTIVIDAD 1.11.

¢Qué informacion nos brinda esta conclusion?

De la misma manera que hemos hecho en el ejemplo del Modelo de Verhulst, pode-
mos analizar la ecuacién (3) y dar un gréfico aproximado:

dI ,
—=—al" +(aN-p)I
" ( B)
ACTIVIDAD 1.12.

Le pedimos que grafique —— en funcidn de |, antes de continuar con la

dt

lectura.

ACTIVIDAD 1.13.

¢Qué conclusiones puede obtener, desde este grafico, con respecto a I(t)?




0
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ACTIVIDAD 1.14.

¢{En qué instante la cantidad de infectados cambia con mayor rapidez?

Un grafico aproximado para I(t) es:
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14
Io\v
, n-P
(04
si I,> N—E
o
14
N_B
o
I, i
t* tr

Si IO< N-—

ACTIVIDAD 1.15.

¢Puede explicar por qué estos graficos corresponden a l(t)?

ACTIVIDAD 1.16.

Queda como actividad para usted analizar y dar un gréafico aproximado de
la funcién S(t). Recuerde que esta funcidn representa la cantidad de perso-
nas sanas, que aparece en la primera ecuacién del sistema (1) y que puede
expresar | como N-S usando la expresion (2).

» Sistemas de ecuaciones diferenciales y matrices

Consideremos un modelo referido a un sistema predador-predado que, en este caso,
suponemos corresponde a zorros y conejos.
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El modelo, en su expresién matematica, esta dado por el sistema:
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9 040-027

dt

92 01c+0.12 1]
dt

Vemos que el nimero de zorros aumenta proporcionalmente al nimero de conejos y
al niUmero de zorros. El nUmero de conejos aumenta con el nimero de conejos y
disminuye con el nUmero de zorros.

Este sistema puede reescribirse asi:

de
dt

X= ¢ y d—X:
Z dt dZ
dt

De esta forma, nos queda el sistema en forma matricial:

a | (04 -02)(c

dz 01 0,1 )\z

O sea:

dx 0,4 -0,2
ZoAX | A=
dt siendo (0’1 0.1

Una solucidn de este sistema es, entonces, una matriz del tipo:
c(t)
X =
z(t)
Cuyos elementos son funciones que resuelven el sistema planteado. Teniendo como

dx

base la solucién general de la ecuaciéon E =aX (vista en el modelo de Malthus) que

es x = k . e®, veremos si existe para el sistema propuesto, una solucién del tipo:




N

N (c(t)] (a].e“
2() b
dx d (ae“] (?Lae“] (aj .
—=— = =\ e
dt dt{ be™ Abe™ b

dx

Para que X sea solucién, debemos tener —— = A.X

dt

X
Calculemos ——:

dt’
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Entonces, nos queda la ecuacion:

O sea:

a
Si pensamos a (bj =V como un vector de R?, la Gltima ecuacién se escribe:

AV=AVv

Que no es mas que la ecuacion de autovalores y autovectores de la matriz A.

Con este razonamiento, podemos concluir que X = v. € es solucidn del sistema de
ecuaciones diferenciales planteado siy sélo si, A es autovalor y v es autovector de la
matriz A.

Entonces, nuestro trabajo serd ahora calcular los autovalores y autovectores de A.
(Pensemos que cuando estudiamos este tema en Algebra lineal, no siempre le encon-

trdbamos aplicacion).

Resolvemos el determinante:

04-1 -02 _
01 0l-2

A?2-0,51 + 0,06 =0, cuyas raicesson A, = 0,3y A, = 0,2
Si escribimos

Podemos hallar autovectores correspondientesai, y A,

Para i, = 0,3 0,1x,-02x,=0 v, =(2,1)
Para, = 0,2 02x,-02x,=0 v,=(1,1)
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Entonces, dos soluciones del sistema son:

2 1

Como 7*1 * kz » Xy, X, SON soluciones independientes del sistema.
. (X)) _ _
Como el conjunto de las soluciones > = X, () del sistema planteado es un espacio
2
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vectorial V de dimensién 2, dos soluciones independientes generan este espacio. Esto
nos indica que toda otra solucién X es combinacion lineal de x, y x,. Entonces, la

solucién general del sistema es:

Siendor, yr,constantes.

Esta solucién puede escribirse:

{c(t) =2r, e +r,e"™

z(t)=r, e +r,e {

Si la poblacién inicial es 1000 conejos y 100 zorros, resolviendo el sistema obtene-
mosr, =900y r, = -800.

ACTIVIDAD 1.17.

éCuantos conejos habra, aproximadamente, luego de 10 anos?
De acuerdo con los célculos, segun este modelo, las dos poblaciones tenderan a

aumentar indefinidamente, lo que es contradictorio con las observaciones de la reali-
dad. Tendremos, entonces, que mejorar el modelo

* Otra forma de pensar la resolucion del sistema [1]

El sistema [1] escrito en forma matricial es:

de
at 0,4 -02)\(c
dz 0,1 0,1 )z
dt




W

Al escribir la matriz A en la base de autovectores, obtendremos la forma diagonal de
esta matriz, que es:

1 -1) (04 -02) (2 1) (03 0
-1 2 01 01 1 1) |0 02
p-1 A P

(Matriz de Matriz
autovectores)  diagonal
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En las nuevas coordenadas, el sistema [1] se reduce a uno mas simple:

dc'
—=0,3c¢'
dt
[2] ;
ZI
—=0,27'
t
Ahora, las soluciones son faciles de hallar:
Inc'=03t+r, c'=e>" c'=k, e
Inz’=0,2t+r, z'=e%*"" z'=k,e*

Como deseamos la solucion del sistema original, debemos “volver” a la base candnica.

Podemaos escribir el sistema [2] asi:

dc'

gl (03 0Yc
dz'| (o 02z

dt

Sélo falta pasar de (c’, 2') a (c, 2):
2 1 kleO,3t 2kleO,3t + k2e0,2t
1 1 kzeo,zt - kleo,st n kzeo,zt
Las soluciones del sistema (que pueden verificarse) son:

{c =21 +r,e "

z=r,e"% +r,e”
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Comentario: Con este ejemplo, pretendimos ilustrar una aplicacion que integra dos
ramas importantes de la Matematica: el Analisis y el Algebra Lineal.

Sabemos que, seguramente, resultara provechoso para usted, no para sus alumnos
del nivel medio que, sin embargo, se beneficiaran con los conocimientos del profesor.
Juegos de azary series

En estos juegos, una persona apuesta una cantidad de dinero para participar, reci-
biendo un premio en caso de acertar.
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Los banqueros deben calcular el valor de apuestas y premios, de manera tal que los
valores no desalienten al jugador pero sean una fuente muy probable de ganancia.

Supongamos que un jugador
gana $10 si, al tirar una moneda,
sale cara.

N es el numero total de juegos, n, es el nimero de veces que sali6 cara y n, et
numero de cruces. La cantidad que recibi6 la banca es A.N (siendo A el valor de la
apuesta). Sila banca repartiera en premios todo lo que recibe, tendriamos:

AN=10n, +On,

A=1024 4028
N N

n, n
Al hacer grande N las frecuencias relativas FA YFB tiende a las probabilidades de
en el limite:

A=10(0,5) +0(0,5) =5

Para que el juego sea equitativo, la participacién en cada sorteo debera ser de $5.
También podriamos calcular la ganancia esperada, determinando el valor me-dio
correspondiente a la tabla.

Cara Cruz 5 _ oo
Gana +10 10 1 anancia es;pera a_—
Probabilidad 0,5 05 0(0,5 +(-10005=0

ACTIVIDAD 1.18

En la ruleta hay 37 nameros (0,1,..., 36). Si apostamos $1 a un nimero y
acertamos, ganamos $35. Hallar la ganancia esperada para el jugador.




0
0

Ciencias para la Educacion Tecnoldgica

El juego del “seis”

Se tira un dado hasta que salga un 6. Si el jugador obtiene 6 recién en la tirada N,
recibe $N. {Cual debe ser el valor de la apuesta para que el juego sea equitativo?
Si el jugador saca 6 en primera jugada, recibe $1 (probabilidad 1/6).

Si el jugador recién saca 6 en segunda jugada, recibe $2 (probabilidad 5/6.1/6; por-

que, para obtener 6 recién en segunda tirada debe darse que no salga en primera'y
que salga en segunda).

ACTIVIDAD 1.19.
i
Si el jugador saca 6 en el tercer tiro, ganara $3 con una probabilidad de [—j g

é{Por qué?

Para N tendiendo a infinito, el valor A de la apuesta debera ser:

2 3
A:1.1+2.§.l+3(§] l+4(§j l+ )
6 6 6 6) 6 6) 6

Tenemos que analizar si esta serie tiene limite.

Recordamos que, en las sucesiones geométricas, la suma parcial enésima es:

Sn:all_q
I-q
Ejemplo:
1 2 4 8
—4—+—+—
3 9 27 81

1-= -
3 3
1 2
Si tenemos infinitos términos 5 + 5 + 2— +..., el limite de la suma sera:
limS, =lm-———>-"—=1
2
n—oo n— o 1—-=

Pero, sucede que la serie (1) no es geométrica y deberemos apelar a algun truco para
hallar la suma:



N

2 3 n-1
S, =1.l+2.§l+3 > l+4 el +...+n EA N
6 66 6) 6 6 6 6

2 3 n-1
6S, :1+2.§+3(§) +4(§j +...+n(§j
6 6 6 6

2 3 n
SSn:§+2 el +3 > +..+n el
6 6 6 6

2 3 n
Sn:1+§+ el + el +..—n el
6 \6 6 6

Salvo el Ultimo término, tenemos una serie geométrica tal que:
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&)
lims, :lim—65:6 y limn(%) 0

n—eo noe 1—— n—oo

El valor de la apuesta es $6.

ACTIVIDAD 1.20.
En clase, un alumno reflexioné: Si el dado tuviese 12 caras equiprobables, la
apuesta deberia ser de $12. {Es correcto lo afirmado? Y, ési tuviera p caras?
Observacion: Tenemos otro modo de calcular la suma de la serie (1).
La serie es del tipo:

S:é(1+2q+3q2 +4q  +..+(n-1)q" +..)

ACTIVIDAD 1.21.

El paréntesis puede obtenerse derivando término a término la serie:
2 4
S, =q+q +q +..+

q

Cuya suma es 1— q

&{Por qué?

Puede probarse, aunque no lo hacemos, que la suma de (1) puede obtenerse deri-

1
vando la suma S, y multiplicando por g :
s-1_4 . LN S
6 (1—-q) 6
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Nota historica

Uno de los matematicos que trabajé con series fue Euler, a pesar de que lo hizo con
una falta de prevision evidente. Sin embargo, esto no le impidié contribuir de manera
importante al estudio de las series infinitas mediante el aporte de resultados muy
originales.

Por ejemplo, usando el desarrollo en series de la funcion sen x encuentra el valor de
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roir.1,

12 22 3 7 6
Y, de la misma f bti i+L+L+ _n
, de la misma rtorma, obtiene que 14 24 34 90
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2. RELATOS DE EXPERIENCIAS DE CLASE
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Tema de trabajo: Maximos y minimos de funciones

En esta parte del trabajo queremos contarle algunas experiencias que hemos realiza-
do en 5°y 6° afo de una escuela técnica. Es importante destacar que se trata de un
grupo de alumnos que ha pasado por valiosas experiencias de aprendizaje, previas al
curso que se relata. El objetivo es solamente mostrar cémo, si dejamos trabajar a los
alumnos, de manera que puedan hacer conjeturas, propo-ner hipétesis de trabajo,
discutir soluciones erradas —en una palabra, “hacer matematica”—, podemos obtener
resultados sorprendentes. A lo mejor, usted puede usar el material para probarlo en
su clase, modificarlo segun el nivel de sus alumnos, etc. Advertimos que estos proble-
mas se analizaron antes de «ensefar» la teoria de extremos.
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Experiencia 1

Tenemos una plancha rectangular de cartén de 40 cm de largo y 30 cm de ancho. Se
corta un cuadrado en cada esquina, tal como se indica en linea punteada en la figura 1.

40

30

Figura 1 Figura 2

Luego, damos vuelta los bordes de manera que se forme una caja abierta (Figura 2).
¢Es posible elegir la longitud del lado del cuadrado que se recorta para obtener una
caja con el mayor volumen posible? Justificar. En caso afirmativo, determinar la longi-
tud del lado del cuadrado.

El problema es conocido; pero, o que proponemos es otro tratamiento.

* Obijetivo: Que los alumnos intenten resolver el problema por caminos no conven-
cionales. También, que perciban como el conocimiento de los extremos de una
funcién les permitird encarar problemas de optimizacion del tipo presentado.

¢Qué sucedié en clase?
Los alumnos comenzaron probando con algunos ejemplos y observaron que el volu-

men variaba al cambiar la longitud del lado del cuadrado. Este paso es im-portante
porque exige comprender el problema.

X largo ancho altura volumen
1 38 28 1 1064
2 36 26 2 1872
3 34 24 3 2448




N

Algunos construyeron la funcién volumen V= (40 - x) (30 - x) x, y quisieron graficarla;
pero, se encontraron con inconvenientes. Algunos sugirieron graficarla haciendo lo
mismo que en la parabola, esto es, encontrar las raices (que como es cubica, dijeron,
van a ser 3) y, una vez halladas, el punto medio entre dos de ellas seria uno de los
vértices de la funcion cubica, lo que implicaria hallar los maxi-mos y los minimos.

Entonces, les preguntamos: ¢Pueden extenderse a la parabola cubica las propieda-
des de la cuadratica?

Como no consiguieron dar una respuesta, eligieron seguir otro camino. (La propues-
ta de buscar una similitud entre la funcién cuadratica y la funcién cubica, aparecié en
un articulo de una revista inglesa referida a alumnos griegos, que mas adelante co-
mentaremos).
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Se les pregunté qué herramientas conocian que les permitieran obtener informacién
sobre la funcién buscada.

Como desde el comienzo del estudio sobre derivadas insistimos acerca de la infor-
macion que brinda la derivada de una funcién respecto de dicha funcién, los alumnos
propusieron calcular la derivada.

La derivada de la funcién volumen es una funcion cuadratica y ésta si puede ser
dibujada. A partir del grafico de la derivada, dieron un grafico aproximado de la

funcién volumen y asi hallaron la longitud x buscada.

Aqui, nuevamente, debemos aclarar que durante el desarrollo del tema de derivadas
se trabajaron problemas del tipo siguiente:

Dado el grafico de f', dar un grafico aproximado de f.

ACTIVIDAD 2.1.

Un solo grupo de trabajo encuentra que 0 < x < 15. {Por qué debe ser éste
el dominio?

¢Qué sucedid con los alumnos griegos?

Cuando trabajamos con la funcién que surgio en el primer problema presentado en
esta seccidn, dijimos que una de las propuestas de los alumnos fue representar la
funcién cubica “haciendo lo mismo que en la parabola”, encontrando las raices (que,
como es cubica, “son tres”) y, una vez halladas las raices, en el punto medio entre
dos raices sucesivas estarian los vértices.




Este camino, que fue abandonado por nuestros alumnos porque no consiguie-ron
justificarlo, fue continuado por un grupo de alumnos griegos y aparecio en la revista
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, Volumen
23, Numero noviembre-diciembre. 1992.

Se resumen algunas partes de este articulo:

Comenzaron trabajando con la funcién f(x) = x® - 4x, con el objeto de encontrar las
coordenadas de un maximo local o relativo.

Uno de los alumnos calculd las raices y hallé los puntos medios entre dos raices
sucesivas, obteniendo x, = -1 0 x, = 1 como posibles coordenadas de los extremos.

La propuesta de este alumno fue aceptada por muchos estudiantes.

¢Como estan seguros que esto es valido para todas las funciones ctbicas?, pregunté
el autor.

Algunos alumnos propusieron buscar en los libros de texto funciones cubicas que
estuvieran graficadas y verificar silo conjeturado era cierto. Con este trabajo, conclu-
yeron que la conjetura no era correcta.

Uno de los estudiantes se pregunto si existia alguna funcion cubica con un extremo
cuya coordenada x fuese el punto medio entre dos raices sucesivas.

Los estudiantes no tenian idea de cémo comenzar, ya que no podian probar las
infinitas funciones cubicas que existen. El docente propuso buscar en los textos de
célculo, para ver si conseguian hallar algin ejemplo de este tipo.

Le proponemos a usted
que investigue esta
cuestion, antes de se-
guir leyendo.

Al no encontrar ninguna funcién cubica con esta caracteristica, propusieron la si-
guiente conjetura: No existe una funcién cubica con un extremo cuya coordenada x sea
el punto medio entre dos raices sucesivas.

Se les encargo a los estudiantes probar la veracidad o falsedad de la conjetura. A

pesar de realizar varios esfuerzos, no consiguieron, en la clase del dia, dar una prue-
ba. Algunos avanzaron con casos particulares como f(x) = ax® + b.

ACTIVIDAD 2.2.

Le pedimos que estudie si la conjetura es cierta para este caso.

En las préximas clases, uno de los estudiantes habia traido una demostraciéon que le
presentamos a continuacion.

Consideraron la funcion f (x) = ax® + bx® + cx + d con a # 0y supusieron que p,, p,(p,

, . PP,
# p,) son dos raices sucesivas y que T es la coordenada x del extremo local.

(A
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Derivando:
f(x) =3ax® + 2bx + ¢

Como f(p,) = 0, f(p,) = 0y como pensaban que Pt P2 era extremo, debia ser
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2
f' pl ng p2 — 0
04
Entonces:
ap,’ +bp, +cp,+d=0 Q)
ap,” +bp,” +cp, +d=0 (2)

2
3a(—p1;p2] +2b(—p1;p2 j+c -0 (3)

Operando en (3) se obtiene:

3ap,’ +6ap,p, +3ap,” +4bp, +4bp, +4c=0  (4)
Restando (1) menos (2):

a(pl3 - p23)+ b(p12 - p22 )+ C(pl - p2)= 0
(pl B pZ)[a(p12 PP+ pz2 )+ b(pl + p2)+ C]: 0

Comop, —p, #0
ap,” +ap,p, +ap,” +bp, +bp, +c=0 (5)

Multiplicando (5) por 4 y restando este resultado de la ecuacién (4), se tiene:
2 2
—ap,” +2ap,p,—ap,” =0
2
—-a(p,-p,) =0

Ycomo p, —p, # 0, entonces -a = 0 0 sea a = 0; pero esto contradice la hipotesis
de que g = 0. Entonces la conjetura es cierta.

ACTIVIDAD 2.3.

Pedimos que usted justifique cada uno de los pasos realizados a partir de la
ecuacion (4).

ACTIVIDAD 2.4.

Observemos que aqui se supone que el extremo de f estd en un punto
donde la funcién es derivable. é{No podria existir una funcion cubica que

tenga un extremo local en un punto donde no sea derivable? (Pensar si esto
invalidaria la demostracién anterior).
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Intentando investigar la conjetura propuesta, los alumnos fueron encontrando distin-
tas caracteristicas de las funciones cubicas que fueron tornandose conjeturas con el
fin de investigar su veracidad.

ACTIVIDAD 2.5.

Le presentamos algunas de ellas para que usted pruebe su veracidad.
Conjetura 2: La coordenada x (y la coordenada y) del punto de inflexion de
una funcién cubica es el punto medio entre las coordenadas x (y coordena-
das y) de dos extremos locales.

Conjetura 3: Una funcién clbica es simétrica respecto del punto de inflexion.
Conjetura 4: Existe un polinomio de grado 4 de la forma

f(x)=ax*+bx (ab#0) paralocual lacoordenada x de un extre-
mo es el punto medio entre dos raices sucesivas
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Experiencia 2

En el proximo problema, no sera posible graficar la derivada de la funcién dada.

Habria que buscar otras estrategias para hallar los extremos locales de una funcién.
1 1.,

Se pidio estudiar si existe algun valor de x para el cual lafuncion T (X) = E X — g X+ Z X

alcanza un minimo local y justificar.

Uno de los grupos de trabajo nos dijo que en x = 0 la funcién alcanza un minimo (no
aclard si era local).

ACTIVIDAD 2.6.

Elija una justificacion y desarrdllela.

Los alumnos justificaron asi:

Para todo x negativo, f(x) es positiva.
1

1 2
x<0 es x4 oxt > Sx° 2
Para 6 4 5 ( )

Por lo tanto f (x) > 0 (para esta afirmacién dieron argumentos intuitivos del tipo: x¢ es

1 2
mayor que X8, § Noesmayor que - pero al agregarle 1 x* , seguramente sera mayor).
ACTIVIDAD 2.7.

&Son correctos estos argumentos? {¢Como justificaria usted la afirmacion (2)?

A pesar de no poder dar justificaciones correctas, los alumnos eligieron un camino
original para dar una respuesta al problema. Como para x > 0 f(x) es positiva y




o0
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también lo es para x < 0, y siendo que para x = 0 la funcion f(x) vale cero, entonces
en (0,0) hay un minimo.

Otro grupo intentd seguir el mismo camino que en el problema 1. Aqui se encontra-
ron con la dificultad de que la derivada es de grado 5. Algunos propusieron seguir
derivando hasta llegar a una funcién de grado 2 y, a partir de aqui, empezar a dibujar
“las primitivas” (no es éste el término que utilizaron).

ACTIVIDAD 2.8.

&Qué le parece este razonamiento? {Puede servir para el problema?

Se les pregunt6 si era necesario conocer el grafico de f para poder tener alguna
informacion sobre f. A partir de aqui comenzaron a obtener algunas conclusiones
interesantes. La primera fue que para encontrar el minimo habia que buscar en qué
punto se hace cero la derivada.

f'(x)=x"-2x"+x’ =0

x*(x* =2x+1) o
t,/W,/,/,/,/,/,/,/W,/,/1
=0 6 x*-2x+1=0
- (x=1? =
x—1=0
X =

Se presenté una dificultad al aparecer dos valores de x que anulan la derivada. La
propuesta fue hacer una tabla de valores para la funcién f para ver cémo es el grafico
cercadex=0ydex=1.

Obsérvese que no propusieron continuar el estudio usando f’ sino directamente f. Si
bien esto puede tener sus dificultades, es un buen primer paso para responder a la
pregunta planteada.

Experiencia 3

Luego de trabajar con estos dos problemas, se plantearon otras dos funciones para
encontrar extremos locales, de tal forma que en una de ellas haya un maximo local y
la derivada sea cero en ese punto; y en la otra, aun siendo la derivada nulaen x = 0,
no exista extremo local en dicho punto.

ACTIVIDAD 2.9.

Proponga usted dos funciones con estas caracteristicas.

A continuacién, propusimos una serie de problemas con el objetivo de comen-zar a
diferenciar extremos absolutos, y extremos locales o relativos.
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ACTIVIDAD 2.10.
Observamos que no siempre los extremos absolutos son obtenidos usando
la derivada (Esto tampoco sucede con los extremos relativos). éPor qué?
Enunciamos algunos de los problemas propuestos:
a) Estudiar si existen valores de x en el intervalo [-3,3] para los cuales la funcion

1 4 1 3 2
f(X)ZX + EX — X" alcance un valor maximo y minimo absolutos.
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b) ¢Qué sucede en el ejercicio anterior si consideramos el intervalo (-3,3)?

¢) ¢Puede suceder que una funcién tenga maximo y minimo absoluto en un inter-
valo abierto?

d) Dar un grafico aproximado de f(x).

e) Encontrar, si existen, extremos locales y absolutos de g(x) = |x-4|

f) Enunciar alguna propiedad que relacione los extremos locales de una funcion

con su derivada. {Qué podra decirse acerca de los extremos absolutos?

Experiencia 4
Un concurso televisivo

Un programa de television decide efec-
tuar un concurso. Se piensa en la parti-
cipacién de aproximadamente 10 (en mi-
llones) personas. El con-curso es grupal,
todos los grupos tienen la misma canti-
dad de participantes y el programa ele-
gira el numero de personas que com-
ponen cada grupo.

Se han calculado los siguientes gastos:

Gasto 1: Referido a gastos administrativos, de $200 por cada diez mil personas que
participan del concurso.

Gasto 2: De $50 por grupo, por gasto de material publicitario y de envio de dicho
material (se envia un paquete con informacién por grupo).

Gasto 3: Por el envio del premio a cada integrante del grupo ganador (habra un solo
grupo ganador) de $0,2 por persona.

Los premios seran donados por empresas que patrocinan el programa.

éCuantos grupos y de qué tamano conviene formarlos para minimizar los gastos?

En clase, con este problema, surgié la discusion sobre la continuidad de la funcién.
En este caso, la funcion C(x), siendo x el nUmero de personas por grupo y C el costo
que produce este niUmero de personas, no es continua.
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Aprovechamos la ocasién para discutir sobre “los modelos matematicos” que nos
permiten, a pesar de no tener continuidad; utilizar herramientas matematicas como la
derivada para encontrar una solucion (recuerde que si la funcién no es continua en un
punto, entonces no es derivable en ese punto).

ACTIVIDAD 2.11.

Le pedimos que usted dé una respuesta al problema.

Después de trabajar con este problema, hemos propuesto otros dos:
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* Uno cuya funcién a optimizar no es continua (dominio en N) y el extremo no
pertenece a N.

* Oftro en el que el extremo local no es la respuesta al problema sino que lo es el
extremo absoluto.

ACTIVIDAD 2.12.

Proponga, usted, dos problemas con estas particularidades.

Experiencia 5
Propusimos:
a) Lafunciony = x3- 3x es creciente en el intervalo (1,+%), Verificalo.

b) ¢Cédmo es posible saber si, en dicho intervalo, la funcién crece enlaforma Ao
en la forma B? Siendo:

\ 4
\/

Forma A Forma B



¢) ¢Puede suceder que una funcion f crezca siempre para todos los x mayores
que un cierto valor a del dominio, y que, sin embargo, sus imagenes no supe-
ren un valor determinado k? En caso afirmativo, proponer un grafico; en caso
negativo, dar una explicacioén.

ACTIVIDAD 2.13.

¢Cuales son los objetivos que se persiguen con estos problemas?

En clase, respecto del punto b) surgieron algunas respuestas interesantes: “Para saber
si crece de laforma A, puedo fijarme si la derivada crece siempre paratodos los x > 1.”

En el caso B, la derivada deberia crecer y, después, bajar, siendo siempre positiva (le
recordamos que desde el comienzo del estudio del tema “derivadas” hemos trabajado
con gréficos, analizando qué informacién, acerca de una funcién, brinda su derivada).

ACTIVIDAD 2.14.

Aqgui es una buena ocasién para preguntar: {Cémo podemos estudiar esta
caracteristica de f’ si no podemos graficarla? Se la dejamos a usted, para
que laresponda.

Experiencia 6
Un problema con trampa

Por ultimo, queremos presentarle un problema
que dio origen a discusiones interesantes.

Tenemos una hoja rectangular con un peri-
metro de 10 cm. Se quitan dos centimetros
de cada uno de los margenes superior € in-
ferior, y 1 cm de cada margen lateral. Sobre
la superficie que resulte se hara un
impreso.6Qué dimensiones debe tener la
hoja para que la superficie que se utilice para
el impreso sea maxima?

ACTIVIDAD 2.15.

Por favor, resuélvalo antes de continuar leyendo.
El problema es interesante porque no puede resolverse; ya que, para sacar los mar-
genes, deberia ser el perimetro mayor que 12 cm. Sin embargo, la mayoria (excepto

uno o dos alumnos que se dieron cuenta de esta situacién) realizé todo el planteo, lo
resolvié y dio una respuesta que no es la del problema.

»
o
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Los alumnos hicieron:

Perimetro hoja:
2x+2y=10Px+y=5 y
y=5-x

Superficie del impreso = (y—4) (x—2)

S=56-x-4)(x-2)=(1-x) (x-2)
S=-x2+3x-2
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S=-2x+3
2x+3=0
3 =2x
1,5=x e y=5-15=/y=3,5

Dieron como respuesta x = 1,5 e y = 3,5; pero, no analizaron si esta respuesta era
coherente con lo que se pide en el problema. Six = 1,5 no es posible sacar 1 cm de
cada margen lateral.

El problema nos parece interesante ya que, siguiendo todo el mecanismo habi-tual
para optimizar la funcién, se arriba a una respuesta que, en principio, no es incohe-
rente (por ejemplo, no dio negativo) pero que, sin embargo, obliga a retomar el
problema y analizarlo con mayor cuidado. Esto de verificar los resultados es algo que
muy pocas veces hacemos y seria conveniente plantearse por qué.

Las demostraciones en matematica

Pensamos que en algin momento, a lo largo de toda su educaciéon matematica, los
alumnos deberian ocuparse de una herramienta esencial de la matematica que es la
que permite establecer la verdad de una conjetura: la demostracion.

Con esto, no nos estamos refiriendo a la visién tradicional en la que las demostracio-
nes “las hace” el profesor, el alumno las estudia y luego las repite. Nos referimos a
que el alumno deberia comprender por qué son necesarias las demostraciones; in-
vestigar y proponer sus propias conjeturas, dar una justificacién acorde a su nivel de
maduracién, etc. Cuando decimos que los alumnos deberian hacer demostraciones,
no estamos pensando en teoremas acabados sino en argumentos que permitan jus-
tificar ciertas afirmaciones, que son un punto de partida para, en algin momento,
perfeccionar y llegar a una prueba completa.

Pero hablamos también de una parte muy importante del trabajo del matematico
que, en general, no se muestra:

Cdémo se llega a establecer una conjetura, cuales son los caminos que se siguen para
enunciar una propiedad.

En su articulo “Las demostraciones, una tragedia en tres actos”, Smith y Petocz (Aus-
tralia) afirman:




“Es dificil concebir una educacién matematica que no investigue, y use demostracio-
nes antes o después. Las demostraciones comunican la verdadera esencia de la
matematica y conducen a un mas profundo entendimiento de los resultados. Pero, a
menudo, en los cursos, las demostraciones se emplean para proyectar una vision
autoritaria del tema, para ocultar el modo en que realmente se hace matematica y
para alentar métodos de aprendizaje inadecuados (...) Mas bien que enfocar su mira
exclusivamente en las demostraciones, la matematica combina busqueda de regula-
ridades, hacer conjeturas, buscar contraejemplos, modificar y redefinir, dar pruebas
heuristicas y, finalmente, llegar a pruebas formales (...) Generalmente, una demostra-
cion terminada muestra leves rastros del verdadero trabajo matematico.

Cuando la prueba esté terminada, todos los pasos y su desarrollo son borrados y
reemplazados por una serie de definiciones y lemas. Entonces, el teorema aparece
en toda su gloria usando material previo... ”

Con respecto a la posicion de los alumnos en torno a la ensehanza de la matematica,
parece no haber muchas diferencias entre los australianos y los nuestros.

Los autores dicen que los estudiantes aprenden los teoremas de memoria para repro-
ducir en los examenes. Para la mayoria de los estudiantes, este aprendizaje de me-
moria es mas facil que trabajar matematicamente.

En las charlas informales, los estudiantes admiten que estos enfoques proporcionan
poca o ninguna educacion de valor y que, ademas, el trabajo es aburrido. Pero,
como tienen que aprobar los examenes, no hacen demasiado ruido sobre el asunto.
iEs mas seguro aburrirse que afrontar desafios!

Los trabajos en el aula con nuestros alumnos

Trabajando con sucesiones, se presento el siguiente problema a un grupo de alum-
nos de 6° afo, en una escuela técnica.

Hallar una férmula que permita calcularlasumade1+2 +3 +4 + 5 +... + n, para
cualqguier nimero natural n.

Consideremos las propuestas de algunos grupos de alumnos.

* Propuestai:

Valores den 1 2 3 4 5 6 7 8
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
+ + + + + +
Sumashastael | 3 6 10 15 20 28 | 3
n considerado

Los alumnos pensaron en lo siguiente:

Para n = 4, sumamos 6 + 4 =10
sumahastan=3 valor de n

Paran = 5, sumamos 10 + 5 =15

-
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Entonces, se plantearon, {cémo sacar una férmula para la suma de los n-1 términos?
Sin =2, lasumade los n-1 anterioreses 1 = 1.1
Sin = 3, lasuma de los n-1 anteriores es 3 = 1.3
Sin = 4, lasuma de los n-1 anteriores es 6 = 3.2

5
Sin = 5, la suma de los n-1 anteriores es 10= 4-5

6
Sin = 6, la suma de los n-1 anteriores es 15 = 5-5
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7
Sin = 7, la suma de los n-1 anteriores es 21 = 6-5

Comenzaron a descubrir una regularidad a partir de n = 4. Obsérvese que la suma de

1
los n -1 anteriores es siempre (a partir de n = 4) igual a (n— 1)311

Entonces, con este resultado, volvieron para ver si funciona esta conjetura paran = 2
yn=3.

1
* paran = 2, lasumade los n-1 anteriores es 1= 1-5-2

_ 1
e paran = 3, lasuma de los n-1 anteriores es 3= 3-5-4

Entonces, propusieron la siguiente conjetura:

1+2+3+4+...+n:(n—1).%n+n

W—J
sumade1 +2+ ..+ n-1

Si operamos en esta Ultima expresion, llegaremos a la férmula conocida:
n(n+1)
2

Obsérvese que no se dieron cuenta que el trabajo realizado para hallar la suma de los
n-1términos hubiese servido para hallar directamente la suma de los n-términos.

ACTIVIDAD 2.16.

Le pedimos a usted que explique por qué y como lo haria.
* Propuesta 2:

Todos propusieron hacer un gréafico en el que la variable independiente fuerany la
dependiente fueran las sumas S .



4]
0

©

9

8

g .z 3 0

Observando el gréfico, les parecioé que sn 4 0
. 12 c

se trataba de una parabola. Entonces, T} / 9
propusieron una funcién del tipo 9 ‘ ';
y=ax2+bx+c y con 3 puntos de la ta- ?8
bla hallaron a, b y ¢, obteniendo: P ‘ §
‘ kol

w

1 1 N o ©
y=-n*+=n [z SN N > -
2 2 1 2 3 4 n Q

0

8

. . L . 3

Probaron la férmula obtenida para otros valores y les parecioé que funcionaba. 5
3

* Propuesta 3:
Un alumno comenzoé trabajando conn = 6
1+2+3+4+5+6
Y vio que, para la suma de los 5 primeros, ser verificaque 1+ 5 =2 + 4y que
6 . .. .
3=— (el valor de n elegido dividido 2).

2

Entonces, dijo que habia que sumar 6 tres veces y restarle E (porque el del medio
es la mitad de 6). En general, para n propuso:

n n
n N — N
2 2
Cantidad Valor
de veces del
que medio
sumo.

Con esto, obtuvo la suma de los n-1 primeros términos. La formula que buscaba la
descubri6 asi:

Luego de esto, probé la formula obtenida para n = 7 y su formula funciono.

é{Pero como es que funciona, si en el caso de n = 7 no hay “un valor en el medio”
como en los casos de n par? (Le planteamos esta pregunta al alumno).

1+ 2+ 3+4+5+6+7

| L— |
1+ 6=7 0
24+ 5=7 no hay, en este caso, un valor intermedio igualaa
3+ 4=7

Le proponemos pensar en esta pregunta, antes de continuar con la lectura.
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En la férmula propuesta:

éste es el Ultimo término

+ 1 fdelasuma

n
n J—
2

— —
con este término,  aqui restamos
estamos suman- 0,5 veces 7,
do735veces (y que es exacta-
hay que sumar 3 mente lo que
veces solamente sobré del pri-
mer término
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n.(n+1)
Si operamos, queda Tque es la expresion conocidapara1 + 2 + ... + n.

Obsérvese que, hasta aqui, en ningln momento se ha demostrado que las férmulas
propuestas son validas. Solamente hemos trabajado en el plano de “las conjeturas”
para, luego, si es posible y los alumnos lo creen necesario, demostrar que lo pro-
puesto realmente funciona.

Sin embargo, este proceso previo a la demostracion es descuidado, muchas veces,
incluso en los cursos universitarios donde directamente se enuncia: Demuestre que la

suma de los n primeros naturales es

Otros trabajos de los alumnos de 6° ano vinculados con las demostraciones

Problema 1: Demostrar que x*+ 13x + 7 = 0 no puede tener raices enteras.

Aqui hubo 3 respuestas diferentes.

* Demostracion 1:
Si x es par, x® es par, 13. x es par (producto impar por par). Como la suma de dos
pares es par, x* + 13 x no puede ser -7.
Si x es impar, x® es impar y 13.x es impar. Como la suma de dos impares es par, x® +
13. x # -7. Luego, no hay raices enteras.

* Demostracion 2:

Sixesenteroy,x>0,x%31y13x313. Entonces, x® + 13x214 ' -7. No tiene raices
enteras mayores que 0.

Sixesenteroyx < 0,x¥<-1y 13 x <-13 # -7; entonces, no tiene raices enteras
negativas.

Por uUltimo, x = 0no esraizde x*+ 13x + 7 = 0.

Entonces, no hay raices enteras.
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¢ Demostracion 3:

X+ 13x+7=0=>x3+13x =-7
X (x®+13) =-7

El producto de dos enteros da -7 sélo en el caso de que alguno de ellos sea 1,-1,7 0 7.

Six=-1 xX2+13# 7
Six=1 X2+ 13#-7
Six=7 X2+ 13 #-1
Six=-7 X2+ 13 =1

Ciencias para la Educacién Tecnoldgica

Entonces no hay raices enteras.

Como verd, sorprenden los diferentes caminos que pueden elegir los alumnos cuan-
do se los deja trabajar y se les proponen problemas que den lugar a diferen-tes
respuestas.

Problema 2: La suma de 4 nUmeros enteros consecutivos no puede ser un cuadrado
perfecto.

Supongamos que es posible hallar N entero tal que:

Mk+k+1+k+2+k+ 3=N2conkentero
4k + 6 = N?
22k +3)=N?

SiN es par, como el cuadrado de un nimero par es divisible por 4 (ya fue demostrado
anteriormente), entonces:

m es entero.
4
O sea: 2k+3 es entero.
2

Y esto es absurdo, porque 2k + 3 es impar.

Si N es impar, el cuadrado de un nimero par es impar, pero 2 (2k + 3) es un nimero
par; entonces es absurdo.

Luego, no existe N entero tal que se cumpla (1).

Con estos dos ejemplos, simplemente queremos mostrar algunos trabajos interesan-
tes que creemos pueden ser trabajados en los cursos que usted decida o, solamente,
tenerlos como referencia para la elaboracién de otras actividades acordes al nivel de
sus alumnos.
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ACTIVIDAD 2.17.
Problemas para usted y para sus alumnos

Damos a continuacién una serie de problemas. Le pedimos que formule,
por lo menos, un objetivo para cada uno, en funcion de los temas de calcu-
lo diferencial e integral a ensenar en la escuela, y que los resuelva.

1) Dado el grafico de ', dar un gréafico aproximado de f.

A

f’

-3 0 3\

Ciencias para la Educacion Tecnoldgica

\ 4

¢Es Unica f? ¢Por qué?

2) En el grafico se representa la velocidad de propagacion de una enferme-
dad en funcién del tiempo.

AV

a. Determinar el intervalo de tiempo en que la cantidad de enfermos aumento.
b. (¢En qué instante se detuvo la enfermedad?

c. {Qué significa que v(3) sea negativa?

d. Suponiendo que en t=0 habia 1000 personas, dar un grafico aproximado
de la cantidad de enfermos en funcién del tiempo.

3) Al tirar una piedra en el agua se forman circulos concéntricos cuyos
radios crecen a una velocidad constante de 2 cm/seg. Determinar la veloci-
dad instantanea de crecimiento del area de la regidn circular perturbada,
luego 5 de segundos de caida la piedra.

4) Estudiar la convergencia de la siguiente integral:

+o0

7X2

je dx

1
5) Se ha verificado experimentalmente que si la cantidad de materia radioactiva
que se tiene en una muestra (por ejemplo, un trozo de roca) es pequena, la
velocidad de desintegracién es directamente proporcional a la cantidad de ma-

teria radioactiva que hay en la muestra en el instante dado.

Siendo que lamasa inicial es m;, construir un modelo y encontrar la funcion mpt)
que proporciona la cantidad de sustancia radiactiva presente en cada instante.
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1.1. Si la tasa de natalidad es mayor que la tasa de mortalidad, o sea o > B, la
poblacién crece; si o > 3, la poblacion decrece y si o = 3 la poblacidén se mantiene
constante e igual a la poblacién inicial.

1.2. Porque P(t) es la cantidad de personas en cada instante de tiempo.

1.3. ((11—1::0 =P(t)=K ycomo=P(0)=P,= P(t)=P,

1.4. P'(t) =P(0).(a. — B)e(a—ﬁ)(t—to)

—_— .
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0 0 0 paratodot
Entonces, P’(t)>0 para todo t y de aqui que P(t) es creciente para todo t.

1.5. Porque P’(t) tiene un Unico factor negativo que es o - 3; entonces, P’(t) <0 para
todo t, y por lo tanto P(t) decrece para todo t.

1.6. El grafico corresponde al modelo matematico; describe la realidad sélo aproxi-
madamente (no puede haber fracciones de enfermos...).

1.7. Si, ya que resulta P(t)=P(0)

1.8. De una funcion cuadratica.

oy 9P _2P 2 P’ AP,
1.9. Si, pues, para ' =ty = -— =
d¢ 2 P 4 4

1.10. Con que la poblacién total es constante.

>0

1.11. Nos indica que la poblacién se estabiliza.

1.12. .g;]; A
dt

O
Q
Z
|
=l — —

aN-f

1.13. I(t) es creciente para todo t tal que le (0,—] y en el t para el cual

_aN-
200

I

la funcion crece con mayor rapidez. A partir de t,,, la funcion continta

o
creciendo pero cada vez mas lentamente. Si existe t para el cual [> la funcién

decrece.




o0
o

aN -
200

1.14. En t=t, siendo elt,, el punto en el cual =

g d

|
1.15. Porque, en caso de existir t/1(t)>N —a1a <0, entonces | es una funcién

decreciente y se hace asintotica al valor N —— . Por otro lado, en 1.13 analizamos
a
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aN -
las caracteristicas de I(t) en que 0 <1< o
1.16.
S= N—I
aN-—
N— p

(O‘N_B _ a)e—t(aN—B) ‘o

0

Stiende a ;cuando t tiende a infinito.

S 4
N 4
Se> B
o
Bl o T s=b
o a
S, < B
a B
t
S=N yS= son dos soluciones constantes para S.

117. cy= 1800¢° —800¢°
z(t)= 900¢” —800¢”

1.18. gana 35 -1
1 3
P 37 37
Ganancia esperada: ﬁ _ E - _ L
37 37 37

5
1.19. Porque debe ser: No sacar seis en el primero (p = Ej y no sacar seis en el

5 . 1
segundo = — |y luego sacar seis en el tercero ==
P 6 P 6



-

1.20. Es correcto. Basta realizar un analisis idéntico para p genérico. En este caso, la
apuesta sera de p pesos.

1.21. Por ser una serie geométrica de razén g.

2.1. Porque si x > 15, no es posible armar la caja. Por otro lado, x no puede ser
negativa porque es una longitud y x ‘« 0 si no, no es posible armar la caja.

2.2. Es cierta. En el texto encontrara una demostracién posible.

23.ap*+ bp2+cp, +d-(ap,2+ bp2+cp,+d) =a(p’-pr) +bp?2-p2)+
+ ¢ (p,-p,)

3ap,* 4ap.? + 6ap,p, - 4ap,p, + 3ap,? - 4ap,” + 4bp, — 4bp, + 4bp, - 4bp, + 4c -
-ap,® + 2ap,p,—ap,>=0
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2.4. No es posible, ya que las funciones polindmicas son derivables para todo x real.
2.5. Conjetura 2: Es cierta.
Demostracién. Consideremos

f(x) =ax®+ bx®+cx+d(a'«0)

f(x) =3ax2 + 2bx + C

f’ (x) =6ax + 2b

Llamemos x, y x, a las coordenadas x de los extremos, X, # X,y p a la coordenada x
del punto de inflexion.

Comof’ (x,) = (x,) =’ (p) = 0, obtenemos:

3ax?+2bx, +c=0 1
3ax,? + 2bx, +c=0 2]
Gap +2b =0 )]

Haciendo (1) - (2):
3a (x,-x,) (x, +x,) +2b (x,x,) =0
(x,-x,) [3a (x, + x,) +2b] =0
3ax, + 3ax,+2b =0 (4)
Haciendo (3)-(4):

6ap - 3ax, - 3ax, =0

_XtX,

2

f(x)+f(x,)

De la misma forma, se prueba que f(p)= >




N

Conjetura 3. Es verdadera
Demostracion

f(x) =ax®*+bx®+cx+d(@=0)
f(x) =3ax®+ 2bx + ¢
f’ (x) =6ax + 2b

La coordenada x del punto de inflexién es X; = g y la coordenada y es:

3 2
v, = a(_—bj + b(_—b] + c(_—b] +d
3a 3a 3a

2b* —9abc +27a%d
27a’

Y (26 Y 2b
—a| X+— | +b| —+x | —¢| x+— |+d
3a 3a 3a
8b> 4b® 2bc
+ —
27a* 9a’ 3a
8b° —12b> +18abc

27a*
2b’ —9abc +27a’d

27a*
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Y=

H-)

|
W | N
¥[8

|

b
~—

I

= —(ax’+bx’+cx)+d-

= y+2d-

= -y+2

Entonces, f(2x, —x) =—y+2y,, lo que prueba la conjetura.

Conjetura 4: Es falsa.

Demostracion: Supongamos que existe un polinomio del tipo f(x) =ax*+bx con las
caracteristicas enunciadas. Suponemos que las raices son 0y 2p (p # 0) y que la
coordenada del extremo es p. Como ' (x) = 4ax® + by f(ap) = f (p) = 0, obtenemos

las ecuaciones:

16ap*+ 2bp =0 (1)
4ap®*+ b =0(2)

Multiplicando (2) por 2p y restando este resultado de (1) se obtiene 8ap* = 0 que
contradicea#0y p #0.

Luego, tal polinomio no existe.

1 2
2.6. Para X < 0,gX6 > O,ZX4 > 0,—§X5 >0 y la suma de 3 niimeros positivos es

positiva.
2.7. Los alumnos no tienen en cuenta que X8 > x° parax > 1; pero, noloes para0 < x <1.

2.8. Es valido pero tedioso.



0

2.9.

f(x)= -x® + 5x
g(x) = x® (en x = 0 no hay extremo y g’(0) = 0)

2.10. Porque, por ejemplo, y = (x) tiene un extremo relativo en x = 0. Y, en ese punto,
la funcién presentada no es derivable.

2.11. Cada grupo es de 50.000 personas. En total son 200 grupos.

2.12.

* Unacompafia aérea hace viajes especiales de una localidad A hasta otra B. El
numero minimo de pasajeros debe ser 85 y el precio del pasaje es de 180
pesos por persona. Pero, la compania ofrece una rebaja de un peso sobre
cada pasaje, por cada nuevo pasajero que exceda los 80. {Cual es el nimero
de pasajeros que produce mayor ingreso bruto a la compania?
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+ La funcién x(t) = —-t+5 representa, para t > 0, la posicién de un

(t=3)°
3

movil en funcion del tiempo, con respecto al punto A. (En qué instante el movil
se encuentra mas préximo de A?

2.13. Trabajar con la idea de cambio de concavidad (punto de inflexién) y la nocién
de asintota.

2.14. Calculando f” y haciendo un estudio sobre ella. Sif’ (1)=0y la derivada segun-
da cambia de signo a izquierda y derecha de 1, entonces la funcién tiene un punto de

inflexiéon en 1y, por lo tanto, cambia de concavidad.

2.15. No tiene solucion ya que, para sacar los margenes, el perimetro que presenta-
mos no es suficiente.

2.16. Porque, en lugar de trabajar desde 1 hasta n-1, puede hacerse el mismo razona-
miento hasta n.

1 ’ 1 7
En lugar de (H—I)EH tendriamos H-E(n"‘l) que es la formula conocida.

2.17.
1) - .
No es unica porque, si a
T4 esta funcién le sumamos
,’ cualquier constante, la de-
/\ ‘ R S rivada sera siempre f (que
-3 x es la curva presentada).
2
a 02

b) ent=2




o0
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c) que la cantidad de enfermos esta disminuyendo
d)

CA

100 t

1 i i [l _’
| 1 13 1

3) 47 (10 + r), siendo r el radio inicial de la primera circunferencia generada.
4) Parax > 1resultax?>x y —x®<-x

— 2 —
Entonces ¢ < o7

En consecuencia:

0< JTOO e dx <J.1+w edx (1)

o 1™ ( 1} 1 1
=—— :11m——x +—=—

+00 x _x
j e dx=-¢
! 1 €|l xse\ € e ¢

+00

Luego, I e dx (converge)

1

La comparacion (1) fue necesaria porque no es posible calcular por medios algebraicos
la primitiva y= e"‘z.

N _ —AN(t)
5) | dt
N(o)=N,

Como en el caso de Malthus N(t) = N e ™
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