Apéndice

LA MATEMATICA ASOCIADA

A LA ESTATICA

Haydeé Noceti
Sol Avancini Noceti

El propésito de este apéndice es el de facilitar al lector la visualizacién, en forma de sintesis,
de los contenidos de la matemadtica que sirven de apoyo al desarrollo de las problemadticas

que plantea la estdtica de los cuerpos sélidos indeformables.

Al.- Las secciones cénicas y las funciones: la cir-
cunferencia; la pardbola; la ecuacidn cuadritica
o de segundo grado; intersectos (intersecciones)

Al.1- La circunferencia

La circunferencia, desde el punto de vista de la geo-
metria analitica:

Desde esta dptica, la | - B
circunferencia la po-
demos expresar como E
una seccion conica —~—~—
que se obtiene como '
la interseccion de
una superficie cd- Figura A.1
nica con un plano Obtencién
perpendicular a su de la
ge. circunferencia
N _J

Los elementos que definen a una circunferencia estdn-
dar —el centro de la circunferencia coincide con el ori-
gen de coordenadas— los podemos visualizar en el
siguiente cuadro:

2 )’ (0;0)  Horizontal — (*7;0)
— + = 1 coincide con el
7 7 eje x

Siendo 7 el radio de
la circunferencia

Vertical — coin- 0;xn
cide con el eje y

Otro concepto que se usa es el de la longitud de una
circunferencia.

El valor de la longitud de [~ v N\

una circunferencia es = 7. d,
o bien la longitud de una cir- x’}’)
" x

cunferencia es = 277, siendo

d el didmetro y 7 el radio.
Figura A.2. Circunferencia re-
ferida a un sistema de coorde-

Expresién matemitica de la
funcién, cuya representacién

en el sistema (x,y) es una cir- \7adas cartesianas y,
cunferencia estdndar.
2 2 2, A
5
IR EAEETN (;Zy) -
r r r
Pty =12

y=r-x
=r -

yes la variable dependiente; x la variable independiente

y 7 el radio.

Desde el punto de vista del cdlculo matemdtico, se pue-

den presentar las siguientes situaciones:

1 conocido el valor de su longitud (directriz), calcular
el didmetro de la semicircunferencia, o sea el ancho
del arco.

2 conocido el valor del didmetro o del radio de la se-
micircunferencia o sea la altura del arco, calcular su
longitud (directriz).

A.2.- La pardbola cuadritica

Desde la geometria analitica definimos a la pardbola como
‘el conjunto de todos los puntos del plano que son equidis-
tantes a un punto fijo, llamado foco, y a una recta fija, de-
nominada directriz”.

La pardbola es una curva que se puede obtener como
la interseccién de una superficie cénica con un plano
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Figura A.3
Una forma de obtencién de la

()/mz'bola cuadritica

Imagen A.3
Apeos del Colegio Santa ey

3 I L
[Imagen A2
“La Sagrada Fam
JAntonio Gaudi (1852-1926) .

‘Imagen A.3
» Puentes romanos y acueductos
\(Principado de Ménaco)

==

paralelo a una recta de dicha super-

ficie (figura A.3)

# Elementos de la pardbola cuadrd-

Eje: es la recta perpendicular a la di-
rectriz que pasa por el foco.
Vértice: es el punto de interseccion
de la pardbola con el ¢je.

A2.1.-Ecuaci6n de una pardbola refe-

. rida a un sistema de coordenadas car-

tesianas ortogonales, con centro en el
vértice de la pardbola y eje y coinci-
dente con el eje de la pardbola y x tra-
zado por el vértice de la pardbola.

Consideramos una pardbola de foco
f con coordenadas (0,f) y directriz
fix) =—f (Figura A.4).

2
flo)= % f(x); expresién matemdtica

de una funcién cuadrética cuya gra-
fica es una pardbola cuadrdtica estdn-
dar con foco (0,) y directriz —p,
siendo p > 0

Una funcién cuadrética tiene la si-
guiente expresion completa y general:

fix) =ax’+b.x+c,cona#0

d

y )
dP.E) )
F (0 ’f\ %
di=d
X
Figura A.4 =)
Pardbola de foco f
\con coordenadas (0; f) y directriz fix) = -f )

A2.2.-Una forma de representar
graficamente una parédbola a partir
de la expresién matemitica de una
funcién cuadritica

Partimos de la expresion anterior

fix)=ax’+b.x+c

Damos nombre a cada uno de los
términos de la funcién cuadritica:
a X¥*—>término cuadritico o de se-

gundo grado; « coeficiente
del término cuadritico.

b.x — término lineal o de primer grado; & coeficiente
del término de primer grado.

¢—  término independiente.

Esta expresién matemdtica la escribimos como:

f(x):a(x-#%]z-# (c—{j

Con el fin de visualizar mejor a la expresién anterior,

a

b _ _
hacemos — _hyc_ﬁ_y

Entonces f(x)=a [(x + h)zj +v

Sih=0yv=0= f0=ax’
Sia=1= flx) = x*(Figura A.5).

La representacion gréfica de esta funcion es una pardbola
que denominamos pardbola madre porque de su grafica
podemos obtener todas las demds que conforman, en su

conjunto, la familia de pardbolas.

A2.3.-La familia de las pardbolas cuadréticas
En la figura A.G representamos también las pardbolas
para:

a=25ya=06

Representamos las pardbolas fix) = x% flx) = 42 x%
fx) = %4 . x* (Figura A.7).

4 N\ 7
y
2
n
0
9 2
s fx)=x
7
6
5
4
3
2
1
52 4,0 1 7 3
Figura A.6
Figura A.5 Grdficas comparativas
Grdfica de la pardbola: de las pardbolas: flx) = x*;
\f(x)=x2 con a=1 y \f(x) = 2,5x% flx) = 6x?

( Figura A.7.Grdficas comparativas
de las pam’bo/ax: f(x)
fx) =x%
S =05x%
fx)=025%7

2,25

flx)=x?

f(x)=0,5x

f(x)=0,25x*




Conclusién 1

En las gréficas A.6 y A.7 observamos que:

Sia<1y a>0, entonces la pardbola madre se abre y tiende
para valores de a<<<1 y #>0 a transformarse en el eje x.
Esto implica que la pardbola se degenerd y se transformé
en una recta, cuya expresion matemdtica es f{x) = 0

Si @>1, entonces la pardbola madre se cierra y tiende
para valores #>>>>>1 a transformarse en el eje y. Esto
implica que la pardbola se degenerd y se transformé en
una recta, cuya expresion matemdtica es x = 0
Seguimos aumentando la familia de las pardbolas.

Conclusién 2

Representamos las pardbolas fix) = x% fix) = x° + 1;
J) =52 +2; fix) =x° = 2; fix) = x> — 1 (Figura A.8).
Siala grafica de la pardbola f{x) = x* se le suma un nd-
mero positivo o negativo, entonces la grafica se traslada
segtin el eje y tantas unidades como indica el nimero
sumado.

Es decir, en la expresién matemdtica f{x) = (x+4)* + v,
el valor de v traslada a la pardbola segn el ¢je y.

Conclusién 3

Ahora, consideramos la expresion f(x) = (x+h)’
Representamos las pardbolas flx) = x% f{x) = (x+ 1)%
flx) = (x— 1)*( Figura A.9).

El ntimero 4 en la expresién f{x) = (x+5)? traslada a la
pardbola segtin el eje x, tantas unidades como indica el
valor de 4, hacia la derecha si 4 es negativo y a la iz-
quierda si / es positivo.

Conclusién 4

Completamos la familia de las pardbolas haciendo « <0
Representamos las pardbolas f{x) = x4 fix) = =%
) = =2x7 fix) = —0,5x (Figura A.10).

Las gréficas de las pardbolas fix) = +a.x?y flx) = —ax?
son simétricas respecto del eje x.

Conclusién general

Podemos expresar que cada uno de los coeficientes de
los términos de una funcién cuadrética completa y ge-
neral cumple una funcién.

Entonces, dada f{x) = (x+4)? + v, cada uno de los co-
eficientes tiene un rol:

1 v permite trasladar a la pardbola madre, segtin el eje
y tantas unidades como indica el nimero v;

2 b permite trasladar a la pardbola madre, segin el eje
x tantas unidades como indica el nimero 4. Si 4 es
positivo la traslacién se produce en sentido del se-
mieje x negativo y si 4 es negativo la traslacién se hace
en el sentido del semieje x positivo;

34>0ya =1 abreocie-
rra a la pardbola, acer-
cdndola al eje x o bien
al eje y;

4 las pardbolas, una con
el coeficiente del tér-
mino cuadrdtico posi-
tivo y la otra con el
término cuadritico ne-
gativo son simétricas
respecto del eje x.

Si @ >0 la pardbola es
céncava hacia arriba

Si @ <0 la pardbola es
céncava hacia abajo

®Aplicaciones de las pa-
rébolas cuadréticas

Existen aplicaciones de
las pardbolas, tales como:

e en un partido de fitbol
se realizan numerosas
jugadas, entre ellas se
destaca aquélla que ha-
ce el jugador cuando
lanza al aire la pelota en
forma oblicua; la mis-
ma describe un movi-
miento parabdlico bajo
la accién de la fuerza de
gravedad;

e también, bonitos arcos
parabdlicos se obtienen
bajo la accién de la a-
traccion gravitatoria de
la Tierra, por ejemplo
los chorros y las gotas
de agua que salen de los
canos de las numerosas
fuentes que podemos
encontrar en las ciuda-

des;

foo f)=x?+2

fix)=x*+1
flx)=x?

fix)=x*1
flx)=x?-2

W s oo N

-z\\_;“wz"

Figura A.8

Grdficas comparativas de las pardbolas
flo) =52 flx) =2 + I fix) =57 + 2
\f(x) =x’ =2 flx) =x" -1

N

J
4 N\
f(x)
fix)=(x+1)?
flx)=x?
flx)=(x-1)?
3 L 2 30X
Figura A.9
Grdficas comparativas de las pardbolas
\ S =x%f) =+ D5 f) = (x— 1P )
4 f(x) \
flx)=x?

1 2 X
flx)=-0,5x*
flx)=—x?

fix)=-2x*
Figura A.10
Grificas comparativas de las pardbolas
Six) =2 flx) = = flx) = 2.5
\f(x) =-05x )

& -
: :: & Imagen A.4. Puente con arco parabélico
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e la cocina solar, o las radiaciones electromagnéticas,
en general y las antenas parabdlicas utilizan la pro-
piedad de la pardbola mediante la cual cualquier rayo
que incida de forma paralela al eje de la pardbola re-
bota en su superficie pasando por el foco;

e otro caso es el que nos permite disefiar el faro de un
coche, de manera que el corte transversal a través de
su eje sea una pardbola y que la fuente de luz esté co-
locada en el foco de la misma;

o las pardbolas son también importantes en el disefio de
los puentes colgantes. Los cables principales de los mis-
mos toman, en muchos de los casos formas parabdlicas.

A2.4.- La ecuacién cuadritica o de segundo
grado

Hasta aqui hemos desarrollado la temdtica referida a
dos tipos de relaciones: la que da como gréfica una cir-
cunferencia y las funciones cuadrdticas, cuyas gréficas
son pardbolas de segundo grado.

En todos los casos, cuando trabajamos con funciones,
siempre nos referimos a dos variables: la variable inde-
pendiente y la variable dependiente. La variable depen-
diente es el valor de la funcién para determinado valor
de la variable independiente. Por definicién de funcién,
para cada valor de la variable independiente, es decir, para
cada elemento del conjunto dominio le corresponde uno
y s6lo un elemento del conjunto codominio.

Y, llegado a este punto, nos podemos preguntar si la

.7 o] 2 2
expresién matemdtica y = +vr° —x” que define a una
circunferencia corresponde a una funcién.

Si el conjunto dominio es 4)6 eR/-r<x< +r},
para un valor de x, le corresponden dos valores de y.

Por ejemplo, six=2y r=3, entonces y = +V5 . Esto sig-

. .7 7. 2 2
nifica que la expresién matemdtica y = V7~ —x” no re-
presenta a una funcién.

La definicion de funcién nos estd diciendo que para
que una funcién quede bien definida es necesario saber
cudl es el conjunto dominio.

No es lo mismo que el conjunto dominio sea el con-
junto N de los niimeros naturales, que sea el conjunto
7. de los enteros o bien R, el de los reales.

Por otra parte, toda funcién puede representarse, me-
diante diagramas de coordenadas cartesianas ortogo-
nales, como lo hemos realizado en el item A.3, pero
también mediante diagramas de Venn y por medio de
tablas.

LW s e
By Ay SO

P /g

Por ejemplo, la funcién f(x) = 2.x%,
con Dominio = R (conjunto de
los reales), podemos represen-
tarla del siguiente modo:

1 mediante coordenadas cartesia-
nas ortogonales (Figura A.11);

2 por medio de diagrama de Venn'
(Figura A.12);

3 mediante tabla (Tabla A.1).

La flecha indica que para cada
valor de x le corresponde un solo
valor de f{x).

Si conocemos el valor de f{x) ob-

Imagen A.5"

Fuentes jg‘ente al
Casino de Monte-
carlo - Principado

- de Ménaco

rFigura\ A1l fix)

tenemos el/los valor/es de x. Asi
por ejemplo, podemos observar
que para f{x) = 2, los valores de x
son dos: 1 y—1.

La expresién matemdtica, en este
caso es: 2.x7 = 2, que recibe el nom-
bre de ecuacién y, como proviene
de una funcién cuadritica, la ecua-
cién se llama ecuacién cuadritica.
Entonces de la funcién cuadrdtica
fx) = a.x’+b.x+c, podemos obte-
ner a.x’+b.x+c = 0: ecuacién cua-
drética completa y general.

Los valores de x se llaman raices
de la ecuacién.

! John Venn (1834 - 1923), fue un légico briténico que se hizo famoso por sus diagramas

l6gicos.

f(x)=2x?
0 X
q 2 i 2 )
[ B )
- 2x?
| [
| [
] (2
8
f=A—B
\Figura A.12 )

Tabla A.1



A2.5.- Célculo de las raices de una ecuacién cua-
drética

Partimos de la expresién matemdtica
fo=alxrLpr(er L)

Haciendo f{x) = 0

aferLrier )= o

v
sumamos a ambos miembros la expresién — (¢ + )
y dividimos por a.

2a 4’
2
_ - 4,
- bV - dac
2a

Las raices de la ecuacién son dos:
- b + b2 —4ac

2a
x_—b+\/!72 Jac
_ b= —dac 52 Jac

7

Figura A.13
Grdfica de la pardbola en la que se

indican las raices x; y x»
\.

J

A2.6.- Intersecciones

La gréﬁca tiene intersecciones en x si la ecuacién
a.X’+ b.x + ¢ = 0 tiene soluciones reales.

Las soluciones pueden ser: una, dos o ninguna.

:De quién depende la existencia de las soluciones reales
de la ecuacién a.x’+ b.x + c = 0?

El signo del radicando &’ 4.4.c, que recibe el nombre

de discriminante determina la cantidad de interseccio-
nes en X.

El intersecto en y para la grafica f{x)= a.x’+ b.x + ¢, es
el valor de £{0)

La ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones
reales y distintas.

Dos intersecciones.

La gréfica tiene con el eje x dos puntos de interseccién

b’— 4.a.c>0

La ecuacién de segundo grado no tiene solucion real.
No hay intersecciones en x.

La grifica estd totalmente sobre el eje x.

La gréfica estd totalmente debajo del eje x.

b’— 4.a.c<0

La ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones
reales iguales.

Existe un solo intersecto.

b—4.a.c=0

A3.- Otras funciones no lineales

A3.1- Las funciones logaritmicas y exponencia-
les

Las expresiones matemdticas de las funciones exponen-

ciales y logaritmicas se utilizan como modelos mate-

miticos, en biologfa, fisica, quimica, geologfa,... y, en

el caso especifico de los logaritmos, constituyen la base

de la famosa regla de cdlculo que, durante tantos anos

los calculistas de edificios utilizaron para realizar los

célculos.

Si buscamos modelos matemadticos en la biologia po-

demos recordar la tan conocida teorfa poblacional de

Thomas Malthus (1776-1834) que establece que las

personas se reproducen mds rdpidamente que los ali-

mentos.

Esta teoria se basa en dos hipdtesis:

11la poblacién, cuando no estd limitada, aumenta en
progresién geométrica (1, 2, 4, 8, 16, 32,...) en perio-
dos anuales. De este modo la poblacién se duplica
cada 25 anos;

2 los alimentos crecen en progresion aritmética (1, 2,
3,4, 5,...) por afo.

Malthus llegé a una conclusién muy dramdtica: las

hambrunas mundiales llegarian, excepto que se toma-

ran medidas.

Malthus expresé esta prediccion mediante la siguiente

funcion:

p() = po.e’”, con k>0 que utilizé6 como modelo mate-

mitico para pronosticar la poblacién mundial.

Con:

2(2) poblacién mundial en un tiempo #

», Ppoblacion mundial en un tiempo # determinado

k latasa anual de crecimiento

La expresion p(z) representa una funcién exponencial.

1
-
u
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También en la quimica encontramos diferentes mode-
los matemdticos que apoyan la resolucién de sus pro-
blemas. Recordemos que en el ano 1950 el quimico
Willard Libby creé el método conocido como carbono
14, que se fundamenta en el hecho de que los seres
vivos absorben carbono 14 radiactivo a través de los
procesos de alimentacién y respiracién. El carbono 14
se deja de absorber al morir.

El método permite realizar dataciones, por ejemplo es-
tablecer la edad de restos fosiles.

Se basa en un fenémeno natural que consiste en que
algunos elementos quimicos, como el carbono, que son
inestables, tienden a desintegrarse, transformdndose en
otros isotopos o elementos diferentes.

En el proceso de desintegracion se trabaja con el pard-
metro denominado vida media.

El modelo matemdtico utilizado en el método del
carbono 14 es el siguiente:

E(t) = EO . f_k't

Esta expresién matemdtica es la expresion de una fun-
cién exponencial.

E es la cantidad inicial de elemento en el cuerpo, £
la cantidad final, 7 el tiempo transcurrido y # (cons-
tante).

El ntimero e es un ndmero irracional. Su valor aproxi-
mado es de 2,7182818284590452354... Nosotros lo

utilizaremos con una aproximacién por exceso:

e=2,72

En general, definimos a una funcién exponencial me-
diante la siguiente expresién matemdtica:

fix)=a‘cona>0ya#1l

A3.2- Gréficas de las funciones exponenciales

Con el fin de visualizar la forma gréfica de una funcién
exponencial en coordenadas cartesianas ortogonales
consideramos la funcién f{x) = 2
La representacién gréfica la reali-
zamos determinando las coorde-
nadas de los puntos (Figura A.14).

Por lo dicho en pérrafos anteriores
para que la funcién quede definida
se hace necesario definir el con-
junto dominio.

En este caso el conjunto do-
minio es el siguiente:

Tabla A.2

Dom. = R fix
. 4

Definimos algunas de las , f(x) =2

coordenadas de los puntos
(pares ordenados) mediante

la tabla A.2.

~

Si observamos la gréfica (fi- [7—=—5 5 7 7 3
gura A.14) podemos definir | FiguraA.14
algunas propiedades de la\ Grdfica de funcion fiz)= 2

X

J

funcién flx)= 2*

1 La funcién f{x)= 2* es una funcién creciente en el in-
tervalo (— o0; + ).

2 El intersecto en y es el par (0;1).

3 La gréfica no tiene intersecto en x. La recta x = 0 es
una asintota horizontal para la grifica de f{x)= 2*.

4 El conjunto dominio es el conjunto de los reales R.

5 El conjunto imagen es el conjunto { yeR/y>0 }

En general estas propiedades son validas para f{x)= a*
cona>1l.

Graficamos la funcién f{x)=(14)* con dominio = R (Fi-
gura A.15).

Definimos los pares de coordena-
das de sus puntos mediante la
tabla A.3.

Si observamos la gréfica podemos
definir algunas propiedades de la
funcién (1) .

Tabla A.3




1La funcién f{x) = ()" es

. una funcién decreciente en
el intervalo (— 00; + o).

2 El intersecto en y es el par
(0;1).

3La grifica no tiene inter-

AN

2 A ‘0 T2 3 X secto en x. La rectax =0 es
! una asintota horizontal para
Figura A.15 1 head
Grdfica de funcién flx)= (V) * a grafica de
N ) fi- 05

4 El conjunto dominio es el conjunto de los reales R.
5 El conjunto imagen es el conjunto {y € R/ y>0}.

Estas propiedades son vélidas para la funcién fix) = 4
con 0 <z <I.

Las gréficas de las funciones f{x)= 2* y f(x) = (%5)* son

simétricas respecto del eje .

Un e¢jemplo caracteristico de las funciones exponencia-
les son aquellas funciones que tienen como base al na-
mero e.

Por ejemplo: f{x) = ¢ y flx) = ¢*

SCHIF 0 INV

In

Algunas de las aplicaciones de las funciones exponen-
ciales, mds precisamente de las funciones de base el na-
mero ¢, son las que corresponden a las estructuras de
puentes, denominadas colgantes. Estas estructuras per-
miten salvar grandes luces. El elemento estructural
principal es el cable. El material, casi excluyente, con
el que se construyen los cables es el acero.

El cable que soporta una carga, uniformemente distri-
buida a lo largo de la longitud del mismo cable, es el
caso de los cables que cuelgan bajo su propio peso.
La traza que toma el cable, en este caso se asimila a la
curva geométrica denominada catenaria.

La expresién matemadtica de la catenaria de eje vertical

€s:
X =X
¢ [57+ eTJ

f&= >

ces una constante que depende de las caracteristicas fi-
sicas del cable.

« I vy g
Si ¢ =1, entonces la funcién f=4£=2<

forma parte

de las denominadas funciones hiperbdlicas; en esta caso
la funcién se llama coseno hiperbélico y se abrevia ¢/ (x).

Entonces la funcién de la cate-
naria la podemos definir asi:

flx) = ch(x)
- B q
Sic : 16:>f(x) = c.ch(x/c) (Fi © Figura A16
gura A.16) Grdfica de la catenaria:

flx) = c.ch(xlc)

Otro edificio muy cono-
cido es el Arco de Saint
Louis construido en el Jef-
ferson Memorial Nacional
de Expansion, 11 Norte
Fourth Street, St. Louis,
Missouri, a orillas del rio
Mississippi, en EE. UU.
Su estructura tiene la par-
ticularidad de conformar
un arco con la forma de
una catenaria invertida.

Imagen A.3
Arco de Saint Louis en forma de catenaria
invertida

A3.3.- La funcién logaritmica 295

En pirrafos anteriores hemos dado el modelo matema-
tico que permite, mediante la desintegracién del car-
bono 14, encontrar la edad de los fésiles o de otros
elementos.

Presentamos ahora la expresién matemdtica que nos
da la cantidad de radio existente en una muestra des-
pués de £ afios.

C(r) = C,. e siendo C, la cantidad inicial

Si tenemos una muestra de 50 g de radio, podemos
preguntarnos la cantidad que se tendrd al cabo de
t = 2.000 afios y, cudl es la vida media del radio, ex-
presada en afos.

La primera parte la respondemos reemplazando en la
férmula anterior a t por 2.000

C(Z.OOO) =50 g. e—0,00041.2.000

C(2.000) = 50 g. ¢

C(2.000) = 50 g. 0,44

C(2.000) = 22 g.
La cantidad que quedard es de 22 g, esto significa que
se desintegraron 28 g.
Para dar solucidn a la segunda pregunta, recordamos
que la vida media de un elemento hace referencia al
tiempo que debe transcurrir para que quede la mitad
de la muestra inicial.

Entonces de los 50 g deben quedar 25 g.
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La expresién matemdtica es:
25 g = 50 g e -0,00041. t

e 0000ALT _ 15
Aqui se nos presenta la necesidad de encontrar el valor
de 7 que figura en el exponente de la expresién mate-
midtica. Para resolver esta ecuacién debemos utilizar los
denominados logaritmos.
Dejemos para mds adelante la respuesta a la segunda
pregunta.

Logaritmos

Definicién

El logaritmo de un ntimero se define de la siguiente
forma:

log, x = bea=x,cona>0na#1

Se lee logaritmo en base « de x es igual a & si y s6lo s
a elevado a b es igual a x.

Asi:
1 log, 8 =3, pues 2> =8
2 log3 9 =2, pues 32 =9
3 log;yp1=0, pues 10" =1
4 log.5=x, pues e =5
5 log;p 3.x+30)=3 =3.x+30=10°
3x =10°-30
3.x =1000-30
x =970
3
x =323,3

Los logaritmos que se usan con frecuencia son: logy
y log, que se llaman, respectivamente, logaritmos de-
cimales y logaritmos naturales o neperianos.

Propiedades de los logaritmos
Para todo niimero perteneciente a R': 2y 4, se cum-
plen:

1 log. (a.b) = log.a + log. &
2 log, (a/b) = log, a - log, b
3 log.a’=dlog a

Volvemos al problema anterior. Para dar respuesta a la
pregunta, jcudl es la vida media del radio, expresada
en anos?, recurrimos a la expresién matemadtica

e 00004l ¢ _ 15

Aplicamos a ambos miembros In, entonces

-0,00041. ¢ _ ll’l (

Ine 15), aplicamos la tercera propie-

dad de los logaritmos

—0,00041. ¢.ln e= —0,69

1 = =0.69
—0,00041
t=1.683 anos

La vida media del radio, es decir la cantidad de anos
en que se desintegrard la mitad de la muestra, es de
1.683 afos

Grificas de las funciones logaritmicas

Con el fin de visualizar la forma gréfica de una funcién
logaritmica, en coordenadas cartesianas ortogonales,
consideramos la funcién f{x) = log,(x) (Figura A.17)

La representacién gréfica la realizamos determinando
las coordenadas de los puntos.

En este caso el conjunto dominio es el siguiente:
Dom. =R"

Definimos algunas de las coordena-
das de los puntos (pares ordenados)
mediante la tabla A.4.

Si observamos la grafica podemos
definir algunas propiedades de la
funcién fix) = log, (x).

Tabla A.4

1La funcién f{x) = log,(x) es (i
una funcién creciente en el in-
tervalo (0; + )

2El intersecto en x es el par
(1;0)

3 La gréfica no tiene intersecto
en y. La recta y = 0 es una asin-
tota vertical para la gréfica de
fix) =log,(x) *

4 El conjunto dominio es el con-
junto de los reales R*

f(x) =log,™

Figura A.17. Grdfica de
Sfuncion fix) = logz(x)/

5 El conjunto imagen es el con-

junto 4}7 eR

En general estas propiedades| ?
son vilidas para flx) = log,(x)| 2

con a>1 1

Graficamos la funcién:

fix) = log 15 (%)
con dominio = R" (Figura A.18)

flx)=log

~

Figura A.18. Grifica de
Sfuncién fix) = logx/zx))




Definimos los pares de coorde-
nadas de sus puntos mediante

la tabla A.5.

Si observamos la grafica pode-
mos definir algunas propiedades
de la funcién flx) = logy, (x).

Tabla A.5
- 11la funcién f{x) = log,(x) es
flx) una funcién decreciente en el
intervalo (0; + o0).
flx)=log 2 El intersecto en x es el par (1;0)

Figura A.19. Grdfica de las
funciones: fix)= logy,(x)
\J e fx)= logo(%)

flx)=log X

/ 0<a<l

3 La gréfica no tiene intersecto
en y. La recta y = 0 es una asin-
tota vertical para la gréfica de

X %) = logy,(x)

4 El conjunto dominio es el con-
junto de los reales R*

5 El conjunto imagen es el con-
juntody € R

Estas propiedades son vélidas
para la funcién f{x) = log, (x) con

Comparacidn entre las graficas de la funcién logarit-

mica y la exponencial

flx)
3 fix) = 10*

\.

3 2 T A 2 3 4 X
4
//
LA
d
4
//
, 2
// =
7 _}/—X
3
Figura A.20

Grdfica de las funciones f{x)=10°y g(x) =10g(x))

Tabla A.6

Representamos
con ayuda de la
calculadora las fun-
ciones f{x)=10* y
g(x)=log(x) en un
mismo diagrama de
coordenadas carte-
sianas ortogonales

(Figura A.20).

Con los valores
obtenidos comple-
tamos la tabla A.6.

Observamos que
las graficas de:
fx)=10y
g(x)=log(x)
son simétricas de
la recta y=x.

Ambas funciones son, entre si, funciones inversas.

Para definir a las funciones inversas, recordemos la de-
finicién de funcién biyectiva.

.- Las funciones goniométricas vs. circulares vs tri-
A4.-Las fu
gonométricas

Por lo general, los términos goniométricas, trigono-
métricas y circulares, cuando se aplican a las funciones,
se consideran como sinénimos y se usan en forma in-
distinta, sin embargo son diferentes.

Si bien todas estas funciones tienen un denominador
comun: el conjunto dominio estd referido a los dngulos
cuando nos referimos a:

o funciones trigonométricas estamos significando fun-
ciones aplicadas a dngulos de un tridngulo, sea este
rectdngulo u oblicudngulo;

o si se las aplica a dngulos en general las denominamos
funciones goniométricas y,

o cuando nos referimos a funciones circulares estamos
reconociendo que, a cada nimero real x, le corres-
ponde un dngulo de x radianes.

Dado que los dngulos ocupan un lugar importante en

estas funciones, comenzamos el estudio de todas ellas

definiendo a los dngulos y a los sistemas de medicién
de los mismos.

A.4.1.- Una forma de definir a un 4ngulo plano

Pensemos por un momento en la rotacién en un plano
de una semirrecta alrededor de un punto.
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En la rotacién existe una posicién inicial y una posi-
cién final de la semirrecta. Durante la rotacion la se-
mirrecta barre una parte del plano (Figura A.21 a). A
esa parte del plano la denominamos dngulo plano.

Un 4ngulo se lo caracteriza por los siguientes elemen-
tos: vértice, lados y sentido de rotacién: dado por el
signo =.

Sentido: si la rotacién se hace en el sentido contrario a
las agujas del reloj lo consideramos con signo (+) (Fi-
gura A.21 a).

Si la rotacién se hace en igual sentido que el movi-
miento de las agujas del reloj, el sentido es (-) (Figura

A21Db).

posicion final "\

En el caso de la figura A.21 a:

o es el vértice
- .
oa es el lado de origen

02 es el lado final
Sentido: opuesto al de las agujas del re-
loj, lo consideramos con signo (+)

N En el caso de la figura A.21 b:

o es el vértice
ob es el lado origen

ob’ es el lado final
Sentido: igual que el de las agujas del
reloj, lo consideramos con signo (—)

>
posicion final | Conviene referenciar a los dngulos me-

Figura A21 ay A21b. Ge-| djante un sistema de coordenadas.
(wmczo'n de un angu/oplano)

Nosotros consideramos el sistema de

coordenadas cartesianas ortogonales. El lado del origen
del 4ngulo coincide con el semieje de x positivo, el vér-
tice con el origen de las coordenadas 0.

En la figura A.22 a el dngulo

FiguraA.22a aob tiene signo +; en cambio en
( y N la figura A.22 b el dngulo cod
tiene signo —
&P
WX
) A.4.2.- Los sistemas de medi-
f— g . g )
vértice?] lado origen 2 ) ci6n de los dngulos planos
Figura A.22b  Lxisten diferentes sistemas de
-

Tv ~ medidas de dngulos: sistema se-

vértice 0

lado origen xagesimal; sistema radial y sis-
c X .
) tema centesimal. El nombre de

P cada uno est4 relacionado con la
7 unidad de medida adoptada.

‘a

Los sistemas mds utilizados son los dos primeros.

Sistema sexagesimal
Unidad de medida: la unidad de medida es el grado se-
xagesimal (1°).

Se define como grado sexagesimal al valor del 4n-
gulo que se obtiene como las
360avas partes del 4ngulo de-
terminado por rotacién com-

pleta con signo + (Figura A.23).

\J

rotacion completa
360

1o-

rotacion completa

1 rotacién completa

360 Figura A.23

Unidades menores que el grado: (submultiplos de 1°)

Minuto: 1’
Segundo: 17

Se define como minuto sexagesimal (1°) al valor del 4n-
gulo que se obtiene mediante las 60avas partes de un
grado sexagesimal (Figura A 24 a).

1o
60

Se define como segundo sexagesimal (17) al valor del
dngulo que se obtiene mediante los 60avas partes del
minuto o los 3.600avas partes del grado sexagesimal

(Figura A.23 b).

1 Figura A.24 a Figura A.24 b
el y v

60
;A qué se llama 10 w1
a8 50 "5
medida de una e e
magnitud? | * | *

Medir significa comparar. Generalmente, se compara
con la unidad de medida.

Esto significa que, por ejemplo, podamos querer de-
terminar la medida de un dngulo, tal como lo presen-
tamos a continuacion.

El valor de uno de los dngulos de uno de los tridngulos
que se forman en la tranquera de un campo es o =45°.
Si queremos hallar la medida de ese dngulo respecto de
la unidad de medida del sistema sexagesimal, decimos
que:

45° — valor del dngulo

aledidd o = 1° —> valor de la unidad de medida

Medida & = 45

Por lo tanto, la medida es un niimero real, en este caso 45.



Sistema radial
Unidad de medida: 1 radian (rad)

Para definir al radidn se considera la propiedad que es-
tablece que el valor de un arco de circunferencia es
igual al valor del dngulo central
que abarca el mismo arco.

Por lo tanto, hacer referencia al

r ~
\ :
h 1]
A valor de un arco es similar a ex- |
J

presar el valor del dngulo cen- 1LY | §¥0% |
. . saiad NN L 3 - ol B
tral que lo subtiende (Flgura Imagen A.4. La vuelta al mundo en la Wasser |
A.25).
Fi A2 & )
\Figura A.25 valor de d = valor de ab 3 Figura A.26 ™
Entonces realizadas estas consideraciones definimos al Esquema de diferentes po- A
TN siciones de la Vuelta al P
) Mundo Ny

El radidn (rad) es el dngulo plano comprendido entre
dos radios de un circulo que, sobre una circunferencia
de dicho circulo, interceptan un arco de longitud igual
del radio.( Definicién dada por el Sistema Internacio-
nal de Unidades — SI).

Consideramos que la siguiente definicién es mds clara
si la expresamos del siguiente modo:

299

El radidn es el valor del dngulo central de un circulo subtendido por
un arco de circunferencia cuya longitud es ignal al radio del circulo.
La medida del arco de circunferencia es igual a la medida del dngulo
central que abarca dicho arco. & b

=

Sabemos que:

Longitud de una circunferencia =2mr ¢Cudles el valor del dngulo cuan-

do el pasajero estd en la posicién
mis alta?

I~

Medida del arco total de la circunferencia conside-
rando el radidn como unidad de medida es:

2Mr
r

>d

La posicién mds alta corresponde
=2m a un cuarto de circunferencia, o
sea para esa posicion:

N

Observemos algunos casos: Figura A.27 a

valor de & =220 )

La vuelta al mundo de un parque de diversiones gira 4

aleatoriamente; unas vueltas las da en el mismo sentido /01 4o & = yad

de las agujas del reloj y, otras, en sentido contrario.

Referimos la rueda a un sistema de coordenadas carte-  ;Cugl es el valor del 4ngulo cuan-
sianas ortogonales. El centro de la rueda coincide con  {q | carrito que lleva al pasajero
el centro de coordenadas, el eje x estd determinado llegue a la posicién P, (Figura
por las posiciones P, — P, y el eje y por las posiciones A 27 a)?

P, — P; (Figura A.26). S
Nos detenemos en el momento en que la rueda giraen ~ valor de B = S rad
el sentido contrario al de las agujas del reloj. La posi- 2

lor de B = 7 rad
cién donde sube el pasajero estd en la posicién (P,) y Iféor ¢ [ji 171Z v |
la silla a 70 cm del suelo. & O i e

e id ) /5 posicién inicial, o sea a P, (Figura
os dngulos los consideramos a partir de la posicién
8 p P A27b)?

(Py).

=

VENWNZNEN

>

N

Figura A.27 b

=

>

N

Figura A.27 ¢ D, \
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valor de y = % 7 rad

$Y cuando gira en forma completa (Figura a.27 ¢)?

valor de ¢ = 2 rad

Cuando se usa el valor de los dngulos en radianes no
se coloca la unidad.

Sistema centesimal
Unidad de medida: la unidad de medida es el grado

centesimal (1°).

v ) Se define como grado centesimal al

valor del dngulo que se obtiene

como las 400avas partes del dngulo
16 | determinado por una rotacién com-

(P
N

Gigura A28 )

pleta con signo + (figura A.28).

_ lrotacién completa

400

lG

Unidades menores que el grado centesimal (submail-

tiplos de)

Minuto centesimal: 1™
Segundo centesimal: 1°

Se define como minuro centesimal (1 M) al valor del 4n-
gulo que se obtiene dividiendo a 1% en 100 partes.

Se define como segundo centesimal (1%) al valor del
dngulo que se obtiene dividiendo a 1™ en 100 partes o
a 1% en 1.000 partes.

®Relacién entre los sistemas: conversién de un sis-
tema a otro

El valor de un dngulo determinado por una rotacién
completa en el sentido contrario a las agujas del reloj
lo podemos visualizar en el siguiente cuadro:

o =360° o =2n & =400°
Entonces:
360° =2n 360° =400°
180° =x 180° = 200°

900 ="
2 90°=100°
e . 400°
180 © 360

1°~ 0,0174533 radianes
1 radidn = (180 / i) °
1 radidn ~ 57, 29578 °

. N
En forma grafica Y Y
lo vemos en la fi- \ \
gura A.29.

!‘/ X 0 x
360°=2n 90°= %
360°=400° 90°=100°

y ¥
0 X \li X
Figura A.29
Relacién entre los 3
sistemas de medi- 180°=nt 270°= o
cidn de dngulos 180°=2006 270°-300 )
A4.3.- Las funciones circulares
Para definir las funciones circulares se hace necesario
dar una definicién previa. Definimos a la denominada
circunferencia trigonométrica porque es en ella donde se
definen las funciones circulares.
y )

La circunferencia trigonométrica |
es aquella cuyo radio es la unidad | 5, Cuadrante 1
de medida y el centro coincide con ;
el origen de coordenadas. (Figura
A.30) r r

1° Cuadrante

3 0

r
Observamos que el plano que- | 3 Cuadrante -1
da dividido en cuatro partes

que llamamos a cada una, cua-

4° Cuadrante

Figura A.30
drante; primer cuadrante, se- \_ Circunferencia trz'gonométri@

gundo cuadrante, tercer cua-
drante y cuarto cuadrante.

Las funciones circulares son las siguientes: seno; co-
seno; tangente; cotangente; secante y cosecante

Una forma simple y ficil de visualizar, por ejemplo, la
definicién y la representacion gréfica de la funcién seno
es mediante el siguiente caso:



) ~\ Al continuar avanzando, la rue-
Figura A.31 . )

da realiza media vuelta comple-
ta (0,m); la altura recorre el in-
tervalo [1;0]; o sea decrece de

1 a0 (Figura A.32 b).

Continta el avance de la rueda;
~ da 3/4 de vuelta completa

Ift) ) [0;27/3], el valor de f{t) pasa de
0 a—1, o sea recorre el intervalo

hy . [0;-1] (Figura A.32 ¢).

La rueda avanza hasta completar
una vuelta [0;2n]. La altura f{z)
- pasa de —1 a 0 (Figura A.32 d)

fH)-0 f(H)-h S f(D)=hy
&_‘f 0:1] f® ?1 il.%;r:) Si el mévil se desplaza con una ve-
locidad de una unidad por se-
( : af @ ) gundo; cuando la rueda da una
/ vuelta completa, el punto # reco-
4 11ié 2 radio, que es la longitud
0 g de la circunferencia. Esto significa
que la rueda tarda 2 segundos en
- ] ] ] recorrer una vuelta completa.
f(l‘)=1 f(t)=h1 f(t)=hz f(t)=0 La funciénf(t) se denomina fun—
&J 1:0] 4 Figura | cién seno.
. L A32b )
( f §C) §C) ) Y4 R
1 1 1 Y senx=f(x)
CODOMINIO
B / \1 DOMINIO
N -
-1 R
f(t) =0 Figura A.33
/

flr) ) ft)

~, Generalizando el caso anterior a
otras situaciones similares, pode-
mos dar la siguiente definicién
de la funcién seno.

(N D D

la ) ]

Sf)--h S

[-1:0]

. Funcion seno.

a5 Para todo niimero real x, el seno de x, es la
ordenada del punto de interseccion con la

A (t);u Figura circunferencia trigonométrica del lado final

A32d del dngulo x expresado éste en radianes.

Supongamos que marcamos un punto « en la rueda
delantera izquierda de un automévil.

Tomamos la altura de la marca sobre el centro de la

rueda f{z) (Figura A.31)

Cuando la rueda recorre un cuarto de vuelta, el punto
describe un arco de circunferencia (0,7/2), y la altura f{2)
el intervalo [0;1]; es decir crece de 0 a 1(Figura A.32 a).

Para ello, primero definimos el conjunto dominio y el
conjunto codominio. En el caso de la funcién seno el
conjunto dominio o conjunto de partida es el conjunto
de los nimeros reales R que corresponden a la medida
de los dngulos. El conjunto codominio también es el
conjunto R (reales).

Representamos a la funcién f{x)=sen(x) en diagrama car-

301
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tesiano ortogonal (Figura A.34).

v fx=senx Figura A.34

La funcién seno en el

pertodo [ 4m; + 4]

AN

VMVV

En el eje x representamos a los R (ntimeros reales) que se
corresponden con las medidas de los 4ngulos en radianes;
enel ¢jey, alos R que representan a los valores de las or-
denadas de los puntos de interseccién de la circunferencia
trigonométrica con el lado final del dngulo.

OFunciones coseno

Representamos a la funcién f{x)=cos(x) en diagrama
cartesiano ortogonal (Figura A.35)

En el eje x representamos a los R que se corresponden
con las medidas de los 4ngulos en radianes; en el eje y,
alos R que representan a los valores de las abscisas de
los puntos de interseccién de la circunferencia trigo-

y

nométrica con el lado final del dngulo.
f(x)=cos x Figura A.35
 funcién coseno en el

\ A | O M / peiods 47+ 47]
AVAVIIVAIVES

#Dominio e imagen de las funciones seno y coseno

Si observamos las figuras anteriores (A.34 y A.35) po-
demos definir el conjunto dominio y el conjunto ima-
gen de las funciones seno y coseno.

El conjunto dominio, tanto de la funcién seno como
del coseno es el conjunto de los nimeros reales R y el
conjunto imagen es el conjunto de los niimeros reales
mayores o iguales que —1 y menores o iguales que +1.

Definimos por comprensién los conjuntos dominio e
imagen de ambas funciones.

En simbolos

Dom.= { X € R} conjunto dominio
Imagen = {y eR/-1<y<+1 } o bien expresado
como intervalo

Imagen= [-1; +1]

#Propiedades de las funciones seno y coseno

Observamos en la grafica de la funcién seno que, para
los ndmeros reales: x y x + 27 pertenecientes al con-
junto dominio, el valor de la imagen es el mismo.

En simbolos:

sen x = sen (x + 2.7)
[dem para el coseno

cos x=cos (x £ 2 1)

Podemos generalizar esta observacién a cualquier nd-
mero entero n de 27r:

sen x = sen (x + 277)
cos x = cos (x + 2nm)

Decimos, entonces que las funciones seno y coseno son
funciones periddicas.

Funcidn periddica
Una funcién no constante f es periddica para todo x del dominio
de f; si existe un niimero positivo p, tal que:

f(x) = f(x+p), x€ Dom.f
El menor valor positivo de p es el periodo de la funcion f

El periodo de las funciones seno y coseno es 27

En la circunferencia trigonométrica planteamos las si-
guientes situaciones:

a Consideramos dos valores del conjunto dominio:
+x y — (Figura A.30).
Observamos que:
cos x=cos (—x), Vx € R
sen x=—sen (—x), Vx € R

Esta propiedad expresa que la funcién coseno es una
funcién par y la funcién seno es impar.

* Una funcion g es par, siy [ N
sélo si para todo x, perte-
neciente al conjunto do-
minio de g, se cumple que
(%) = g(—x).

* Una funcién g es impar,
si y sélo si para todo x,
perteneciente al conjunto
dominio de g, se cumple Figura A.36 )
que g(x) = —g(x) \ 4

AL
NI X

b Para valores de x y de (/2 —x), se verifica que:
sen x = cos (/2 —x)
cos x = sen (10/2 —x)



¢ Para valores de x y de (x + ), se verifica que:
cos (x + T) = —cos x
sen (x + 1) = —sen x

d Para valores de x y de (1 — x), se verifica que:
cos (T — x) = —cos x
sen (T — x) = sen x

e Para valores de x y de (x + 27), se verifica que:
sen x = sen (x + 27) y cos x = cos (x + 27)

#Otras funciones circulares

Funcion tangente

Para todo niimero real
x#+Cn+Dn/2conne N, ,

la tangente de x; es la ordenada del —|! X

y=tanx

punto de interseccion del lado final
del dngulo x, expresado éste en ra- ~
dianes, con la recta tangente a la

circunferencia trigonométrica en el /
punto de coordenadas (1;0). Figura A.37

Representamos a la funcién f{x)=tan(x) en diagrama
cartesiano ortogonal (Figura A.38).

En el ¢je x representamos a los R que se corresponden
con las medidas de los 4ngulos en radianes; en el eje y, a
los R que representan a los valores de las ordenadas de
los puntos de intersecciéon de del lado final del dngulo
con la recta tangente a la circunferencia trigonométrica.

( 1

y y=tanx

X

-47[% RIS ANE RVA VR A 37{% A

Figura A.38. La funcion tangente en el periodo [ 37; + 37]
\. J

Funcidn cotangente

Para todo niimero real x # + nw
conn € N, la cotrangente de x; es la
abscisa del punto de interseccion del
lado final del dngulo x, expresado
éste en radianes, con la recta tangente
a la circunferencia trigonométrica en

el punto de coordenadas (0;1).

Figura A.39

Representamos a la funcién f{x)= cot(x) en diagrama
cartesiano ortogonal (Figura A.39).

En el ¢je x representamos a los R que se corresponden
con las medidas de los dngulos en radianes; en el eje y,
alos R que representan a los valores de las abscisas de
los puntos de interseccién de del lado final del dngulo
con la recta tangente a la circunferencia trigonométrica
en el punto de coordenadas (0;1).

( v )
y-
4
L N (SRR
2 Z 2
: Figura A.40. La fun-
M cidn cotangente en el
: periodo [- 1; + 21]
\. J

#Dominio e imagen de las funciones tangentes y co-
tangentes

El conjunto dominio de la funcién tangente es el con-
junto de los nimeros reales R tal que,

x# + (2n+1)nt/2 con n € N y el conjunto imagen es
el conjunto de los ntimeros reales.

Definimos por comprensién a los conjuntos dominio
e imagen de la funcién tangente.

Dom.= {x € R/ x# * (2n+1)n/2 con n € N} con-
junto dominio

Imagen ={y € R}

El conjunto dominio de la funcién cotangente es el
conjunto de los nimeros reales R tal que, x # nm con
n € Zy el conjunto imagen es el conjunto de los na-
meros reales.

Definimos por comprensién los conjuntos dominio e
imagen de la funcién cotangente.

Dom.={x € R/x#nnconn € N} conjunto domi-
nio

Imagen =4y € R}

El periodo de las funciones tangente y cotangente es T

Funcion secante ( \

/-
, med. 0a=sec x
Para todo miimero real ,

xZF Cn+1)mW2 conn € N,
la secante de x, es la medida del seg-

mento que tiene por extremos al cen- T 0 %
tro de coordenadas y al punto de kJ
interseccion del lado final con la tan- ~

gente geométrica a la circunferencia

trigonométrica en el punto de coorde- /
nadas (0;1).
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En el eje x representamos a los que se corresponden
con las medidas de los 4ngulos en radianes; en el eje y,
a los R que representan a los valores de los segmentos
que tienen por extremos al centro de coordenadas y a
los puntos de interseccién de cada lado final de los 4n-
gulos con la recta tangente a la circunferencia trigono-
métrica en el punto de coordenadas (0;1).

~N

Figura A.42
La fincidn secante en
el periodo

[(=772); (- +7/2)7T])

Funcién cosecante

med. 0a=csc x

Para todo niimero realx #nmconn € Z,
la cosecante de x, es la medida del seg-
mento que tiene por extremos al centro
de coordenadas y al punto de interseccion
del lado final con la tangente geomérrica
a la circunferencia trigonométrica en el

punto de coordenadas (1;0)

Figura A.43

Representamos a la funcién f{x) = csc (x) en diagrama
cartesiano ortogonal (figura A.44).

L

1

~

)

.

[-2m; + 21]

Figura A.44. La funcién cosecante en el periodo

J

En el eje x representa-
mos a los R que se co-
rresponden con las me-
didas de los dngulos en
radianes; en el eje y, a
los R que representan a
los valores de los seg-
mentos que tienen por
extremos al centro de
coordenadas y a los pun-
tos de interseccién de
cada lado final de los
dngulos con la recta
tan- gente a la circunfe-

rencia trigonométrica en el punto de coordenadas (1;0).

#Dominio e imagen de las funciones secantes y cose-
cantes

El conjunto dominio de la funcién secante es el con-

junto de los nimeros reales R tal que,
x# (2n+1)7/2 con n € N y el conjunto imagen es el
conjunto de los ntiimeros reales, tal que |y|>1

Definimos por comprensién a los conjuntos dominio
e imagen de la funcién secante.

Dom. ={x €R /x#+ 2n+1)1/2 con n € NOF con-
junto dominio

Imagenz{y eR, |y|21>

El conjunto dominio de la funcién cosecante es el con-
junto de los niimeros reales R tal que,

x#nm conn € Z,y el conjunto imagen es el conjunto
de los niimeros reales, tal que |y >1

Definimos por comprension a los conjuntos dominio

e imagen de la funcién cosecante.

Dom. ={x €R / x # nt con n € Z{ conjunto domi-

nio

Imagen =3y € / R;|y[>1¢

#Relacién entre los valores de sen x; cos x ; tan x y
cot x

l.-tan x = 30X/ cos x # 0
Ccos X
2-tanx=—L_ Vcotx#0
cot x

3-cotx= —L_ Vwanx#0
tan x
4-sen’x+cos?x=1=>sen x= 1—cos’x
Dcosx:t\/l—senzx

#Relacién entre los valores de sen x; cos x ; sec x y
csc x

l.-secx=1/cosx, Vcosx =0
2.-cscx=1/senx, Vsenx # 0

#Otras propiedades importantes de las funciones cir-
culares

1 Expresiones matemdticas de la suma y diferencia
para las funciones seno y coseno

sen(u+v)=senu.cosv+cosu.senv
sen (U—V) =sen u.cos v—cos U.senv

cos (W+V) =cosu.cosv—senu.senv
cos (U—V) =cosu.cosv+senu.senv

2 Expresiones matemadticas de la suma y diferencia
para la tangente



- "

tan (u+v) = (tanu+tanv)/ (1l —tan u . tan v)
tan (u—v) = (tanu—tanv) / (1 +tan u . tan v)

Las férmulas de las sumas y diferencias podemos usar-
las para encontrar los valores exactos de las funciones
seno, coseno y tangente de los dngulos o ndmeros que
puedan ser reemplazados por sumas o diferencias de
valores tales como: /6; T/4;1/3; 2/3 ;... cuyos valores
se dan en la tabla:

Tabla A.7

3.- Expresiones matemdticas del dngulo doble y del
4ngulo medio
cos 2v = cos* v —sen’ v

sen 2v=2senv.cosv

]
scnz% = %(1 + cos v) = scn% = [% (1 —cosv)

"
(1 + cos v) = cos = (1 +cosv)

2V —
cos’> 7. 5

L
2
tan 2v =2 tan v/(1 — tan’v)

tanz%= (1—=cosv)/(1+cosv)
4.- Expresiones matemdticas del producto y suma
Las siguientes expresiones permiten escribir la suma de

senos y cosenos en productos

sen u+ sen v = 2 sen ((u+v)/2)) cos ((u—v)/2))
senu—senv =2 cos ((u+v)/2)) sen ((u—v)/2))

cos u+cos v =2 cos ((u+v)/2)) cos (u—v)/2))
cos u—cos v=—2sen ((u+v)/2)) sen ((u—v)/2))

Mediante las siguientes férmulas podemos transformar
productos de senos y cosenos en sumas

senu.senv = 1/2 [cos (u—v) —cos (u+v)]
cosu.cosv=1/2[cos (u—v)+cos (u+v)]
senu.cosv=1/2[sen (u+v) +sen (u—v)]
cosu.senv=1/2[sen (u+v) —sen (u—v)]

#Funciones circulares inversas

En un apartado anterior definimos a las funciones in-
versas y expresamos la condicion necesaria para que
exista una funcién inversa de otra dada.

Observando las gréficas de las funciones circulares en
todo su dominio podemos expresar que las mismas no
cumplen la condicién de ser biyectivas; condicién para
que existan funciones inversas.

No obstante, restringiendo, adecuadamente, los domi-
nios podemos asegurar que las funciones circulares tie-
nen inversas.

Las funciones inversas de las funciones circulares se de-
finen como: arco seno, arco coseno, arco tangente, arco
cotangente, arco secante y arco cosecante.

Veamos la restriccion que debemos hacer a cada uno
de los dominios de las funciones circulares.

y
y=arc sen x

y

y=arc cos x

y=arc tan x
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A5.- La trigonometria del tridngulo

Cuando el conjunto dominio de las funciones es el
conjunto de los valores de los dngulos de un tridngulo,
entonces las funciones reciben el nombre de funciones
trigonométricas.

Las funciones trigonométricas de un 4n-

gulo agudo de un tridngulo rectdngulo se

definen del siguiente modo:

Hipotenusa Cateto
opuesto
ao

sen (p = cateto opuesto / hipotenusa

cos @ = cateto adyacente / hipotenusa

tan ( = cateto opuesto/ cateto adyacente *“t;ioro adyacente a o
csc @ = hipotenusa / cateto opuesto

sec @ = hipotenusa / cateto adyacente

cot (p = cateto adyacente / cateto opuesto

(I Er— )

Imagen A.5. Calcu-

ladora cientifica

Figura A.48

En el caso de las funciones trigonométricas de los dn-
gulos agudos de un tridngulo rectdngulo, las seis fun-
ciones trigonométricas se definen como las razones de
las longitudes de los lados del tridngulo.

Nota. Las propiedades que hemos definido para las
funciones circulares las hacemos extensivas a las fun-
ciones trigonométricas.

#Utilizacién de la calculadora para el cdlculo de los
valores de las funciones trigonométricas, circulares
y sus inversas

Las calculadoras denominadas cientificas permiten calcu-
lar, con aproximaciones, los valores de las funciones trigo-
nométricas, de las funciones circulares y de sus inversas.

Para determinar las funciones circulares se procede de

la siguiente manera:

1 adaptamos la calculadora en el modo que deseamos:
Deg (grados sexagesimales); Rad (radianes); Gra (gra-
dos centesimales);

2 existen teclas con los nombres: sin, cos y tan, que nos
permiten calcular las funciones trigonométricas para
lo cual colocamos el modo Deg o Rad o Gra. Con
las mismas teclas calculamos las funciones circulares,
pero colocando sélo en modo Rad;

3 los valores de las funciones secante, cose-
cante y cotangente los podemos obtener
haciendo:
sec @ = 1/ coseno @; csc =1/ seno @ y
ctg ¢ =1/ tangente @;

4 en algunas calculadoras los valores de las

funciones inversas se calculan del siguiente

modo:

lo explicamos a través del siguiente ejemplo: si sabemos
que sen ¢ = 0,5 y queremos calcular el valor de @, en-
tonces escribimos 0,5, oprimimos la tecla INV y luego
sin. Obtenemos el valor de ¢ en el modo en que esté co-
locada la calculadora. Si estd colocada en Deg, el valor
de @ = 30°; si estd en Rad, el valor de ¢ = 0,5236.

En otras calculadoras que tienen las teclas sin’; cos™;
an! debemos usar el modo Rad.
tan! deb | modo Rad
Para ello, en nuestro caso, se oprime primero la tecla
sin™ y luego se escribe el valor 0,5, obtenemos entonces

el valor 0,5236.
#Casos de resolucién de tridngulos rectdngulos

De acuerdo con los datos se presentan los siguientes
casos 1, 2, 3y 4.
Se conocen:

1.-hipotenusa y un dngulo,

2.-un 4ngulo y el lado opuesto,

3.-dos lados,

4.-un dngulo y el lado adyacente.

AG.- Resolvemos los siguientes problemas de aplica-
cién
Problema 1.1

En una escuela proyectamos la construccién de una
rampa

Enunciado
Se proyecta remodelar el edificio de una escuela de la
Ciudad Auténoma de Buenos Aires.

Entre las decisiones que se toman se destaca la cons-
truccién de elementos de acceso para personas con di-
ficultades motrices. Por eso se proyecta colocar un
ascensor y una rampa en un sector donde existe un des-
nivel de 1,50 m.

Se analizan las diferentes posibilidades segtin el valor
del dngulo de inclinacion.

sCon cudl de los dngulos posibles, el recorrido es
menor? ;Cudl es la longitud del recorrido menor? y,
scudl es la longitud de su proyeccién horizontal en cada
caso?

El dngulo de inclinacién de las rampas para peatones
oscila entre 6° y 24°. De acuerdo al valor del dngulo
las rampas se clasifican en*:

1 rampas llanas: @@ <6
2 rampas lisas: 6° <o <10°

3 rampas inclinadas: 10° < o < 24°

% Neufert. Arte de Proyectar en Arquitectura-Pég. 125.



Primer caso:

rampa llana y o
(Figura A.49 a) - =
Determinaciéon X
del recorrido Figura A.49 a
a <6
sen 6° :1’50m:y: 150“3 _150m =y=1442m
y sen 6 0,104
Determinacién de su proyeccién horizontal
© GD:I’Somzle’SOI? x:1,50m oy =1428m
g6 0,105
Segundo caso: rampa lisa y o
(Figura A.49 b) = g
Determinacién del reco-
id Figura A.49 b
rrido
a =10°
serl 100:1,50m:}l: 150 m J/:I,SOm —y=882m
y sen 100 0,17

Determinacién de su proyeccién horizontal
1,50 m 150 m _150m

tg 10° = x x=
x tg 100 0,18

=x=8,33m

Tercer caso: rampa inclinada
(Figura A.49 ¢)

Determinacién del recorrido

Figura A.49 ¢

o = 240

150 m 150 m 1,50 m
=y= =y=

sen24° =
y 7 sen 24° Y 041

=y =3,66m

Determinacién de su proyeccién horizontal

1, 1, ,

tg 240 = A x= 20 m x:lsome:SﬁSm
x tg 240 045

Resultado

La rampa que permite un desarrollo en horizontal y
con menor recorrido es la rampa inclinada.

No obstante, se debe considerar que resulta conve-
niente para subir una silla de ruedas, la de menor dn-
gulo de inclinacién.

Debemos buscar un equilibrio entre las posibilidades que
nos dan el espacio fisico y la comodidad del transetinte.

Problema 1.2
Proyectamos la construccién de rampas en un edificio
de vivienda multifamiliar

Enunciado
En un edificio de catorce plantas se proyecta destinar
las dos primeras plantas para cocheras con una tnica

entrada de subida y bajada en el sector derecho de la
fachada de frente. En el sector izquierdo se disefia un
entrepiso y en el subsuelo también, para cocheras.

Las cocheras ubicadas entre el primer y segundo piso
se construyen en cuatro niveles; mientras que, en el
subsuelo, se destina sélo un entrepiso.

Cada una de las rampas con entrada en el sector dere-
cho del edificio debe salvar una altura de 1,50 m. Por
otra parte, por razones de espacio, se requiere que el
desarrollo de dichas rampas, en la proyeccién horizon-
tal oscile entre 8 m y 12 m y que cada una tenga la
menor pendiente posible. En cuanto a la rampa del
sector izquierdo, la misma debe tener una altura de
1,20 m y el recorrido debe ser de 10 m.

1) ;Cuil es el dngulo de inclinacién y la longitud del re-
corrido de cada una de las rampas del sector derecho?

2) ;Cudles son los dngulos de inclinacién con la horizon-
tal y con la vertical y, cudl es la longitud de la proyec-
ci6n horizontal de la rampa que va al subsuelo?

Desarrollo

1.- Rampas de subida y bajada ([Errsswisa Qgmmn s

en el sector derecho con dos entradias a cocheras

a) Cdlculo del dngulo de inclina-
cién

Caso 1 (Figura 1.46 a)
X= 8m
ga=220" 0 201926 =10,75°
8m
Caso 2

X=12m

1,50 m

= a=0125=a=7,12°
2m

Como existe una limitacién que indica la menor
pendiente posible, entonces consideramos la rampa
de 12 m de longitud en su proyeccién horizontal.

b) Célculo de la longitud del recorrido

B
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Rampa de subida para automéviles

»

Imagen A.6 b

Aplicamos el teorema de Pitdgoras

9= (1,50 m) + (12 m) = y?=2,25 m? + 144 m?
y?=146,25 m?’ = y=12,09 m

2) Rampa que va al subsuelo (Figura A.50)

a) Célculo de la longitud de la proyeccién horizontal.
Aplicamos el teorema de Pitdgoras.

y2 =k +x*=>x=y -h =5 = (0 m) (1,20 m)
x*=100 m*—1,44 m* = x* = 98,56 m*
x =993 m

b) Célculo del 4ngulo de inclinacién

1,20 m

h
sen oL =—=> sen O, = =sen o = 0,12

)y m

Q = arc sen 012 =4 = 6,89°

¢) Célculo del 4ngulo de inclinacién vertical

1,2
cos[}=é:>co.v[3= U
y 1

=cos B = 0,12
0m

ﬁ = arc cos 0,123f3 = 83,100

Respuesta

a) Eldngulo de inclinacién de cada una de las rampas
del sector derecho es de 7,12°. La longitud del re-
corrido es de 12,09 .

b) La longitud de la proyeccién horizontal x de la
rampa que va al subsuelo es de 9,93 m. El dngulo
de inclinacién & con la horizontal es de 6,89° y

el de inclinacién con la vertical
B = 83,10°.

Es comtn intentar realizar el
cdlculo del valor del dngulo apli-
cando la propiedad de la suma
de los dngulos interiores de un
tridngulo rectdngulo:

G+p =900 = B =900 —a
B =900 6,890 = B =83,11°

\ 10m
sl
Figura A.50. Esquema de la rampa

que va al subsuelo

1,20m

Esta forma de cdlculo, no es conveniente. ;Por qué?

En este caso se ha utilizado en el cdlculo del valor de [3, el valor
de G, también hallado por cdlculo, Es evidente que si este valor

estd mal calculado el error se traslada al valor de 0.y B.
Siempre, de ser posible se deben usar; en un cilculo, sélo los datos.

A5.2.- Resolucién de tridngulos oblicudngulos

El siguiente cuadro muestra los posibles casos que se
nos pueden presentar en la resolucion de tridngulos
oblicudngulos y las expresiones matemdticas que usa-
mos en su resolucion.

g 33
;i 3:
b & Expresiones matemdticas T 3
A 5] ‘5 i=

s S 8

@B, AIC.B.y A = B = ¢ Teorema !
sen 0. sen 3 seny del
seno

G +f +7 =180°
A,B,& C,{/,ﬁ A B C

Teorema 1

sen o sen B sen Y del 2
Caso ambiguo sene
A O A 2 _ p2 2 _
ABCa,py A"=B+C-2BCusa T -

B’=A"+C*-2AC cos B del
coseno
C’=A"+B°-2ABcos y
A B,y C,&,B A’ =B’ +C’-2BCcos o 1

Teorema

B’=A+C?-2ACcos B del
S coseno
C =A"+B -2ABcos y

Sobre la base de lo indicado en el cuadro anterior re-
solvemos los siguientes problemas.

Problema 1.3
Reforma del techo a dos aguas de una vivienda uni-
familiar

Enunciado

Una vivienda unifamiliar ubicada en la Villa Catedral (Ba-
riloche - Argentina) estd construida con madera y ladrillo.
Tiene un techo a dos aguas con una estructura de madera 'y
una cubierta de tejas espafiolas. Dado que algunos de los
elementos estructurales del techo deben ser cambiados, los
propietarios, la familia Rappes, deciden modificar total-
mente el sistema de cubierta. Para ello, deben conocer algu-
nas dimensiones. Les resulta fécil tomar longitudes, pero
tienen dificultades para medir los dngulos de inclinacién.
Los datos que encuentran son los indicados en la figura A.51.



Para la construccién del
techo necesitan conocer
los dngulos de inclina-

cién y la altura donde
B m Figura A.51 colocar la cumbrera.

Desarrollo .

1.- Célculo de los dngulos de elevacién 6 y B. Como
conocemos tres lados del tridngulo, utilizamos el teo-
rema del coseno (Figura A.51).

a) Célculo del 4ngulo o
A =B>+C’-2BC cos o

A -B-C°
s 0 =——m———
-2BC
6m)’ -~ (t4m)’ - (om)
cos O =
- 2x14dmx10m
36m’° -196m” -100m’
cos O = >
-280m
- 260 m°
cos O :77%23605 o =093
- 280m

Q =arc cos 0,93 = G.=21,57°

b) Célculo del 4ngulo f5.
C*=B’+A°-2B Acos P

CZ_BZ_AZ

cos p=——""-—""—
—-2BA

(10 m)2 - (14 m)z— (6 m)Z

cos B =
-2x14mx6m

100 m* =196 m”° - 36 m”

cos B = 5
-168 m

—132#°

cos B :WDMS B =079

B=arc cos 0,79 = B: 37,8
¢) Calculo de H 3

Aplicamos el teorema del seno.
H
sen o =E:>H=C><sen(x

H=10mx sen 2157°
H=10mx037=>H=3Tm
Respuestas

El dngulo de inclinacién a = 2157°

E—

hh-—-. - - - 4 i Yot Al
n la villa del Cerro Catedral .

;W R i 7

A -1
Y

& : - 14m . LY

El éngulo de inclinacién p =37,8°
La altura es de 3,7m.

Cuando el techista que realizard el trabajo observa estos
resultados decide, en comtn acuerdo con la familia
Rappes, modificar los dngulos de inclinacién.

Consideran que el tridngulo que se forme debe ser isds-
celes, no equildtero y los dngulos de elevacién oscilen
entre los 20° y 30°. Entonces nuevamente deben buscar
algunas dimensiones.

En este caso, necesitan conocer, de las dos posibilida-
des (dngulos de 20° y/o 30°), las dimensiones de los
lados Ay C, y tomar de cada uno la dimensién menor.

Desarrollo
Primer caso (Figura A.53)

Ciélculo de las longitudes de A y C.

Aplicamos el teorema del seno.

A B B x sen 30°
=— 5 /=SSN
sen 30°  sen 120° sen 120°
_14mx05
0,87
A=805m

A=C=C=805m

Segundo caso (Figura A.54)

: A B Ny Bx sen 20°
sen 200 sen 1400 sen 1400
. 14mx 034
0,64
A=744m

3 En este caso, dado que los datos no son suficientes para calcular el valor de H, entonces se usa un valor previamente calcu-

lado, es decir una incégnita.
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Una matriz que tiene igual nimero de filas que de co-
lumnas, se denomina matriz cuadrada. Si la matriz
tiene dos filas y dos columnas es de segundo orden.
Para cada matriz cuadrada podemos asociar un ni-

(Figura A53 A
Respuesta
C A El techista toma la decisién de con-
- > siderar la menor pendiente. Las di-
a B ¢| mensiones son:
14 &
L m ) A=7,44 m
- ~N C=7,44 m
Figura A.54 ,

. —2>~_ A
a 20 : 20 .
\_ 14m )
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AG6.-Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos
incégnitas o variables

#Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos in-
cégnitas o variables

En la resolucién de problemas de la Estdtica se nos pre-
senta, en algunos casos, la necesidad de resolver siste-
mas de ecuaciones, especificamente, sistemas de dos
ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas.
Existen diversos métodos que nos posibilitan la resoluciéon
de dichos sistemas. Ellos son: sustitucién, igualacion,
sumas y restas o de eliminacién y determinantes.

La resolucién de un sistema de ecuaciones con dos in-
cognitas (x,y) implica encontrar el par ordenado (a,b)
que satisface a cada ecuacién cuando se sustituyen a x
y ay por ay b, respectivamente.

Geométricamente, significa encontrar las coordenadas
de los puntos de interseccién entre las rectas que re-
presentan las respectivas ecuaciones.

Por ejemplo, un sistema de ecuaciones con dos incég-
nitas es el siguiente:

3x+4 =2y
5x+0,5=-y

De los métodos enunciados, nosotros sélo desarrolla-
mos el denominado método de determinantes, porque
consideramos que es el mds apropiado para la resolu-
cién de los problemas de la Estdtica.

@ Método de determinantes

Este método, para resolver sistemas de ecuaciones con dos
incdgnitas, se basa en la aplicacién de los determinantes.
Para definir qué es un determi-
nante, debemos conocer el con-
cepto de matriz.

Una matriz es un
arreglo rectangular
o cuadro de niime-
ros

En simbolos

ROEX2%75 In

X X

ml ““m2 xm3 mn

columna

mero, al que llamamos determinante.

#Determinante de una matriz de segundo orden

Dada la matriz cuadrada de segundo orden

1% X2
|x|=
xZI x22
el determinante = [ 52
de la matriz Xes: x X,
= 2x,, %, = %,,. %5,
Ejemplo )
3 4| ©Sunamatriz cua-
A= P drada de segundo
orden
3. 4
1A= P determinante de A
A= 3.6-4.5
A= -2

El valor del determinante de la matriz A es - 2

El determinante de una matriz A es un ntimero que se ob-
tiene como la resta de los productos de los elementos que
se encuentran en la misma diagonal.

#Cilculo de las soluciones de un sistema de ecuacio-
nes con dos incégnitas

Dado el siguiente sistema de ecuaciones

ax+by=c
mx + ny = d

Las soluciones se obtienen asi:

¢ b

d cn—bd
. = 7 —da

a an—bm

m n

a c

m d ad—cm
= = y=———

a b an—bm

m n

San—bm#0

San—bm#0



Epilogo

A través del desarrollo de distintas temdticas, en cinco capitulos
y un apéndice, hemos concluido este libro que titulamos: “LA
ESTATICA EN LA VIDA COTIDIANA”,

Diferentes fueron nuestros propdsitos, pero el principal fire el de
favorecer en los estudiantes el logro de la capacidad para discutir,
analizar y aplicar los principios de la estdtica en situaciones pro-
blemdticas, problemas y ejercicios que se presentan en la vida, desde
una mirada con rigurosidad cientffica, pero a través de una forma
amigable, de modo que el lector pueda meterse en el libro como si
fuera él uno de sus protagonistas.

En el prefacio del capitulo 1 (uno) hemos dejado una pregunta que,
suponiamos todo lector se haria al empezar la lectura del mismo:
;Qué es la esttica? No la respondimos en ninguno de los capitulos
restantes, por cuanto entendimos que podria el lector encontrar ln
respuesta después de haberse imbuido de todas las tematicas que se
desarrollan a lo largo de los capitulos 1 (uno) a 5 (cinco).

Y, ya ha llegado el momento de compartir juntos la respuesta a
dicha pregunta.

La estdtica es la parte de la fisica que se encarga de estudiar las
condiciones que rigen el equilibrio de los cuerpos sélidos. Se
parte del supuesto que los cuerpos son indeformables y rigidos,
aunque en la naturaleza esta situacion no se da, ya que todos
los cuerpos se deforman por accion de las fuerzas que actian
sobre los mismos. Pero en el caso de las estructuras construidas
por el hombre, si estdn correctamente diseniadas y dimensiona-
das, las deformaciones son pequerias y pueden no afectar a las
Mismas.

Considerar que, un cuerpo no se deforma implica aceptar la hi-
potesis que establece la invariancia de las distancias entre dos
puntos de un cuerpo, cuando éste se encuentra sometido a la ac-
cidn de fuerzas.

Las fuerzas constituyen el corazon de la estdtica, por ello desde
el capitulo 1 (uno) al 5 (cinco), siempre hemos trabajado con
ellas. Y, si bien en el capitulo 3 (tres), al tratar el tema de la
geometria de las superficies (secciones de los cuerpos), pareciera
que salimos de la secuencia ligica que comenzamos en el capi-
tulo 1 (uno), no es ast.

Una de las categorias de fuerzas que aparece intrinsecamente en
todos los cuerpos , que en muchos casos nosotros, los seres humanos
la padecemos, es la fuerza de gravedad, ln denominada fuerza
peso. Y, la fuerza peso tiene su punto de aplicacion en el denomi-
nado centro de gravedad ylo baricentro. La determinacion de
dicho punto correspondiente a secciones usuales en las estructuras
de los cuerpos constituye un apartado del capirulo 3 (tres).
Asimismo, otros conceptos acomparian al centro de gravedad, se
trata del momento estdtico; del momento de inercia respecto de
un eje, del radio de giro y del momento resistente, propiedades

éstas de las secciones y, que resultan imprescindibles al momento
de tener que dimensionar un elemento estructural.

En los capitulos 4 (cuatro) y 5 (cinco) hemos analizado los prin-
cipios de la estdtica aplicados en la naturaleza, especificamente
en los drboles y, en el mundo artificial creado por el hombre y
de él en el habitat, tan importante para nuestra vida cotidiana.
Dado que, todos los capitulos estdn atravesados por conceptos y
operaciones matemdticas, hemos destinado el apéndice para pre-
sentar aquellos conocimientos matemticos que se aplican en la
resolucion de problemas y ejercicios especificos de la estatica.
Durante el desarrollo de la totalidad de los capitulos incorpo-
ramos una gran cantidad de problemas y ejercicios con las solu-
ciones desarrolladas, dado que consideramos una excelente
forma de aprendizage, y como una forma de discutir, analizar
y aplicar determinados conocimientos.

De la mano de Coni y de su amigo Gastén, fuimos de lo mds
simple a lo mds complejo, ampliando y profundizando, en una
secuencia ldgica, los diferentes saberes inherentes a esta parte de
la fisica: la estdtica.

Para finalizar dejamos una serie de problemas y ejercicios para
pensar y resolver que, si bien el lector encontrd su resolucion al
final del libro, creemos que es una buena oportunidad para
medir cudnto se ha aprendido. Por ello, siempre recomendamos
la resolucion individual por parte de cada lector, antes de con-
sultar la resolucién dada por nosotros.

Asimismo, al comienzo del capitulo 1 (uno) presentamos una
situacion problemdtica que interrelaciona los conceptos vertidos
en todos los capitulos y, que por ser situacidn problemdtica, no
existe una solucién dada por nosotros. Pero que ustedes pueden
compartir con sus compareros y colegas.

Hemos recorrido juntos cinco capitulos y un apéndice. Este re-
corrido lo hicimos, mostrando como en nuestra vida diaria todos
los conceptos, propiedades y principios de la estdtica estdn pre-
sentes en forma permanente.

En lo mds cercano a nosotros; en nuestro cuerpo, no sélo nos acom-
paiian, sino que los sentimos y, en muchos casos fisertemente.

Qué nos pasa cuando adelgazamos, o cuando engordamos? Cam-
bia nuestro peso, y con ¢l nuestro centro de gravedad, nuestra forma
de caminar, nuesta postura,...nuestro equilibrio.

El equilibrio, en el mundo en el cual vivimos, constituye una
condicidn fundamental para los objetos naturales y para los ar-
tificiales creados por el hombre. ¥, cuando hablamos de equili-
brio nos estamos refiriendo al equilibrio de todas las fuerzas que
sobre ellos actitan, razén de ser de la estdtica.

N

Fsta es la ESTATICA, presente en nuestra vida.

eSh 2
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