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8 L a s  G e o m e t r í a s

Introducción

La geometría es una de las ramas más antiguas de la matemática.  Fue la primera en
desarrollarse como un cuerpo teórico ordenado, con axiomas, teoremas, y demostra-
ciones; este desarrollo fue imitado luego por el resto de las matemáticas. La propia
geometría desarrolló sus propias ramas, y por ese motivo es difícil hablar hoy de una
única geometría. Cada vez que las herramientas teóricas se demostraban insuficien-
tes para resolver nuevos desafíos, distintos problemas prácticos motivaron el
desarrollo de estas nuevas geometrías.

Por otra parte, muchas de estas ramas de la geometría fueron quedando obsoletas para
las aplicaciones prácticas (aunque no como herramientas teóricas) ante el avance tecno-
lógico. Para citar un ejemplo de gran importancia aún hoy día, pensemos en cómo
determinar la ubicación de un barco en el océano. Después del descubrimiento de
América este problema se transformó en el principal problema tecnológico relacionado
con la navegación. Los barcos de la época eran capaces de atravesar el Atlántico, y por
primera vez tenían necesidad de alejarse de la costa al navegar.

El primer obstáculo para ubicarse en mar abierto es la falta de puntos de referen-
cia: sólo las estrellas están disponibles para intentar hacerlo. Las estrellas fueron
utilizadas ya en la antigüedad, junto con argumentos de semejanza de triángulos
y trigonometría, para resolver parcialmente el problema. Sin embargo, no son
suficientes, también se hace necesario medir muy bien el tiempo, con mucha pre-
cisión. Los clásicos relojes de la Edad Antigua y la Edad Media (principalmente
clepsidras y relojes de arena, que medían el tiempo en que tardaba en vaciarse un
recipiente) no sirven en un barco debido al movimiento de las aguas; tampoco los
relojes de péndulo posteriores, cuyo balanceo también se ve alterado. Por este
motivo, para resolver el problema, durante los siglos XVI, XVII y XVIII se traba-
jó en mejorar los mapas y las cartas de navegación, los calendarios solares y lunares
(para saber a qué hora debe aparecer un astro en determinado lugar, lo que permi-
te ubicarse), y en el desarrollo de nuevos relojes.

Cada uno de estos problemas involucró nuevas herramientas matemáticas. En esa
época surgieron la geometría proyectiva (impulsada por los pintores y arquitectos
renacentistas), la geometría analítica (principalmente desarrollada por Fermat y
Descartes), el análisis matemático (que permitió el estudio de curvas de manera
analítica), y la geometría diferencial (si bien apareció a fines del siglo XVIII, fue-
ron Cauchy, Gauss y Riemann en el XIX quienes la transformaron en una rama en
sí misma).
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I n t r o d u c c i ó n

Hoy día, el GPS (sistema de posicionamiento global) se encarga de resolver este proble-
ma de manera automática: una computadora calcula las distancias triangulando las
señales intercambiadas entre el barco y distintos satélites. El funcionamiento del GPS
se basa en los mismos principios de la geometría clásica utilizados al triangular posicio-
nes basándonos en las estrellas u otros puntos de referencia; la principal diferencia es la
precisión en los cálculos y la rapidez con que se los hace al estar automatizada la tarea,
y si bien no necesitamos saber mucha geometría para utilizarlo, sí la necesitamos si que-
remos saber cómo funciona.

9

Planteo del
Problema

¿Qué escribir, entonces, en un libro de geometría como éste? ¿Cómo mostrar su
potencial para las aplicaciones y, a la vez, su importancia teórica? Hemos tratado
de equilibrar ambos aspectos, proponiendo que resolvamos el siguiente problema:

Estimar las distancias al Sol y a  la Luna, y sus tamaños.

Vamos a hacer una serie de suposiciones para aclarar qué pretendemos medir.
Supongamos que la Tierra gira en torno al Sol en una órbita circular, y que la Luna
también se mueve en círculos en torno a la Tierra (sabemos, gracias a los avan-
ces astronómicos, que en realidad sus órbitas son elípticas, pero en una primera
aproximación no lo vamos a tener en cuenta). Nos interesa calcular, aproxima-
damente, el radio de estas órbitas, que son las distancias a la Tierra:

· R, distancia entre el Sol y la Tierra (radio de la órbita terrestre en torno al Sol)
· r, distancia entre la Luna y la Tierra (radio de la órbita lunar en torno a la Tierra)

Además, vamos a suponer que el Sol, la Luna y la Tierra son esferas perfec-
tas, y para conocer su tamaño necesitamos conocer el radio de estas
esferas, o el diámetro (que es igual al doble del radio). Serán nuestras incóg-
nitas, entonces,

· D, diámetro del Sol
· d, diámetro de la Luna

Señalemos también que estos cuerpos celestes no son esferas perfectas, aunque
para nuestros objetivos no es importante. Por ejemplo, en el caso de la Tierra, el
radio ecuatorial (la distancia medida desde el centro de la Tierra hasta un punto
en el Ecuador) es de 6.378,1 km, mientras que el radio polar (la distancia entre el
centro de la Tierra y uno de los polos) es de 6.356,8 km; la Tierra está achatada
entre los polos unos 22 kilómetros, que pueden despreciarse sin ningún proble-
ma si nuestro objetivo es hacernos una idea aproximada del tamaño  de la Tierra.

Muchas veces puede medirse el tamaño de un objeto o la distancia a la que
está sin necesidad de recurrir a la geometría. En este caso, no podemos ir con
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Vamos a hacer una recorrida por distintas geometrías, recolectando estos conceptos que
nos serán necesarios para la solución del mismo. Pero este problema no será la única
motivación del libro: en cada capítulo veremos las ideas claves de distintas ramas de la
geometría, junto con los teoremas y resultados centrales de cada una, sin descuidar sus
demostraciones. Presentaremos también ejercicios y problemas particulares, que no
siempre estarán conectados directamente con nuestro problema principal, pero que sir-
van para extender o verificar que se han comprendido los resultados del texto.

La estructura del libro es la siguiente. En el primer capítulo haremos un breve recorri-
do por la historia de la geometría antes de Euclides, buscando su origen y los rastros de
la misma en las primeras civilizaciones. El segundo capítulo presenta el sistema axiomá-
tico de la geometría euclidiana clásica, y los resultados de semejanza de triángulos. En
el capítulo tres veremos los rudimentos de la trigonometría, y en el cuatro (escrito por
Santiago Laplagne) diferentes aplicaciones teóricas y prácticas. El quinto capítulo
(escrito por Nicolás Saintier)  está dedicado a la geometría esférica, haciendo hincapié
en la diferencia de trabajar sobre una superficie plana o una superficie curvada. En el
sexto capítulo (escrito por Inés Saltiva)  presentaremos la geometría proyectiva crítica
para entender la perspectiva y cómo vemos las cosas. En el séptimo (escrito por Pablo
Amster) introduciremos algunos conceptos topológicos y, finalmente, en el octavo capí-
tulo resolveremos nuestro problema principal.

Planteo del
Problema

una cinta métrica o una regla tratando de medir el diámetro lunar… mucho
menos el del Sol. Sin embargo, veremos que es un problema que puede resol-
verse con muy pocas herramientas si empleamos distintos conceptos
geométricos. Las primeras estimaciones de estos tamaños y de estas distan-
cias se hicieron hace ya más de dos mil años, sin necesidad de telescopios,
satélites, ni fotografías: simplemente observando con sus ojos, y utilizando
modestos instrumentos como una regla y una plomada. Los cálculos se hacen
hoy día de la misma forma para calcular la distancia a otras estrellas y a dife-
rentes galaxias, sólo que se utilizan computadoras en vez de hacer las cuentas
a mano, y se trabaja con señales de radiotelescopios y sobre fotografías sate-
litales. Pero los conceptos geométricos que se emplean no han variado.

10
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L o s  c o m i e n z o s  d e  l a  g e o m e t r í a

¿Cuándo comienza la geometría? ¿Dónde? ¿Cómo? Estas preguntas son difíciles de res-
ponder, tal vez sea imposible hacerlo. No importa cuánto nos remontemos en el
tiempo, siempre vamos a hallar rastros de conocimientos geométricos en las civilizacio-
nes más antiguas, incluso en las primeras tribus nómades.

Para obtener alimentos necesitaban moverse constantemente, ya sea siguiendo las
migraciones animales, huyendo cuando en las temporadas de frío o lluvias la caza dis-
minuía, o buscando nuevas fuentes de alimento cuando crecía la población. La
necesidad de orientarse era primordial. ¿Hacia dónde ir para buscar agua? ¿De dónde
vienen ciertas tormentas? ¿Cómo volver a una región donde la caza o la recolección de
frutos fue favorable? 

La regularidad del Sol en cada amanecer da una dirección privilegiada, un cierto eje a
partir del cual señalar otras direcciones. Y para indicar estas otras direcciones, la noción
de ángulo se vuelve completamente natural. Miles de años después el ángulo será defi-
nido como una medida de desviación respecto de una línea recta; pero el concepto en
sí de ángulo, en aquel momento, tiene que haber estado presente.

La dirección sola no es suficiente para determinar posiciones, también es necesario
conocer las distancias, y poseer instrumentos de medida. Sin dudas, nuestros antepasa-
dos comenzaron utilizando aquello que tenían más próximo: su propio cuerpo. Es
cierto que no tenemos pruebas directas de esto, pero en la mayoría de las civilizaciones
posteriores encontramos unidades de medida tales como la pulgada, la cuarta o palmo,
el pie, el codo, la braza, entre otras. Las unidades de medida mencionadas no coinci-
den cuando se consideran distintos lugares (o épocas). Sin embargo, las diferencias son
mínimas y, como en muchas actividades se las sigue utilizando (carpintería, mecánica,
náutica), es bueno tener una idea aproximada de las mismas: 

Para distancias grandes, apelaron a un recurso que también se utiliza en nuestra época:
indicar el tiempo (en días, o en meses -lunas-) de marcha necesarios para recorrerlas.

11

1.1. Prehistoria

Los comienzos
de la geometría

pulgada cuarta pie codo braza
2,54 cm 20,87 cm 30,48 cm 45 cm 1,65 m

Capítulo 1
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12 L a s  G e o m e t r í a s

La punta de una flecha o el filo de un hacha contienen más conocimiento geomé-
trico del que nos imaginamos.  ¿Qué idea más primitiva de punto o de recta se nos
ocurre? Tampoco es casual que las flechas y las lanzas sean rectas en lugar de curvas,
o que los anzuelos y arpones más antiguos presenten dificultades para retirarlos una
vez que la presa se enganchó en ellos.

Pero si nos parece que no estuvieron involucradas aquí nociones geométricas, y
que estamos forzando a ver matemáticas en algo que por fuerza debía tener esa
forma, mencionemos entonces un arma más “avanzada”, el bumerang, conocido
desde hace más de veinte mil años. El objetivo de un bumerang no es golpear a la
presa, pues en este caso el arma caería junto con el animal en lugar de retornar a
quien la lanzó; si quisiéramos golpearla sería más efectivo tirarle una lanza, flecha,
o piedra. La idea es que el bumerang le llegue al animal cuando está haciendo su
trayectoria hacia el lanzador, y que lo espante hacia él, para que pierda la noción
de la dirección desde la que lo están atacando. Además, el ruido que produce al
desplazarse es un factor importante de confusión, y sirve, por ejemplo, para des-
orientar a las aves de una bandada, forzándolas a bajar.

Diseñar las armas primitivas de esta manera significó una gran ventaja para nues-
tros antepasados, que les permitió alimentarse y sobrevivir. Desde ya, casi con
toda seguridad, estos diseños fueron obtenidos por prueba y error, corregidos
quién sabe cuántas veces antes de tomar una forma definitiva, que hoy nos parece
casi única, ya que se repite en la mayoría de las civilizaciones conocidas.

Por otra parte, observamos también patrones geométricos en las piezas de alfa-
rería, en la construcción de carpas y de chozas, y en sus adornos y motivos
decorativos. Podemos afirmar que estos primeros grupos de seres humanos no
habían tomado cursos de matemáticas ni nada que se le pareciera, y que todas
estas nociones se transmitían oralmente en forma indirecta, ligadas a su utilidad
inmediata, sin una reflexión sobre las ideas geométricas subyacentes. Pero este
conocimiento de la geometría -impreciso, intuitivo, imperfecto- era el que
introducía cambios y mejoras en las técnicas y herramientas que necesitaban
para sobrevivir.

Hace diez mil años distintas zonas del norte de África y Asia se volvieron desérticas. Las
tribus que cazaban en estos territorios tuvieron problemas para conseguir agua y comi-
da, y se vieron obligadas a mantenerse cerca de los grandes ríos. El Nilo en Egipto, el
Tigris y el Éufrates en Babilonia, fueron los testigos de uno de los mayores cambios en
la historia de la humanidad: las tribus se vuelven sedentarias, construyen ciudades,
domestican animales, y nace la agricultura.

Ejercicio 1 ¿Qué quiere decir que la distancia entre dos estrellas es cuatro años-luz?

1.2. Egipto y Mesopotamia
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L o s  c o m i e n z o s  d e  l a  g e o m e t r í a

Si bien esto resolvía el problema de la alimentación, aparecieron nuevos problemas. No
se podían esquivar los cambios de estación o las inundaciones emigrando; había que
predecir las temporadas apropiadas para la siembra; había que redefinir los roles de cada
uno en las nuevas sociedades, repartir bienes y tierras (ya sea para su posesión, o para
el trabajo). El hombre necesitaría mayor precisión en la medición del tiempo, de las dis-
tancias, de las áreas, y de los volúmenes.

Así como en el período anterior las nociones geométricas aparecen en forma vaga o
imprecisa, en éste la geometría toma un aspecto más familiar. Estas civilizaciones utili-
zaron fórmulas para el cálculo de áreas de figuras rectangulares y triangulares,
aparecieron aproximaciones para el área de un círculo, en Egipto se obtuvo la fórmula
que da el volumen del tronco de una pirámide.

Para la medición del tiempo durante el día, construyeron relojes de sol, que utilizaban
para anticipar la llegada de las estaciones del año y conocer su duración.  Estudiaron las
constelaciones y trazaron el recorrido aparente del Sol a través del zodíaco (desde ya,
que hoy sabemos que no es el Sol quien se mueve, pero desde nuestra perspectiva terres-
tre,  es más sencillo describirlo así).

La división del círculo en 360 grados se relaciona con los primeros calendarios, si bien
pronto notaron que el año debía tener poco más de 365 días.

En Egipto aparecen los arpedonaptas o “tiradores de cuerdas”, primeros agrimen-
sores que utilizaban cuerdas como reglas, compás y escuadra. Con ellas podían
medir distancias, trazar rectas perpendiculares, y dibujar círculos. Esto señala un
doble progreso de la geometría: primero, la introducción de instrumentos (la uti-
lización tanto de la regla como del compás se derivan directamente del uso de las
cuerdas), segundo, el reconocimiento de su importancia, al punto de justificar la
existencia de una nueva profesión basada en ella.

Los conocimientos matemáticos de estas culturas nos han llegado por caminos
muy diferentes. En el caso de los egipcios, se conservaron papiros en buen estado
en las pirámides. Los más famosos son los papiros de Moscú y Rhind.  El prime-
ro contiene la fórmula para el volumen del tronco de una pirámide, y el segundo
se sabe que fue escrito aproximadamente en el año 1650 a.C., si bien el escriba
(llamado Ahmes) aclara que está copiando un texto escrito doscientos años antes.
Los textos babilónicos que se conservaron y conocemos se encuentran escritos en
tabletas de arcilla entre los años 1900 y 1600 a.C.

El siguiente gran avance en la geometría se lo debemos a los griegos. Con ellos, deja de
ser una actividad empírica, y desarrolla un sistema de reglas propias, muchas veces inne-
cesariamente restrictivas desde el punto de vista de las aplicaciones. Son muchos los
nombres involucrados en esta construcción, y la colección de procedimientos y resulta-

13

1.3. Thales
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dos prácticos utilizados para calcular áreas y longitudes se transforma en un edificio teó-
rico organizado deductivamente. Los cimientos son unos pocos axiomas asumidos
como válidos, junto con algunas definiciones.

Los griegos construyen una nueva forma de hacer matemáticas, sin estar pendientes de
las aplicaciones inmediatas. Pero no vayamos a creer que éste fue un mero juego teóri-
co sin consecuencias reales: Thales, alrededor del año 600 a.C., calcula la altura de las
pirámides egipcias y también predice eclipses; Eratóstenes (276-194 a.C.) calcula el
radio terrestre con gran precisión, e incluso estima la distancia al Sol y a la Luna; podrí-
amos dedicar un libro completo a los inventos de Arquímedes (287-212 a.C.) y al papel
que jugaron en la guerra entre Roma y Cártago, cuando trabajó en la defensa de
Siracusa, la isla donde vivía.

Podemos ver un ejemplo particular del valor de esta abstracción en la obra de Apolonio
(262-190 a.C.), que estudió las secciones cónicas. Las curvas -que bautizó elipses, pará-
bolas e hipérbolas- no parecían tener ninguna utilidad especial, pero en 1609 Kepler
encontró que el movimiento de los planetas no era circular, sino que recorrían elipses
en torno al Sol. Veinte años después, Galileo afirmaría que un objeto arrojado por el
aire describía  una parábola.  A fines del siglo XVII Newton postula la Ley de
Gravitación Universal, y deduce que las únicas órbitas posibles para el movimiento de
los objetos celestes eran, precisamente, estas tres curvas (que la misma ley de gravita-
ción sea válida para la caída de objetos en la superficie terrestre explica el tiro parabólico
hallado por Galileo; las hipérbolas son más raras de observar, pero se sabe de cometas
que siguieron órbitas de esa clase). Hoy en día se siguen utilizando las parábolas en el
diseño de antenas satelitales, o en la óptica de un automóvil o una linterna.

Thales es el primer matemático a quien se le atribuye una serie de resultados teóricos
generales, es decir, de teoremas. Si bien no se sabe cómo los demostró originalmente,
hoy son parte de la geometría básica:

· Los ángulos opuestos por el vértice son iguales.

· Dadas dos paralelas y una transversal, los ángulos alternos internos son
congruentes.

· Un diámetro divide a un círculo en dos partes iguales.

· Los ángulos de la base de un triángulo isósceles son congruentes.

· Un ángulo inscripto en una semicircunferencia es un ángulo recto.

Volveremos más adelante a estos teoremas, pero hagamos rápidamente algunos comen-
tarios sobre los dos primeros.
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En el caso del teorema de los ángu-
los opuestos por el vértice, podemos
pensar que tenemos dibujada una
letra X, como en la figura, y el teore-
ma afirma que los ángulos A y B son
congruentes entre sí (y también son
congruentes entre sí C y D).

La demostración de este teorema no es muy complicada:

Veamos ahora el segundo. Cuando
cortamos dos paralelas con una trans-
versal, se forman en total ocho
ángulos, pero sólo hay dos que son
esencialmente distintos. El teorema
anterior nos dice que en la intersec-
ción de la transversal con la primera
paralela hay dos pares de ángulos que
son iguales entre sí, este teorema nos
dice que además estos ángulos se repi-
ten en la intersección de la transversal
con la segunda paralela. En la imagen, está marcado un par de ángulos alternos internos.

Si deslizáramos una paralela sobre la otra, desplazándola a lo largo de la transver-
sal hasta hacer coincidir los dos cruces, vemos que los ángulos marcados se
transformarían en ángulos opuestos por el vértice, y el primer teorema nos garan-
tizaría la congruencia.

15

A

B

C
D

Á n g u l o s  o p u e s t o s  p o r  e l  v é r t i c e

Teorema

Demostración

Los ángulos opuestos por el vértice son congruentes. [En la figura anterior, los
ángulos A y B son congruentes.]

Observemos que los ángulos A y C son adyacentes, forman un ángulo llano (esto
es, suman en total 180°, dos rectos). Pero también son adyacentes B y C. Entonces,
los ángulos A y B deben ser congruentes, ya que se los obtiene a ambos restando
el ángulo C a un ángulo llano.

Á n g u l o s  a l t e r n o s  i n t e r n o s  e n t r e  p a r a l e l a s
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No es la única forma de razonar sobre este teorema. Por ejemplo, vemos una letra zeta, y no
importa de qué lado de la hoja estemos, nos parece idéntica. También, si la podemos girar,
coincide con sí misma, y no queda otra opción: los ángulos deben ser iguales. Este tipo de
argumentos aprovecha la simetría de la figura.

Lamentablemente, éstas no serían demostraciones del teorema, y para obtener una
demostración rigurosa necesitaremos acudir al famoso quinto postulado de Euclides:

Como vemos, no es un postulado sencillo. Necesitamos también una definición de rec-
tas paralelas, y vamos a recurrir también a la que Euclides daría en su libro unos
trescientos años después:

Con estas definiciones, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema:

Notemos que, antes de la demostración rigurosa del Teorema vimos argumentos basa-
dos en la idea de simetría, que no están autorizados en el marco de la geometría

Postulado V Si una línea recta corta a otras dos, y si de un lado de ella la suma de los ángulos
interiores que produce con las otras dos es menor a dos rectos, al prolongar las
otras dos rectas sólo se cortarán de ese lado.

Definición XXIII Rectas paralelas son aquellas que no se cortan si son prolongadas en cualquier dirección.

Teorema Los ángulos internos entre paralalelas son congruentes.

Demostración Supongamos que los ángulos A y A’ en
la figura no son congruentes.

Entonces, uno debe ser mayor que el
otro, supongamos que el ángulo A es
mayor que A’.

Ahora, el ángulo B sumado con el ángulo A
nos dan 180°, dos rectos. Pero entonces,
como A’ es menor que A, los ángulos B y A’
suman menos de dos rectos. Por el quinto
postulado, si prolongamos ambas rectas de ese lado, deben cortarse, pero esto es una
contradicción con el hecho de que las rectas son paralelas y de que no se cortan.

Si el ángulo A fuera menor que A’, haríamos un razonamiento similar prolongando
las rectas del otro lado, con lo cual descartaríamos también este caso. Luego, la
única posibilidad que nos queda es que los ángulos sean congruentes.

Observación:
Esta demostración
es un ejemplo de
demostración por
reducción al
absurdo. Conviene
repasarla hasta
estar seguros de
haber entendido
cómo funciona y
qué es lo que
hicimos.

A B

A’
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euclidiana clásica. Por ejemplo, deslizar una paralela a lo largo de la transversal sobre la
otra es una operación que no está permitida. Tampoco lo están la rotación, o el despla-
zamiento, que consideramos al pensar los ángulos alternos internos como los ángulos
de una letra zeta. No es posible levantar una figura y superponerla sobre otra, o trasla-
darla. Este tipo de operaciones, que haríamos en la práctica (rotar una figura, moverla),
está excluido y es reemplazado por construcciones.  Si queremos una figura igual a una
dada, en otro lugar o en otra posición, debemos ser capaces de construirla. No pode-
mos levantarla y colocarla donde deseemos. Además, las construcciones están
severamente limitadas al uso de la regla y el compás.  La regla no se debe entender como
una herramienta para medir distancias, ya que no está numerada como las reglas habi-
tuales, ni tampoco podemos hacer marcas en ella.

Por suerte, esta clase de argumentos basados en ideas de simetría y en movimientos no han
sido descartados, sino que forman parte de desarrollos matemáticos más modernos. A fines
del siglo XIX, los matemáticos Lie y Klein propusieron construir diferentes geometrías que
respetaran determinadas propiedades de invariancia, o que tuviesen ciertos grupos de sime-
trías. No vamos a entrar en detalles al respecto en este libro, porque requiere de matemáticas
muy avanzadas, pero veremos ejemplos sencillos de estas ideas fundamentales.

El siguiente matemático que ocupa un lugar destacado en la historia es Pitágoras. Nació
en la isla de Samos aproximadamente en el año 570 a.C. Su padre era mercader, y viajó
con él por distintos lugares. A los veinte años conoció a Thales en Mileto, quien le
habría recomendado estudiar en Egipto. Se encontraba en este país cuando fue invadi-
do por los persas, quienes lo tomaron prisionero y lo llevaron a Babilonia, pero allí
continuó sus estudios y se cree que incluso viajó a la India. Alrededor del año 520 a.C.
regresó a Grecia, y se instaló posteriormente en Crotona, al sur de Italia.

Al margen de sus resultados matemáticos, Pitágoras fue el fundador de una de las pri-
meras escuelas filosóficas de las que se tiene noticia. Se la ha denominado “hermandad”,
e incluso “secta”, por el fuerte componente místico que tenía,  sus miembros estaban
obligados a seguir distintas reglas. Sus descubrimientos eran comunes, con lo cual se
hace difícil determinar cuáles debemos al propio Pitágoras y cuáles a sus seguidores,
pero sí podemos atribuirle a él la idea de pensar en los conceptos matemáticos en sí mis-
mos: la noción abstracta de demostración, o el significado de conceptos matemáticos

17

Ejercicio 2Podríamos hacer una representación de los ángulos alternos internos entre
paralelas dibujando una letra Z. ¿Qué otra letra nos serviría?

Ejercicio 3Supongamos que en la base de un triángulo se tienen dos ángulos cuya suma
es mayor a dos rectos. ¿Cómo contradice esto al Postulado V?

1.4. Pitágoras
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aparentemente tan sencillos como el de triángulo o el de número.

La figura de Pitágoras en los comienzos de la matemática es central por haber relacio-
nado, en cierto modo, los problemas aritméticos que dependen de números con los
problemas geométricos relacionados con figuras. Si hasta ese momento los números
eran un instrumento para contar o para medir, después de Pitágoras el concepto de
número se verá ampliado al introducir los números irracionales, aquellos que no podí-
an describirse como el cociente (o razón) de dos números enteros.

Además de la existencia de estos números (un resultado fuertemente geométrico,
como veremos), hay otros dos resultados importantes que debemos a Pitágoras o
a su escuela: el valor de la suma de los ángulos interiores de un polígono, y el
famoso Teorema de Pitágoras. Veamos estos resultados en detalle.

Tomemos un triángulo cualquiera. En principio, es poco lo que podemos decir de sus
tres ángulos: cada uno de ellos puede variar desde unos pocos grados hasta casi dos rec-
tos. Sin embargo, si lo pensamos un poco, nos podemos convencer de que no puede
tener dos ángulos que midan más de 90° cada uno. Esto es una consecuencia directa del
quinto postulado que mencionamos anteriormente.

Si ordenamos lo anterior, tenemos que en un triángulo: a) un único ángulo no puede supe-
rar los 180°; b) dos ángulos cualesquiera, sumados, tampoco pueden superar los 180°.
¿Qué podemos decir de los tres ángulos? Sorprendentemente, el teorema es muy preciso:

1.4.1. Ángulos interiores de un polígono

Teorema En todo triángulo, la suma de los ángulos interiores es igual a dos rectos..

Demostración La demostración se obtiene razonando con la ayuda de la siguiente figura. Por el vér-
tice A del triángulo, trazamos una recta DE paralela al lado BC. Ahora, el resto es
aprovechar el teorema de Thales demostrado en la sección anterior.

Si observamos la Z que se forma al pasar
por los puntos DABC, vemos que los ángu-
los DAB y ABC son iguales por ser alternos
internos entre paralelas. Por el mismo
motivo, considerando EACB, tenemos que
los ángulos EAC y ACB son congruentes.

Pero el ángulo llano DAE, que tiene 180°,
está dividido en tres ángulos: DAB (con-
gruente a ABC), BAC (congruente a sí
mismo, BAC), y EAC (congruente a ACB).
Luego, los tres ángulos internos del triángulo suman también 180°.

AD E

CB

Á n g u l o s  i n t e r n o s
d e  u n  t r i á n g u l o
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Sabemos ahora cuánto suman los ángulos interiores de un triángulo. ¿Qué podemos
decir de una figura con más lados, es decir, de un polígono? Vamos a poner algunas res-
tricciones, si bien existen resultados más generales.

Un polígono de n lados tendrá n
vértices, y pediremos que los ángu-
los interiores sean todos menores a
dos rectos, es decir, 180°. Esta clase
de polígonos son convexos, pues
cumplen una propiedad geométrica
muy sencilla e importante: todo par
de puntos de su interior (o del
borde) pueden conectarse con un
segmento que cae totalmente den-
tro del polígono.

Si pensamos en el más simple que
se nos ocurre después del triángulo, un cuadrado, pode-
mos ver que sus ángulos suman 360°, ya que tiene cuatro
ángulos rectos. Luego, si hay un valor para la suma de los
ángulos de un cuadrilátero, tenemos un candidato: debe
ser 360°, pues es lo que vale en un cuadrado.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el
teorema.

19

E l  p o l í g o n o  d e  l a  d e r e ch a  e s  c o n v e x o ,
e l  d e  l a  i z q u i e r d a  n o  l o  e s .

Ésta es una forma habitual de obtener
generalizaciones en matemáticas: si
deseamos una fórmula que se aplique a
distintos casos, la calculamos en algu-
nos casos particulares sencillos dado
que debe ser válida también para ellos.

Teorema

Demostración

En todo cuadrilátero convexo, la suma de los ángulos interiores es igual a 360°.

Tomemos el vértice A y tracemos una dia-
gonal conectándolo con el vértice C.

La figura nos queda dividida en dos
triángulos, ABC y CDA. En cada uno
de ellos, la suma de los ángulos inte-
riores vale 180°, con lo cual la suma
de los ángulos del cuadrilátero resulta
ser 2 x 180° = 360°

A
B

C

D

A
B

C

D
E

F

G

Observación:
Con la idea de la demostración anterior podemos deducir una fórmula general para un polígono convexo
de N lados. La idea para obtenerla será fijar un vértice, y trazar desde él todas las diagonales posibles
(serán en total N – 3 diagonales, ya que no podemos conectarlo a sí mismo o a los dos vértices que están
a su lado). Quedarán formados entonces N – 2 triángulos (cuando trazamos la última diagonal, dividimos
la región que queda en dos triángulos), y cada uno aportará 180°. Luego, la suma de los ángulos interiores
de un polígono convexo de N lados será (N – 2) x 180°
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Hemos visto que la suma de los ángulos interiores de un
triángulo es igual a 180°. Nada impide, entonces, que
uno de sus ángulos sea recto y mida exactamente 90°. Se
llama triángulos rectángulos precisamente a aquellos que
poseen un ángulo recto. También sus lados reciben
nombres especiales.

Los lados que forman el ángulo recto son llamados cate-
tos, y el lado opuesto al ángulo recto se llama hipotenusa.

El teorema de Pitágoras enuncia una relación entre las
longitudes de los lados de un triángulo rectángulo. Si llamamos a y b a las longitudes
de los catetos, y c a la longitud de la hipotenusa, tenemos

a2 + b2 = c2

que se suele enunciar como: ”la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadra-
do de la hipotenusa”, sobreentendiendo que en realidad hablamos de sus longitudes.

Existen miles (no, ¡no estamos exageran-
do!) de demostraciones diferentes del
teorema de Pitágoras, e incluso en Los
Elementos de Euclides aparecen dos
demostraciones distintas. Uno podría
pensar que con una demostración es sufi-
ciente para convencernos de su validez, y
así es, pero esta búsqueda revela la fasci-
nación que ejerce el teorema, al conectar
una propiedad geométrica con otra de
tipo aritmética.

La demostración que veremos a conti-
nuación es una de las más sencillas, una

Ejercicio 4 El siguiente cuadrilátero no es convexo.
¿Cómo se demuestra que sus ángulos inte-
riores también suman 360°?

A

B

C

D

a

b

c

a

c

c

a

b

b

1.4.2. El teorema de Pitágoras.
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verdadera demostración visual, fácil de recordar, y que
nos convencerá de la validez del teorema.

En el gráfico de la página anterior vemos un cuadrado
de lado a + b, donde hay cuatro triángulos de catetos a
y b, e hipotenusa c. Sacando estos triángulos, quedan
dos cuadrados más pequeños (uno de lado a, el otro de
lado b).

En el segundo gráfico, vemos los mismos cuatro trián-
gulos, en el mismo cuadrado de lado a + b, pero
acomodados de otra manera.

El área de ambos cuadrados es (a + b)2, y en ellos
vamos a restar las áreas de los cuatro triángulos de
catetos a y b. En el primer cuadrado nos quedan dos cuadraditos, uno de área a2

y el otro de área b2. La suma de estas áreas debe coincidir con el área de la geome-
tría de la figura central en el segundo gráfico, que parece ser un cuadrado de lado
c. Si lo es, como su área sería c2, habríamos demostrado el teorema de Pitágoras,
pues nos queda

a2 + b2 = c2.

Sin embargo, no es evidente que esa figura sea un cuadrado, y es un hecho que deberíamos
demostrar. Tenemos dos formas de proceder que vamos a detallar porque las ideas involu-
cradas en cada demostración son muy diferentes.

1er Método. La idea es utilizar la simetría de la figura, observamos que la figura perma-
nece igual si la giramos 90°, 180°, ó 270°. Ya que no cambia y que su aspecto es el
mismo, debe ser un cuadrilátero con sus cuatro ángulos iguales. Ahora, como la suma
de los ángulos de un cuadrilátero es 360°, cada uno de ellos mide 90°.

Observemos también que los cuatro
lados son iguales, ya que están for-
mados por las hipotenusas de los
triángulos, cuya longitud es c.

Luego, la figura es un cuadrado de
lado c, y su área es c2.

2do Método. Demostremos, utilizan-
do los teoremas anteriores, que sus
ángulos interiores miden 90°. Para
esto, observemos con cuidado un
ángulo interior A y los ángulos x, y,
z del triángulo:

21

a

ab

b

b

b

a

a

c

c

c

c
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Sabemos que

x + y + z = 180°

porque son los ángulos interiores de un triángulo, y además z = 90° ya que es un ángu-
lo rectángulo. Por otra parte,

x + y + A = 180°

porque forman un ángulo llano. Por lo tanto, tenemos que 

A = 180° - x - y

pero también

z = 180° - x – y

con lo cual tenemos que A = z, y por lo tanto A es un ángulo recto.

El mismo razonamiento muestra que los otros ángulos de la figura central son rec-
tos, y como sus lados son todos iguales, tenemos un cuadrado de lado c.

Si bien el teorema de Pitágoras es una herramienta fundamental en la geometría, al
introducir una nueva clase de números produjo un impacto aún mayor en relación a la
aritmética.  Se atribuye a los pitagóricos haber descubierto los números irracionales,
aquellos que no son cocientes de números enteros (aunque también es posible que
hayan llegado a este concepto por otro camino, a través de los pentágonos regulares).

El problema, aparentemente simple, de hallar un cuadrado de área igual a 2 nos enfrenta
al problema de calcular su lado, que debe ser . Geométricamente es sencillo de resolver,
ya que es un caso particular del teorema de Pitágoras: dibujemos un triángulo rectángulo
con sus catetos de longitudes iguales a 1 e hipotenusa c; ahora, por Pitágoras, tenemos:

12 + 12 = c2,

es decir, c2 = 2. Hemos resuelto fácilmente el problema, la hipotenusa de este triángulo rec-
tángulo es el lado del nuevo cuadrado que buscamos, y resulta ser c = .

Podemos plantearlo de otra manera: la diagonal del cuadrado unitario mide . En la
clásica obra de Platón, el Menón, se puede hallar una demostración geométrica
sencilla, conocida ya en el siglo V a. C. En este libro, Sócrates dialoga con Menón,
y al discutir sobre la enseñanza, sostiene que los conocimientos están en nuestro
interior. Para demostrarlo, interroga a un esclavo de Menón, sin formación mate-

Observación
Este último método
se basa en los
resultados que
demostramos
antes, y no requie-
re movimientos de
la figura -tal vez no
permitidos- ni
argumentos extra-
ños. Ésta es la
esencia del méto-
do axiomático,
partimos de unos
pocos supuestos
que consideramos
verdaderos, y
demostramos nue-
vos resultados sin
apelar a argumen-
tos que no hayan
sido enunciados o
justificados antes.

1.4.3. Números irracionales
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mática previa, sobre distintas cuestiones geométricas, y el esclavo realiza la
siguiente construcción.

Consideremos un cuadrado cuyos lados midan 2, y dividá-
moslo en cuatro cuadrados unitarios. El cuadrado más
grande tiene un área igual a 4, mientras que cada uno de
los cuadrados pequeños tiene área igual a 1.

Tracemos ahora una diagonal en cada cuadrado pequeño, y
observemos que nos queda un dibujo similar al que utiliza-
mos en la demostración de Pitágoras:

Igual que antes, podemos demostrar que la figura central es
un cuadrado, cuyo lado es la diagonal de un cuadrado unita-
rio. Ahora, ¿cuánto mide esta diagonal, el lado de ese
cuadrado? Una forma rápida de deducirlo, sin aplicar el teo-
rema de Pitágoras (aunque para reconocer que esa figura es
un cuadrado estamos repitiendo una parte de la demostra-
ción que hicimos), es ver que cada diagonal divide a los cuadrados pequeños en dos partes
iguales, y por lo tanto, el área del cuadrado central es la mitad del área del cuadrado total,
es decir, su área es igual a 2; con lo cual obtenemos entonces que esta diagonal mide c = .
Sin embargo, hemos hecho una afirmación que tomamos como evidente: cada diagonal
divide a los cuadrados pequeños en dos triángulos de igual área; ¿correspondería demostrar este
hecho, o podemos aceptarlo sin muchas más preguntas?

Hasta el momento, hemos visto la aparición de de una forma bastante natural.
Nada nos hace sospechar que este número no está dentro del conjunto de números
conocidos en esa época (los naturales 1, 2, 3,... y los cocientes obtenidos dividiendo dos
de ellos). Para esto, vamos a suponer que existen dos números naturales n y m tales que

y vamos a demostrar que eso nos lleva a un absurdo. Es decir, veremos que no pueden
existir tales n y m, o de lo contrario caemos en una contradicción. Pero, suponiendo
que existan, tenemos que estos números se descomponen de manera única como pro-
ductos de primos, esto es,

n = p2 · p2 · . . . · pk, m = q1 · q2 · . . . · qj.

Ahora, como suponemos que

elevando al cuadrado nos queda

23
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y despejando,

2m2 = n2.

Utilizamos ahora la descomposición anterior, y debe ser

pero observemos que el producto del lado izquierdo tiene 2j + 1 factores, mientras que el del
lado derecho tiene 2k. Como 2j + 1 es impar, no puede ser igual a 2k (que es un número par,
por ser múltiplo de 2), y hemos obtenido una contradicción.

Es posible dar una demostración geométrica, la siguiente se debe al matemático Tom
Apostol, quien la publicó en el American Mathematical Monthly en el año 2000.

Esta demostración está basada en la reducción al absur-
do, como ya vimos antes. Supongamos que existen
distintos valores de n y m tales que su cociente es , y
que m es el menor número natural que podemos poner
en el denominador de la fracción 

Observemos que esto siempre es posible, pues si =  a / b
para  algún par de números naturales a y b, basta revi-
sar si los posibles valores 1, 2, …, b – 1 sirven como
denominadores.

Suponiendo entonces que m es el menor número natural
que podemos poner en el denominador, construimos un

triángulo rectángulo cuyos catetos midan m y su hipotenusa mida n. Esto es posible por el
Teorema de Pitágoras, ya que

n2 = m2 + m2 = 2m2,

es decir,

El paso siguiente es construir un triángulo más chico, y que sus lados también midan
un número natural. Si podemos hacer esto, llegamos a una contradicción, pues m era

Observación:
Ésta es una
demostración muy
poco geométrica, y
está basada en el
teorema funda-
mental de la
aritmética, que
afirma que existe
una única descom-
posición de un
número natural
como producto de
primos.

BD

C

O

A

m m

m

2m-n n-m

n-m
n-m

n
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el menor número natural que podíamos utilizar como longitud de los catetos del trián-
gulo rectángulo. Veamos, entonces, que podemos hallar otro triángulo más chico a
partir de uno dado. 

Ahora, marquemos el punto C sobre la hipotenusa, tal que AC mida también m.
Entonces, el segmento OC mide n − m, un número natural, y también mide lo mismo
el segmento CD (lo construimos perpendicular al lado OA).

El arco de círculo BC es tangente en C al segmento CD, es decir, toca al segmento sólo en
este punto, y también es tangente en B al segmento DB, por ese motivo, CD y DB miden
lo mismo, es decir n – m (en principio, este punto no es evidente, y habría que demostrar-
lo, pero omitiremos los detalles técnicos que garantizan la igualdad de los segmentos). Por
lo tanto, el segmento OD mide 2m – n, que resulta ser otro número natural.

Entonces, obtuvimos un nuevo triángulo rectángulo, cuyos catetos miden ahora n – m y
su hipotenusa mide 2m – n. Aplicando Pitágoras, deducimos que

Podemos ver en la figura que m > n − m, con lo que consegui-
mos una nueva fracción para con denominador menor,
esto contradice nuestra suposición.

Esta demostración no es sencilla, aunque no utiliza argumentos
complicados. El punto más delicado en esta demostración es con-
vencernos de que CD y DB miden lo mismo. Hay una
observación genial de los matemáticos J.H. Conway y R.K. Guy:
pliegue el triángulo a lo largo del segmento DA, ahora debería ser
evidente, por simetría, que CD es perpendicular a OA, y que CD
y DB tienen la misma longitud

¡Una demostración que puede hacerse con una servilleta de papel,
y sin necesidad de escribir en ella!

25
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En el capítulo anterior vimos algunos resultados clá-
sicos, como la congruencia de ángulos opuestos por el
vértice, el teorema de Pitágoras, o la suma de los
ángulos interiores de un triángulo. En cada caso, para
demostrarlos, utilizamos argumentos que considera-
mos verdaderos, pero sobre los que no habíamos
dicho nada. Repasemos una de las demostraciones:

Puede parecernos que no hay ningún paso dudoso en este razonamiento, pero eso es
porque aceptamos intuitivamente el siguiente supuesto:

“Si a una misma cosa le sumamos cosas distintas, obtenemos resultados distintos.”

Es decir, si al ángulo C le sumamos el ángulo A por un lado, y el ángulo B por otro, si
A y C fuesen distintos, el resultado debería ser diferente.

Otra forma de plantearlo es la siguiente:

“Si a dos cosas iguales les restamos una misma cosa, los resultados son iguales.”

En el teorema, si al ángulo llano formado por A y C, le restamos el ángulo C, debe dar-
nos lo mismo que si al ángulo llano formado por B y C le restamos C.

27

La geometría euclídea

2.1. Introducción

A

B

C
D

Á n g u l o s  o p u e s t o s  p o r  e l  v é r t i c e

Teorema

Demostración

Los ángulos opuestos por el vértice son congruentes. En la figura anterior, los
ángulos A y B son congruentes.

Observemos que los ángulos A y C son adyacentes, forman un ángulo llano (esto
es, suman en total 180°, dos rectos). Pero también son adyacentes B y C. Entonces,
los ángulos A y B deben ser congruentes, ya que se los obtiene a ambos restando
el ángulo C a un ángulo llano.

Capítulo 2
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Esto no es lo único que hemos asumido en las demostraciones anteriores. Por ejemplo,
en el capítulo anterior:

· Cuando demostramos que los ángulos internos entre paralelas son congruen-
tes, fuimos más directos: invocamos explícitamente el Quinto Postulado como
un ingrediente inevitable de nuestra demostración, que debíamos asumir
como verdadero.

· Cuando demostramos que en todo triángulo la suma de los ángulos interio-
res es igual a dos rectos, trazamos por un vértice del triángulo una paralela
al lado opuesto.

· Cuando demostramos que en todo cuadrilátero convexo la suma de los ángulos
interiores es igual a 360°, comenzamos trazando una recta entre dos vértices.

Llegados a este punto, y una vez que tomamos conciencia de esto, cuando uno se
enfrenta a estas demostraciones suele sentir cierta inseguridad: ¿Qué argumentos se
pueden utilizar? ¿Qué cosas están permitidas? ¿Cuáles se pueden tomar como ciertas sin
necesidad de demostrarlas? Esta es una sensación normal, y debemos tomarla muy en
cuenta, cuando trabajemos con demostraciones matemáticas.

Una frase tan sencilla como “trazamos una recta entre A y C” parece no necesitar nin-
guna demostración, seguramente esté permitido hacerlo, podemos trazarla... pero,
¿Quién y dónde lo permitió? ¿Cómo sabemos que puede hacerse?

Más complicada es la afirmación: “podemos trazar una recta por el punto A paralela a
otra recta dada”, y lo comprobamos rápidamente si nos piden que indiquemos cómo
trazar tal recta.

La geometría euclídea está repleta de afirmaciones similares, cuya validez parece obvia
pero debería cuestionarse. Uno debería intentar demostrar todas estas afirmaciones, por
más evidentes que nos resulten.

Sin embargo, es imposible demostrar absolutamente todo. Habrá un conjunto de afir-
maciones iniciales que debemos aceptar sin demostración, y que serán la base de las
siguientes demostraciones. Por ejemplo, “podemos trazar una recta entre A y C” será una
afirmación de esta clase. Vamos a asumir que es cierta, y que dados dos puntos siempre
podemos trazar la recta que los une. También vamos a aceptar como cierto que “si a dos
cosas iguales les restamos una misma cosa, los resultados son iguales.”

Este tipo de afirmaciones que se acepta sin mayor discusión es un axioma, y se constru-
ye el resto de la teoría (ya sea la geometría, u otra teoría matemática) apoyándose en
ellos. Los axiomas son la solución a las preguntas planteadas antes:
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¿Qué argumentos se pueden utilizar? ¿Qué cosas están permitidas? ¿Cuáles se pue-
den tomar como ciertas sin necesidad de demostrarlas? Todo teorema o
proposición que deseemos demostrar debe poder reducirse finalmente a los axio-
mas iniciales, que deben estar claros de entrada. El conjunto de estos axiomas
forma un sistema axiomático, y constituye la materia prima y la herramienta con
las cuales se construirá el resto de la geometría euclídea.

Por supuesto, para acortar las demostraciones podemos apelar a otros resultados que
se hayan obtenido a partir de los axiomas. Cada vez que demostramos un teorema
o una proposición, podemos agregarlo a nuestro arsenal de afirmaciones con las cua-
les demostrar otras.

En general, los resultados que demostraremos se llaman lemas, proposiciones, teore-
mas, y corolarios. Todos ellos son afirmaciones que hemos demostrado que son
verdaderas a partir de los axiomas (o de otros resultados ya demostrados). Hay
cierta arbitrariedad al otorgarle a un resultado uno de estos nombres, si bien las
siguientes pautas pueden ayudarnos a la hora de distinguir porqué a un resultado
lo llamamos Teorema y a otro Proposición. 

· Un Lema suele ser un resultado auxiliar, un paso en la demostración de un
Teorema pero que conviene aislar porque se repite en las demostraciones de
distintos teoremas.

· Una Proposición es un resultado intermedio, con cierta importancia por sí mismo.
Puede ser una consecuencia directa de una definición, que conviene escribir para
referirnos a ella cuando la necesitemos aunque no sea muy relevante.

· Un Teorema es en general un resultado importante, una afirmación verdadera
pero no tan inmediata como una Proposición.

· Un Corolario, en cambio, es un resultado que se demuestra de inmediato a partir de
un Teorema. Suele ser un caso particular de una situación mucho más amplia, que
si bien está contenido en el resultado del Teorema, conviene aislar.

Una observación importante: no todo conjunto de afirmaciones sirve como un
sistema axiomático. El principio más importante que deben cumplir nuestros
posibles axiomas es que no lleven a contradicción, es decir, que al utilizarlos no
se deduzcan resultados contradictorios. Hay un cierto grado de arbitrariedad al
armar un sistema axiomático. Uno puede elegir distintos axiomas, o enunciar-
los de distintas maneras, pero si generan contradicciones, no sirven como
axiomas. Un segundo requisito, no muy grave en caso de no cumplirse, es que
no debería agregarse como axioma un resultado que se deduce de los axiomas
que ya se tienen.

29
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El mérito principal de los Elementos de Euclides es haber llevado a cabo este procedimien-
to, eligiendo unos pocos axiomas, como base para desarrollar la geometría. El sistema
axiomático de la geometría euclídea se divide en dos grupos de afirmaciones: unas son de
carácter más general, y las otras se refieren específicamente a los objetos geométricos. Suele
llamarse nociones comunes a los del primer grupo, y postulados a los del segundo.

Comencemos por las nociones comunes:

1. Cosas iguales a una misma, son iguales entre sí.

2. Si a iguales se agregan iguales, los todos son iguales.

3. Si de cosas iguales se restan cosas iguales, las restas son iguales.

4. Cosas coincidentes son iguales entre sí.

5. El todo es mayor que la parte.

Esta lista de afirmaciones nos permite comparar “cosas”: pueden ser números,
figuras, etc. El término iguales hay que tomarlo en un sentido muy general, por-
que tendrá distintos significados según el contexto. Euclides utiliza
indistintamente iguales, congruentes, o equivalentes, si bien hoy día, se utiliza cada
uno de estos términos en determinados contextos. Por ejemplo, hablamos por un
lado de igualdad de números, y por otro de congruencia de ángulos o de segmen-
tos.  No debemos olvidar que esta es una convención arbitraria que no constituye
una cuestión clave o fundamental de la matemática.

Los postulados son los siguientes:

1. Por dos puntos puede trazarse una recta.

2. Una recta dada puede extenderse indefinidamente.

3. Dado un centro y un radio puede trazarse un círculo.

4. Todos los ángulos rectos son congruentes a uno dado.

5. Si dos líneas cruzan una tercera de tal manera que la suma de los ángulos
interiores en un lado es menor de dos ángulos rectos, entonces las dos líne-
as deben cruzarse una a la otra de ese lado, prolongadas lo suficiente.

2.2. Los axiomas de la geometría euclídea

Cap 02:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  12/11/2010  11:57 p.m.  Página 30



L a  g e o m e t r í a  e u c l í d e a

Observemos que estos postulados se refieren a entes geométricos: puntos, rectas, círcu-
los, ángulos. Las definiciones de estos términos se dan antes de la lista de postulados,
pero son definiciones bastante imprecisas. Por ejemplo:

Difícilmente estas definiciones nos digan qué es un punto o una recta si no lo sabemos de
antes. Los conceptos de punto o de recta son conceptos primitivos y, en cierto sentido, impo-
sibles de definir. En cualquier definición que intentemos, tendremos que utilizar conceptos
que no hemos definido previamente, de lo contrario, entraríamos en una espiral de definicio-
nes de nunca acabar. La postura moderna es dejar estos conceptos sin definir.

Por otra parte, la definición de ángulo es muy interesante:

Observando con cuidado esta definición, vemos que lo define para líneas que no son nece-
sariamente líneas rectas. Sin embargo, Euclides utilizará esta noción de ángulos entre
curvas y rectas una única vez en los Elementos. De hecho, en la definición siguiente se acla-
ra: “cuando las líneas que contienen el ángulo son rectas, se lo llama rectilíneo”.

Hay muchas definiciones que introducen nociones importantes, y propiedades de dis-
tintas figuras. No vamos a listarlas a todas, pero algunas de las definiciones más
importantes son las siguientes:

A partir del ángulo recto se define como ángulo agudo (respectivamente, obtuso) al que
es menor (respectivamente, mayor) que un recto.

Se definen también distintos polígonos, y en el caso de triángulos, se los clasifica en acu-
tángulos (tienen los tres ángulos menores a un recto), rectángulos (tienen un ángulo
recto) y obtusángulos (tienen un ángulo obtuso). Se los clasifica también según las lon-
gitudes de sus lados: equilátero es aquel que tiene todos sus lados iguales; isósceles es el
que tiene dos lados iguales; y escaleno aquel que tiene todos sus lados distintos.

31

DefiniciónPunto: “punto es aquello que no tiene partes”.

DefiniciónLínea recta: “una línea recta es aquélla que yace por igual respecto de los puntos
que están en ella”.

DefiniciónÁngulo plano “un ángulo es la inclinación de dos líneas que se encuentran una a
otra en un plano y no están en línea recta”.

DefiniciónÁngulo recto y rectas perpendiculares: “cuando una línea recta forma ángulos
iguales a cada lado al intersecarse con  otra, los ángulos son rectos;
llamamos perpendiculares a estas líneas rectas”.
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En el caso del círculo, es la figura cuyos puntos están todos a la misma distancia de un
punto fijo, su centro. Un diámetro es el segmento de recta que une dos puntos del cír-
culo pasando por el centro, y Euclides afirma que un diámetro divide a un círculo en
dos partes iguales. Recordemos que éste era uno de los resultados de Thales, pero
Euclides va a aceptarlo sin demostración.

Finalmente, una definición interesante es la de rectas paralelas:

Observemos que esta definición es muy especial: ¿cómo verificarla sin prolongar inde-
finidamente las rectas? Junto con el quinto postulado son la parte más complicada del
sistema axiomático de la geometría euclídea. Miles de matemáticos y de aficionados han
buscado formulaciones más sencillas para la noción de paralelismo y para reemplazar el
quinto postulado, y se tienen formas equivalentes, a veces más sencillas. También se
pretendió demostrarlo a partir de la definición de paralelas y los cuatro primeros pos-
tulados, pero ésta resultó ser una tarea imposible, ya que no se deducía de estos.

Terminamos la sección anterior destacando dos propiedades importantes que debían
cumplir los sistemas axiomáticos:

· Independencia: no debían agregarse axiomas redundantes, que se dedujeran de
los anteriores.

· Consistencia: los axiomas no debían generar contradicciones.

Lamentablemente, no estamos en condiciones de justificar que el sistema axiomáti-
co de la geometría euclídea cumple estas propiedades. Las demostraciones de
independencia y consistencia están más allá de nuestro alcance. Pero tampoco debe-
mos preocuparnos mucho, porque distintos matemáticos ya se encargaron de
estudiar este problema. En especial, destaquemos el papel de David Hilbert quien a
fines del siglo XIX hizo un profundo estudio de los fundamentos de la geometría.

Tampoco vamos a desarrollar aquí en detalle el sistema axiomático de la geome-
tría euclídea. Los axiomas anteriores no son suficientes para desarrollarla
completamente, pero es mucho lo que podemos hacer con ellos. Por ejemplo, un
postulado que falta es el que nos garantiza que hay intersección entre dos círculos
(si sus centros están a menor distancia que la suma de sus radios), o que una recta

Definición Rectas paralelas: son aquéllas que (estando en un mismo plano) no se intersecan
si son prolongadas indefinidamente en uno u otro sentido

2.2.1. Independencia y consistencia
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se interseca con un círculo si la distancia de la recta al centro del círculo es menor
que el radio del mismo. Asumamos estas dos condiciones extras, y comencemos
con la geometría propiamente dicha.

Los instrumentos por excelencia de la geometría euclidiana clásica son la regla y el com-
pás. Sin embargo, ¡no son mencionados en los Elementos de Euclides!

Ambos son instrumentos de tipo ideal, derivados de la geometría hecha con cuer-
das de los egipcios:

· la recta nos permite unir dos puntos (operación permitida por el primer pos-
tulado), tal como los conectamos al tender una cuerda de un punto al otro;

· el compás nos permite trazar un círculo centrado en un punto dado y con un
radio dado, tal como se lo obtiene fijando un extremo de una cuerda en el
punto que corresponde al centro, y haciendo girar la cuerda extendida.

Con estos instrumentos se pueden realizar distintas construcciones, y estas a su
vez reemplazan la noción de movimiento en el plano euclídeo: uno no “cambia de
lugar” una figura, sino que la construye en otra parte. A continuación veamos
algunas construcciones típicas.

Vamos a repasar las primeras construcciones de los Elementos de Euclides, que tienen
un gran valor formativo en el uso de la regla y el compás.

Construir un triángulo equilátero con un segmento AB dado como lado.

Esta es una construcción sencilla, que se realiza
en apenas tres pasos:

1. Dado el segmento AB, comenzamos colocando
el compás en el punto A, y trazamos un círculo
utilizando como radio este segmento.

33

2.3.1. La regla y el compás

2.3.2. Construcciones básicas

2.3. Construcciones geométricas

A BA B

1

1
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2. Ahora, trazamos otro círculo con centro en B y el segmento AB como radio.

3. Unimos uno de los puntos donde se intersecan ambos círculos (llamémoslo C)
con A y B:

El triángulo ABC es equilátero, pues los lados AB y AC son iguales al ser radios de un
mismo círculo; pero también AB es igual a CB, ya que son radios del otro círculo.
Entonces, por la primera noción común (“cosas iguales a una misma son iguales entre
sí”), los lados AC y CB son iguales.

Antes de pasar a otra construcción, observemos que los dos primeros pasos se
basan en el tercer postulado (“dado un centro y un radio puede trazarse un círcu-
lo”), mientras que el tercer paso se basa en el primer postulado (“por dos puntos
puede trazarse una recta”). No vamos a hacer este análisis en cada construcción,
pues alargaría inútilmente las demostraciones.

Dibujar desde un punto determinado, un segmento congruente a otro segmento dado.

Queremos dibujar en el punto C un segmento congruente al
segmento AB.

1. El primer paso consiste en construir un triángulo
equilátero de lado AC, lo cual puede hacerse como en
la construcción anterior.

2. A continuación, se traza un círculo con centro en A y radio AB.

3. Luego se prolonga el segmento DA hasta que interseca al círculo en el punto E.

4. Finalmente, con centro D y radio DE se traza un nuevo círculo, y prolongando DC
hasta que se interseca con el círculo en el punto F, se obtiene el segmento CF que es
congruente al segmento AB que nos dieron originalmente.

A B
A

C

B

CA

B

2

1

2

3

4

2

3

3
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Terminemos esta sección con otras dos construcciones, la bisectriz de un ángulo, y la
bisectriz de un segmento.

35

A C

D

B

A C

D

B

A C

D

B

E

1 2

Observación: esta construcción es importante porque
reemplaza el movimiento de figuras geométricas. Por
otra parte, ilustra el uso del compás: podríamos pen-
sar que, para hacer esta construcción, es suficiente
con abrir el compás apoyando un extremo en A, el otro
en B, y luego -manteniendo la abertura- levantarlo de la hoja y llevarlo hasta el punto C. Sin
embargo, no hay nada en los axiomas que nos permita hacer esto.

3

A
C

F

D

B

E

4

Ejercicio 1Verificar que el segmento CF es congruente al segmento AB.

Ejercicio 2Dado un segmento AB, y una semirrecta
CD, construir un segmento sobre la
misma congruente al segmento AB
desde el punto C. A

C D

B
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Bisecar un ángulo.

Dado el ángulo BAC, hallar una recta AD tal que los ángulos BAD y DAC sean igua-
les. Esta recta se llama bisectriz del ángulo.

1. Dado el ángulo BAC, trazamos un círculo centrado en A (de cualquier radio).

Llamamos E a la intersección del círculo con el segmento AB, y F a la intersec-
ción con AC.

2. Construimos un triángulo equilátero DEF de lado EF, lo cual puede hacerse por la
primer construcción.

3. Unimos los puntos A y D, y la recta AD biseca el ángulo.

Bisección de un segmento.

Dado un segmento AB, hallar su punto medio.

1. Dado el segmento AB, construimos el triángulo equilátero
ABC.

2. Ahora, por la construcción anterior, podemos bisecar el ángulo
C con una recta CE.

3. El punto E es el punto medio de AB.

A

E F

B C

A

E F

D
B C

A

E F

D
B C

1 2 3

Observación: en comparación con las dos primeras construcciones, en
estas dos puede quedarnos la sensación de que falta algo. Así es: no hemos

verificado que los ángulos BAD y DAC sean congruentes (al bisecar el ángulo), ni que los seg-
mentos AE y EB sean congruentes en esta última. El motivo es que para hacerlo necesitamos los
criterios de semejanza de triángulos, que serán el objetivo de nuestra próxima sección.

B C

A

E

1

2

3

1

2

3
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Diremos que dos triángulos ABC y A’B’C’ son congruentes cuando sus lados son con-
gruentes (AB con A’B’, BC con B’C’, y AC con A’C’), y también son congruentes sus
ángulos (A con A’, B con B’, y C con C’) En otras palabras, si pudiéramos levantar uno
de los triángulos y colocarlo sobre el otro, coincidirían.

La semejanza de triángulos es un concepto ligeramente distinto: diremos que dos trián-
gulos ABC y A’B’C’ son semejantes cuando sus ángulos son congruentes (A con A’, B con
B’, y C con C’), y sus lados son proporcionales, es decir, si dividimos las longitudes de
los lados correspondientes, obtenemos un mismo valor

(en general, indicaremos la longitud de un segmento como ).

Dados dos triángulos semejantes, no podemos moverlos para que coincida uno con el
otro, pero podemos pensar que uno es un modelo a diferente escala del otro, como la
maqueta de un edificio respecto del edificio verdadero.

El primer criterio de congruencia de triángulos es el siguiente:

Brevemente, dados dos triángulos, para ver si son iguales nos basta con comparar las
longitudes de dos de sus lados y el ángulo comprendido entre ellos. Si estos valores
coinciden con los del otro triángulo, entonces el tercer lado debe medir lo mismo
en cada triángulo.

AB
A B

=
BC
B C

=
AC
A C

ABAB

37

2.4. Congruencia y semejanza de triángulos

Para tener
en cuenta al
resolver el
problema

La semejanza de triángulos es uno de los conceptos clave en la resolución
de nuestro problema. No podemos medir directamente los lados del trián-
gulo que forman la Tierra, la Luna y el Sol, pero si encontráramos un
triángulo semejante estaríamos en condiciones de medirlo y deducir cuá-
les son las distancias que buscamos.

2.4.1. Criterios de congruencia de triángulos

Criterio LAL
(lado-ángulo-lado)

Si los triángulos ABC y A’B’C’  tienen dos lados congruentes (AB con A’B’, AC
con A’C’), y el ángulo comprendido por un par de lados es congruente al ángu-
lo comprendido por el otro par (A y A’), entonces los triángulos son
congruentes.
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El siguiente criterio nos dice que alcanza con conocer dos ángulos y el lado entre ellos:

Finalmente, el tercero nos dice que basta conocer las longitudes de los tres lados:

Es interesante pensar este criterio de forma mecánica: tenemos tres varillas unidas que
forman un triángulo. El teorema nos dice que no podemos deformar el triángulo sin
acortarlas o alargarlas, tenemos una sola forma de ubicarlas.

Observemos el parecido entre los dos primeros criterios: dos lados y el ángulo que forman; dos
ángulos y el lado entre ellos. ¿Valdrá un criterio basado en la congruencia de los tres ángulos?

Como aplicación de los criterios de congruencia de triángulos vamos a demostrar un teore-
ma clásico, conocido como el Pons Asinorum, o puente de los burros. Luego, verificaremos
que la bisección del ángulo y del segmento que hicimos en la sección anterior, son correctas.

2.4.1.2. Aplicaciones de los criterios de congruencia

Criterio ALA
(ángulo-lado-ángulo)

Si los triángulos ABC y A’B’C’  tienen un par de ángulos congruentes (A y A’, B y B’)
y los lados comprendidos entre cada par de ángulos son congruentes (AB con
A’B’), los triángulos son congruentes.

Criterio LLL
(lado-lado-lado)

Si los triángulos ABC y A’B’C’  tienen sus tres lados congruentes (AB con A’B’, AC
con A’C’, BC con B’C’), entonces los triángulos son congruentes.

Ejercicio 3 Determinar si son congruentes dos trián-
gulos ABC y A’B’C’  cuyos ángulos son
congruentes (A con A’, B con B’, y C con C’).

B C

A

B’

A’

C’

Ejercicio 4 Si cambiamos el criterio LAL, y pedimos dos lados congruentes y un ángulo
que no sea el comprendido entre ellos, ¿se puede garantizar la congruencia?

Ejercicio 5 Si cambiamos el criterio ALA, y pedimos dos ángulos congruentes y un lado que
no sea el comprendido entre ellos, ¿se puede garantizar la congruencia?
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Recordemos brevemente que un triángulo isósceles es aquel que tiene dos lados con-
gruentes; llamaremos base al tercer lado.

Bisecar un ángulo.

La recta AD biseca el ángulo A; recordemos la construcción que
habíamos hecho:

Habíamos trazado un círculo con centro en A, y su radio era AE;
y sobre el segmento EF construimos un triángulo equilátero DEF.

Ahora, los triángulos AED y AFD son congruentes, por el criterio
LLL, ya que:

· AE congruente a AF, por ser radios de un mismo círculo.

· AD es congruente a sí mismo.

· ED es congruente a FD, por ser lados del triángulo equilátero DEF.

39

Teorema

Demostración

(Pons Asinorum) En un triángulo isósceles, los ángulos de la base son congruentes.

Sea ABC el triángulo isósceles, y sus lados congruentes son AB y AC. Para la demos-
tración, consideremos la siguiente figura, donde hemos repetido el triángulo.

El lado AB del triángulo del lado
izquierdo es congruente al lado AC
del triángulo de la derecha (pues en
realidad son el mismo triángulo, y
esos dos lados eran congruentes).
También, el lado AC del triángulo de
la izquierda es congruente al lado
AB del triángulo de la derecha. Por
último, el ángulo A es congruente al
ángulo A (pues es el mismo ángulo).

Podemos ahora aplicar el criterio de congruencia de triángulos LAL: tenemos un
par de lados y el ángulo que forman congruentes a los de la otra figura, con lo cual
ambos triángulos son congruentes. Entonces, el ángulo B del triángulo de la
izquierda es congruente al ángulo C del triángulo del lado derecho.

Hemos demostrado que los ángulos de la base (B y C) son congruentes.

A

B C

A

B C

A

E F

D
B C
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Por lo tanto, ambos triángulos son congruentes, y los ángulos respectivos deben ser
congruentes, con lo cual AD biseca el ángulo A.

Bisecar un segmento.

La recta CE biseca el segmento AB. Recordemos la construcción que habíamos hecho,
e indiquemos un par de ángulos en la figura:

Construimos el triángulo equilátero ABC, y biseca-
mos el ángulo C.

Ahora, los triángulos ACE y CEB son congruentes
por el criterio LAL:

· AC congruente a BC, por ser lados del triángu-
lo equilátero ABC,

· CE es congruente a sí mismo.

· Los ángulos a y a’ son congruentes (pues CE bisecaba el ángulo).

Veamos otras dos aplicaciones del teorema anterior, que utilizan también los resultados
de bisección de un segmento.

Trazar una perpendicular a una recta dada desde un punto que no pertenece a la recta.

1. Dada una recta AB y el punto C,
trazamos un círculo de centro C
que corte a la recta en dos puntos
(para esto basta tomar un punto
separado de C por la recta, y utili-
zar esa distancia como radio).
Sean E y F los puntos donde se
cortan la circunferencia y la recta.

2. Ahora, podemos bisecar el segmento
EF, con la construcción que vimos
antes, y obtenemos el punto G.
Finalmente, por los puntos C y G
trazamos una recta, y veremos que es
perpendicular a la recta AB.
Señalemos también en la figura los
ángulos a y a’ que hace CG con AB.

A B

C

E F
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3. Para demostrar que la recta CG es perpendicular a AB necesitamos ver que los ángu-
los a y a’ son congruentes. Pero si observamos los triángulos ECG y CGF vemos que
son congruentes por el criterio LLL:

· El lado EC es congruente a CF por ser radios de un mismo círculo.

· El lado CG es común a ambos triángulos.

· El lado EG es congruente al lado GF pues G divide a EF en dos partes iguales.

Por lo tanto, ambos triángulos son congruentes, y los ángulos respectivos lo son.
Entonces, el ángulo a es congruente al ángulo a’. Como ambos ángulos forman un
ángulo llano,

a + a’ = 180°,

y resulta entonces a = a’ = 90°.

1. Dado el diámetro AB, podemos bisecarlo y su punto medio D es el centro del cír-
culo. Unimos el punto C con D, y hemos obtenido dos triángulos.

2. Los triángulos ACD y BCD son isósceles, ya que AD, CD y DB son radios del
círculo. Entonces, los ángulos de la base de cada triángulo son congruentes,
entre sí, y tenemos:

a = a’, b = b’

3. Como la suma de los ángulos interiores de un triángulo es igual a 180°, tenemos: 

a + a’ + b + b’ = 180°

y usando la relación entre a y a’, b y b’, queda

a’ + a’ + b’ + b’ = 180°

2a’ + 2b’ = 180°

a’ + b’ = 90°

con lo cual, ABC es un triángulo rectángulo.

41

TeoremaSea AB un diámetro de un círculo dado, y C un punto arbitrario en la circunferen-
cia. Entonces, ABC es un triángulo rectángulo y AB es su hipotenusa.
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Hemos dicho que dos triángulos son semejantes si tienen sus tres ángulos congruentes
y sus lados son proporcionales. Si recordamos del primer capítulo el resultado de
Pitágoras de la suma de los ángulos interiores de un triángulo, vemos que no es nece-
sario pedir que los tres ángulos sean congruentes, y basta sólo con dos: por fuerza, el
tercero debe ser congruente, ya que debe completar los 180°. Ese será nuestro primer
criterio de semejanza:

Los dos criterios siguientes involucran las longitudes de los lados y son similares a los
de congruencia de triángulos; en ambos se reemplaza la condición de congruencia de
los lados por la de proporcionalidad:

La aplicación más importante de los criterios de semejanza es la trigonometría, de la
que hablaremos en el próximo capítulo. Ahora, veremos algunos ejemplos de aplicacio-
nes prácticas de los criterios.

Ejemplo: Sean los triángulos ABC y A’B’C’. Sabiendo que:

2.4.2. Criterios de semejanza de triángulos.

Para tener
en cuenta al
resolver el
problema

Veamos el concepto de semejanza. Este concepto resulta más útil que el de
congruencia, en especial en nuestro problema, donde no es posible construir
un triángulo congruente al que forman la Tierra, el Sol y la Luna, mientras que
es mucho más sencillo construir un triángulo semejante a escala más pequeña.  

Criterio AA
(ángulo-ángulo)

Si los triángulos ABC y A’B’C’ tienen dos ángulos congruentes (A con A’, B con B),
entonces los triángulos son semejantes.

Criterio LLL
(lado-lado-lado)

Si los lados de los triángulos ABC y A’B’C’ son proporcionales, es decir

entonces los triángulos son semejantes.

AB
A B

=
BC
B C

=
AC
A C

Criterio LAL
(lado-ángulo-lado)

Si dos lados de los triángulos ABC y A’B’C’ son proporcionales, es decir

y los ángulos A y A’ comprendidos entre ellos son congruentes, entonces los trián-
gulos son semejantes.

AB
A B

=
AC
A C
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¿Son semejantes?

Solución: en este caso no sabemos nada de los ángulos, con lo cual no podemos apli-
car los criterios AA o LAL. Nos queda la opción de ver si los lados son proporcionales.

Dividiendo, tenemos

y por lo tanto, son semejantes.

Ejemplo: En la figura 4.2.1, sabemos que
, y .¿Son semejantes?

¿Son congruentes?

Solución: Sabemos que un par de lados de cada
triángulo son congruentes (y por lo tanto, también
son proporcionales). Si supiéramos que los ángu-
los comprendidos por cada par son congruentes,
los triángulos serían semejantes y también con-
gruentes. Pero como son opuestos por el vértice,
los ángulos son congruentes.

Problema: Un barco se encuentra en el mar, vigilando una ciudad.
Si los habitantes de la ciudad conocieran la distancia al barco, podrí-
an atacarlo con sus catapultas. ¿Es posible calcularla? (Plinio y
Plutarco le atribuyen esta idea a Thales, dicen que fue el primero en
calcular la distancia de una flota enemiga a la costa, y sabiendo la
distancia, le arrojaron proyectiles incendiarios y la hundieron.)

Solución: La figura 4.2.2 nos ayudará a resolverlo.

Supongamos que estamos parados en el punto A, y el barco está en
el punto B’. El problema es conocer la distancia .

Ahora caminamos por la costa desde A hasta A’, en forma perpendicu-
lar a AB’, y clavamos un bastón en el punto C. Cuando llegamos a A’,
caminamos alejándonos de la costa, hasta un punto B a determinar.

AB = AB y AC = AC

4
6

=
6
9

=
8

12
=

2
3
,

AB’

AB = 4 cm, A B = 6 cm,

AC = 6 cm, A C = 9 cm,

CB = 8 cm, C B = 12 cm,

43

A

B

B’

CC’

A A’

B’

90°

90°

B

C

F i g u r a  4 . 2 . 2

F i g u r a  4 . 2 . 1
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¿Cómo elegimos este punto? Queremos que queden alineados el barco y el bastón cla-
vado en C, y determinamos B de esa manera.

Veamos que los triángulos AB’C y CA’B son semejantes. Lamentablemente, sólo cono-
cemos un lado del triángulo AB’C, el lado AC que está sobre la costa y podemos medir
su longitud, no conocemos los otros lados porque deberíamos internarnos en el mar
para medirlos. Pero todavía podemos utilizar el criterio AA: observemos que los ángu-
los A y A’ son rectos, y por lo tanto son congruentes; por otro lado, los ángulos sobre
el vértice C son opuestos por el vértice, así que también son congruentes.

Sabiendo que los triángulos AB’C y CA’B son semejantes, podemos determinar la lon-
gitud del lado AB’: podemos medir , , y . De la relación

Podemos despejar la distancia desconocida en función de los otros tres valores:

Terminamos este capítulo con un resultado importante que utilizaremos más adelante.

AC CA’ A’B

AB
AC

=
A B
CA

AB =
A B
CA

· AC

Observación: las tres longitudes del lado derecho de la fórmula anterior se pueden calcular sin
necesidad de acercarse al barco, ya que se hacen en tierra firme. El método funciona en muchas
otras situaciones similares, donde sólo podemos medir una longitud del triángulo que nos inte-
resa, pero podemos construir un triángulo semejante al cual sí podemos medirle todos sus lados.

Proposición Sea AB el diámetro de un círculo, C un punto en la circunferencia. Sea CD la per-
pendicular al diámetro AB que pasa por C. Entonces, los triángulos ABC, ACD y
BCD son semejantes.

Demostración Indiquemos en la figura los ángulos que no
son rectos.

Para ver que ABC y BCD son semejantes
aplicaremos el criterio AA. Ambos triángu-
los tienen un ángulo recto, y comparten
además el ángulo b. Por lo tanto, son
semejantes.

Ahora, ABC y ACD también tienen un ángu-
lo recto, y comparten el ángulo a, con lo
cual son semejantes por el criterio AA.
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Si observamos la demostración que hicimos cuando bisecamos un segmento, veremos
que la recta utilizada era perpendicular a éste. Conviene asignarle un nombre, pues es
una recta que nos será útil. Definiremos también la cuerda de una circunferencia

Nuestro objetivo es ver ahora que las mediatrices de las cuerdas son prolongaciones del
radio del círculo correspondiente.

Con los últimos resultados estamos en condiciones de hallar el centro de un círculo
dado un arco de su circunferencia. Vamos a resolver el problema si conocemos toda la
circunferencia, y dejaremos planteado como ejercicio el otro caso.

45

ProposiciónSea AB una cuerda de una circunferencia. Entonces, la mediatriz del segmento AB
pasa por el centro del círculo.

DefiniciónLa recta que biseca a un segmento dado y es perpendicular al mismo se dice
su mediatriz.

DefiniciónUna cuerda es un segmento que une dos puntos en una circunferencia.

DemostraciónEn la figura  1 tenemos la cuerda AB y hemos
dibujado un radio que pasa por el origen O y el
punto medio C del segmento AB.

Queremos ver que OC es la mediatriz del segmento.

Para esto, trazamos los radios OA y OB, y nos
quedan determinados dos triángulos AOC y BOC
que resultan congruentes por el criterio LLL, pues
comparten el lado CO, los lados AO y BO son con-
gruentes por ser radios del círculo, y AC es
congruente con CB pues C es el punto medio del
segmento AB (Figura       ).

En particular, los ángulos indicados como a y b
son congruentes, pero entonces deben ser ángu-
los rectos, ya que juntos totalizan 180°.

Luego, el segmento OC biseca a la cuerda AB y es
perpendicular a la misma, con lo cual es su mediatriz.

A

B

C

O

A

B

C

O

a

b

1
1

2

2
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Para determinar el círculo, comenzamos trazando una cuerda arbitraria AB. Trazamos
su mediatriz, que sabemos que pasa por el centro.

Ahora, por el punto B trazamos una perpendicular al segmento AB, que corta al círcu-
lo en un punto C (ver figura 1).

Si podemos demostrar ahora que el segmento AC es un diámetro del círculo, como
todo diámetro pasa por el centro, y por otra parte el centro está sobre la mediatriz de
AB, la intersección de AC con la mediatriz será el punto buscado.

Demostremos entonces que AC es un diámetro. Vamos a suponer que no, y llegaremos
a un absurdo.

Supongamos que AC no es un diámetro, con lo cual podemos trazar el diámetro que
pasa por A y por el origen, y sea D el punto donde se interseca con la circunferencia. Si
trazamos el triángulo ABD (ver figura 2), sabemos que éste es un triángulo rectángulo,
como vimos antes.

Pero entonces, tanto la recta BC como la recta BD forman un ángulo recto con la cuer-
da AB, y si los puntos C y D fuesen distintos tendríamos dos perpendiculares diferentes
por un mismo punto, lo cual es un absurdo.

Entonces, C = D, y AC es un diámetro del círculo dado.

Existe una construcción más sencilla, que sólo requiere una parte de la circunferencia,
apenas un arco, como veremos en el siguiente ejercicio.

Problema Hallar el centro de un círculo dado.

A

B

CO

D

A

B

C
O

1 2

Ejercicio 6 Dado un arco de círculo, determinar su centro.
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Los resultados anteriores de congruencia y semejan-
za de triángulos tienen numerosas aplicaciones
teóricas y prácticas. Veremos en este capítulo las
nociones básicas, tal vez las más importantes, de la
trigonometría.

Consideremos el triángulo rectángulo de la Figura 3.1

Hemos señalado en él un ángulo, que denotamos a, y
hemos puesto como nombre de los lados las letras H, por hipotenusa; CA, por cateto
adyacente; y CO, por cateto opuesto.

Dado cualquier otro triángulo rectángulo, sólo debe-
mos preguntarnos si tiene algún ángulo congruente a
a. Si lo tiene, por el criterio AA, serán semejantes.
Consideremos, entonces, el triángulo de la figura 3.2
que es semejante al inicial de la figura 3.1.

Sabemos que sus lados son proporcionales, es decir, las
longitudes satisfacen

pero podemos escribir estas relaciones entre los lados de otra forma. Igualando de a
pares y despejando obtenemos

_

CA

CA∗
=
CO

CO∗
=
H

H∗
,

CA

CA∗
=
CO

CO∗
⇒

CO

CA
=
CO∗
CA∗

CA

CA∗
=
H

H∗
⇒

CA

H
=
CA∗
H∗

CO

CO∗
=
H

H∗
⇒

CO

H
=
CO∗
H∗
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Trigonometría

3.1. Razones trigonométricas

CO
H

CA
a

F i g u r a  3 . 1

CO*
H*

CA*
a

F i g u r a  3 . 2

Capítulo 3
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En definitiva, dado cualquier triángulo rectángulo con un ángulo a fijo, quedan deter-
minados los cocientes de dos de sus lados. Los cocientes son los mismos siempre, y sólo
dependen del ángulo a, no del triángulo utilizado para calcularlos.

Los cocientes anteriores son las llamadas razones trigonométricas, y nos permiten
introducir las funciones trigonométricas básicas: el seno, el coseno, y la tangente del
ángulo a.

Supongamos, por un instante, que conocemos el valor de las razones trigonométricas
para todos los valores del ángulo a. Entonces, si nos dan un triángulo rectángulo y la
longitud de uno solo de sus lados, podemos averiguar sin dificultad las restantes longi-
tudes. Sólo debemos dividir entre sí las longitudes del lado que conocemos y del que
queremos averiguar, y lo igualamos a la razón correspondiente.

Ejemplo: Supongamos que a = 30°, con lo cual sen(30°) = 0,5. Si el cateto opuesto mide
2, ¿cuánto mide la hipotenusa? ¿Se puede averiguar cuánto mide el cateto adyacente?

Solución: sabemos que

con lo cual, reemplazando los datos que tenemos,

Despejando, H = 4.

Para averiguar el cateto adyacente, utilizamos el Teorema de Pitágoras:

despejamos y 
.

sen(a) =
CO

H

cos(a) =
CA

H

tg(a) =
CO

CA

sen(a) =
CO

H

0, 5 =
2

H

H2 = CA2 + CO2

42 = 22 + CO2

CO =
√

16− 4
=
√

12
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Existen distintos problemas donde se puede medir un ángulo y una distancia.  Conocer
las funciones trigonométricas permite averiguar el resto de las longitudes. Por ese moti-
vo, se tabularon con mucha precisión. A continuación, veremos las unidades utilizadas
en la medición de ángulos.

La unidad de medida tradicional de los ángulos es el grado, que hemos utilizado ya a
lo largo del libro. Dado un segmento, si fijamos uno de sus extremos como centro y lo
utilizamos como radio para describir un círculo con un compás, al comenzar el ángulo
es de cero grados. Cuando describimos la vuelta completa, el ángulo es de 360°.

Si dividimos el círculo en cuatro partes iguales con dos rectas perpendiculares, al ángu-
lo recto le corresponden 90°. Cada grado se divide a su vez en sesenta minutos, 1° = 60’,
y a su vez, cada minuto se divide en sesenta segundos, 1’ = 60’’. Este sistema es el llama-
do sistema sexagesimal (de base 60), similar al que empleamos en la división de las horas.
En realidad, se supone que se origina en una antigua división del año en 360 días, ins-
pirado en el ángulo que, supuestamente,  recorre el Sol cada día en su órbita anual.

Existe otra unidad de medida, muy empleada, el
radián. Para definirlo, consideremos un círculo de
radio r = 1 cm. Su perímetro es igual a 2π cm. Un
ángulo tendrá 1 radián, si la longitud del arco de cir-
cunferencia es 1 cm, (ver figura 3.3).

La unidad que empleemos para medir el radio no
importa, podemos pensar que un ángulo en radianes se
obtiene como el cociente de la longitud de su arco y el
radio del círculo. Esto es importante porque nos dice
que el radián es adimensional, es decir, no tiene asocia-
da una magnitud física, ya que es un cociente de dos longitudes y sus unidades se
cancelan. Así, un ángulo de un radián es aquel cuyo arco tiene la misma longitud que
el radio del círculo.

Ahora, el equivalente a 360° es 2π radianes. Un ángulo llano tiene 180°, equivalente a
π radianes; y un ángulo recto, π/2 radianes. Como π es un número irracional, no tene-
mos una expresión exacta para 1°, que en radianes es:

49

Ejercicio 1¿Cuánto vale cos(30°)?

3.2. Unidades de medición de ángulos

Ejercicio 2¿Se puede dividir un círculo en seis sectores iguales, cada uno de 60°, utilizan-
do sólo la regla y el compás?

1cm

1cm
1rad

F i g u r a  3 . 3
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A la inversa, podemos expresar en grados a cuanto equivale un radián:

Nuestro objetivo es analizar ahora algunos métodos prácticos para determinar un ángulo.

Dado un ángulo, se puede utilizar un transportador para medirlo. Lamentablemente,
en distintas aplicaciones, no es posible hacer tal medición en forma directa.

Por ejemplo, vemos desde la terraza de nuestro edificio (o el techo de nuestra casa)
dos antenas (o dos árboles, u otros dos edificios) y queremos saber el ángulo que for-

man a la distancia tomando nuestra posición como el
vértice. El instrumento más simple que podemos
imaginar para hacerlo es una mira que puede girar,
ubicada sobre un disco graduado. Apuntamos en una
dirección y anotamos el valor del disco, giramos
hacia la otra y anotamos el nuevo valor: la diferencia
es el valor que buscamos. Este tipo de aparatos se
conocen como goniómetros, y la mira suele ser un
anteojo con aumento.*

Otro aparato indicado para medir ángulos es el teodo-
lito (ver figura 3.4). Consiste en un anteojo que puede
rotar en dos direcciones, horizontal o vertical, con un
disco graduado en cada una para medir el ángulo que
rotamos el anteojo en una dirección o en la otra.

1◦ = 1◦
2π rad

360◦

≈ 0, 01745 rad.

1 rad = 1rad
360◦

2π rad

≈ 57, 2958◦.

Ejercicio 3 Pasar a radianes los siguientes ángulos 30°, 45°, x° donde x es un número arbi-
trario entre 0 y 360.

Ejercicio 4 Pasar a grados los siguientes ángulos π/3 rad; 1,5 rad; y rad donde y es un
número arbitrario entre 0 y 2π.

3.2.1. Instrumentos de medición

Horizont
al

Ver
tica

l

Vertical

Horizontal

F i g u r a  3 . 4

* La precisión es tan grande que sirve para medir la separación de las líneas atómicas de distintos elementos químicos.
Cuando la luz atraviesa un prisma o una red de difracción se descompone en haces según el color, los cuales forman dis-
tintos ángulos con la dirección de incidencia.
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El problema que mencionábamos en la introducción, orientar-
se en un barco en altamar, requería medir el ángulo vertical de
determinadas estrellas. Este ángulo varía según qué tan cerca
estemos del Ecuador. Para esto, se emplearon diferentes instru-
mentos (cuadrantes, sextantes, octantes), pero el más elemental
de todos fue la ballestilla.

Simplemente, una varilla de madera cuyo extremo O se aproxi-
maba al ojo, con otra varilla perpendicular que podía alejarse o
acercarse a la vista, y se la movía hasta que sus extremos coinci-
dían con los dos objetos (situados en A y en B) cuya separación angular quería medirse. El
ángulo se determina ahora fácilmente a partir del triángulo OA’B’, cuyas longitudes se pue-
den medir, o se leen directamente si la varilla tiene marcas como una regla (ver figura 3.5).

Nuestro objetivo es analizar las funciones trigonométri-
cas. Para esto, consideremos la figura 3.6. Comencemos
por marcar en el plano dos rectas perpendiculares, los
ejes X e Y. El punto de intersección será el origen de
coordenadas O, y seleccionamos un segmento que con-
sideraremos la unidad de longitud. Este segmento,
ubicado en el eje X, irá desde el punto O en un extremo
hasta otro a su derecha que señalaremos con 1. Tomando
este segmento como radio, describimos un círculo que
llamaremos el círculo unitario.

Elijamos un punto cualquiera de la parte de la circunferencia que queda en el primer
cuadrante (por encima y a la derecha del origen), y llamémoslo A. Al unirlo con el ori-
gen determina un ángulo a entre 0 y π/2. Este punto tiene coordenadas x e y en nuestro
sistema de ejes, que se obtienen de la siguiente forma: trazamos la perpendicular al eje
X que pasa por el punto elegido, y la intersección de la perpendicular con X nos da el
punto x; trazando la perpendicular al eje Y, la intersección de ambos nos da la coorde-
nada y. Observemos que la distancia está dada por el teorema de Pitágoras, porque
se forma un triángulo rectángulo OAx:

y es igual a 1 por ser un radio de la circunferencia unitaria. En términos de longitudes,
x e y son las longitudes del cateto adyacente y del cateto opuesto, respectivamente.

Ahora, de acuerdo a las relaciones trigonométricas, como la longitud de la hipotenusa
es 1, obtenemos

OA

OA = x2 + y2

OA = 1,
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B

A

0

B'

A'

F i g u r a  3 . 5

y A

Y

X

O x 1

a

F i g u r a  3 . 6

3.3. Las funciones trigonométricas
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Es decir, x = cos(a), y = sen(a).

Gracias a esto, tenemos una interpretación gráfica del seno y del coseno para cualquier
ángulo a en el primer cuadrante. Con esta interpretación podemos demostrar geomé-
tricamente la siguiente relación:

cos(a) =

cos(a) =

cos(a) =

CA

H
x

1
x,

sen(a) =

sen(a) =

sen(a) =

CO

H
y

1
y.

Proposición Sea 0 ≤ a ≤ . Entonces,
π

2
sen(a) = cos( − a)

cos(a) = sen(
π

2
− a)

π
2

Demostración Observemos los triángulos de la figura 3.7. El ángulo correspondiente al vértice O
de OAB es a, y el del triángulo OA’B’ es ( −a). Ambos triángulos son congruentes,
por el criterio ALA. Veamos porqué:
1. La suma de sus ángulos internos es π, y ambos

tienen un ángulo recto (de π/2 radianes).
2. El par de ángulos restante suma entonces π/2

radianes, con lo cual si un ángulo mide a, el otro
debe medir ( − a).

3. La hipotenusa es el lado comprendido entre ambos
ángulos (por ser el lado opuesto al ángulo recto).

Luego, estos ángulos son congruentes, y el lado 
(que es el cateto opuesto al ángulo a, y su longitud
coincide con sen(a)), es congruente al lado OB’ (que
es el cateto adyacente al ángulo ( −a) y su longitud
coincide con cos( −a)). Entonces,

sen(a) = cos( − a)

La otra igualdad se obtiene considerando los lados congruentes OB y .

π
2

π
2

π
2

π
2

π
2

AB

A’B’

A

A’

B’ B

Y

X

O 1

a

F i g u r a  3 . 7
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¿Existe también una representación gráfica de la tangente? Si volvemos a su definición, dividi-
mos arriba y abajo por la hipotenusa, y recordamos la definición del seno y el coseno, tenemos

Observemos la figura 3.8. Si trazamos la tangente al cír-
culo que pasa por el 1 del eje X, hasta que se interseca
con la prolongación de la hipotenusa de nuestro trián-
gulo inicial, obtenemos un triángulo que es semejante a
éste, ya que tiene dos ángulos congruentes (es un trián-
gulo rectángulo, y comparten el ángulo a
correspondiente al vértice O). Llamemos z a la longitud
de este lado. Ahora, por la semejanza de triángulos y
usando que y = sen(a), x = cos(a), tenemos que

Luego, tenemos una interpretación geométrica para la tangente, que explica incluso su nombre.

tg(a) =

tg(a) =

tg(a) =

CO

CA

CO/H

CA/H

sen(a)

cos(a)
.

z

z

1
=
y

x

=
sen(a)

cos(a)
.
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Observación: el origen del nombre seno es más complicado.
Originalmente, los griegos estudiaron la longitud de la cuerda
correspondiente a un ángulo a, y en el siglo V d.C. los hindúes
comenzaron a trabajar con la mitad de la cuerda, que correspon-
día a la mitad del ángulo. (ver la figura 3.9). El término que
empleaban fue utilizado luego por los árabes aunque no tenía
sentido en esta lengua, y luego, cuando se tradujeron sus obras
al latín, lo confundieron con la palabra árabe correspondiente a
“cavidad” o “bahía” que en latín se dice “sinus”.

y
C

Y

X

O x 1
a

F i g u r a  3 . 8

a/2
a

F i g u r a  3 . 9

Ejercicio 5Consideremos las funciones trigonométricas recíprocas (secante, cosecante y
cotangente), definidas como

Expréselas en términos de senos, cosenos y tangentes.

H
sec(a) =

CA
cosec(a) =

H

CO
cotg(a) =

CA

CO
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La construcción geométrica que hemos hecho relacionando cos(a), sen(a) con las coor-
denadas (x, y) del punto A nos permite extender la definición del seno y el coseno para
ángulos que no están entre 0 y π/2.

Por ejemplo, el ángulo del segundo cuadrante de la
figura 3.10 es mayor a π/2, e igual definimos el seno y
el coseno como las coordenadas del punto A.
Observemos que, en este caso, el coseno es un núme-
ro negativo.

Observando con atención la figura 3.10 encontrare-
mos relaciones entre el seno y el coseno del ángulo a y
del ángulo (π − a) similares a las que vimos antes para
a y ( − a).

De la misma forma, definimos el coseno y el
seno de a cuando el ángulo está entre π y 2 π,
en ambos casos tenemos cos(a) = x, sen(a) = y
(ver figura 3.11).

π
2

Ejercicio 6 Representar geométricamente la secante, la cosecante, y la cotangente de
un ángulo a

yA

Y

X

Ox 1

a

F i g u r a  3 . 10

Proposición Sea 0 ≤ a ≤ π. Entonces,

sen(a) = sen(π - a)

cos(a) = -cos(π - a)

Ejercicio 7 Demuestre esta proposición.

Observación: las fórmulas

valen para todo ángulo entre 0 y 2π. La demostración es análoga a las anteriores, y basta conside-
rar siempre el triángulo que queda formado en el cuadrante al cual pertenece el ángulo, que sí es
un triángulo rectángulo cuyo ángulo está en el primer cuadrante. No vamos a demostrarlo pues
sería repetir los razonamientos anteriores.

sen(a) = sen(π − a), cos(a) = −cos(π − a)

sen(a) = cos( − a) cos(a) = sen(π
2 − a)π

2

y
A

Y

Xx

y
A

Y

Xx
a a

F i g u r a  3 . 11
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Por la forma en que hemos definido las funciones trigonométricas hay dos resultados
que se obtienen de inmediato:

Como podemos ver, este resultado fue una consecuencia del teorema de Pitágoras.
Como consecuencia de esta identidad, tenemos la siguiente Proposición:

55

3.4. Algunos resultados importantes

Identidad
Pitagórica

Para todo ángulo a, 0 ≤ a ≤ 2 π,

sen2(a) + cos2(a) = 1.

DemostraciónObservemos que, en el primer cuadrante, sen(a) es el cateto opuesto de un trián-
gulo rectángulo cuya hipotenusa mide 1, y cos(a) es el cateto adyacente. Por el
teorema de Pitágoras, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadra-
do de la hipotenusa, con lo cual el resultado queda demostrado si 0 ≤ a ≤ .

Si el ángulo es mayor a , utilizando las proposiciones anteriores, el seno y el
coseno del ángulo son congruentes a los catetos de un triángulo rectángulo en el
primer cuadrante.

π
2

π
2

ProposiciónPara todo ángulo a, 0 ≤ a ≤ 2π,

−1 ≤ sen(a) ≤ 1, −1 ≤ cos(a) ≤ 1.

DemostraciónVamos a demostrar el resultado para el seno, la otra es idéntica. Por la identidad
pitagórica, y usando que un número al cuadrado es positivo,

1 = sen2(a) + cos2(a) ≥ sen2(a).

Ahora, supongamos que el módulo de seno de a sea estrictamente mayor a 1, esto es,
|sen(a)| > 1.
Entonces,

sen2(a) = |sen(a)| · |sen(a)| > 1 · 1 = 1.

Como esta fórmula contradice la anterior (que sabemos que era cierta), hemos
obtenido una contradicción. La contradicción vino de suponer que |sen(a)| > 1.
Entonces, debe ser

|sen(a)| ≤ 1

que es equivalente a

−1 ≤ sen(a) ≤ 1.
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El próximo resultado explica porqué se acostumbra, en relación a las funciones trigo-
nométricas, medir los ángulos en radianes. Antes, necesitamos algunas desigualdades.

Recordemos, primero, que dado un ángulo de a radianes, el arco de la circunferencia
unitaria que le corresponde tiene longitud a (en las unidades que se trabaje).
Observando la Figura 3.8 tenemos las siguientes desigualdades:

La primera es evidente, observemos que el sen(a) es la mitad de la cuerda del ángulo 2a
(como vimos en la figura 3.9), y esta cuerda es más corta que el arco (que mide 2a).
Entonces,

La segunda es ligera-
mente más complicada: necesitamos utilizar que la fórmula del área del círculo es π ·
r2, donde r es el radio. Aquí, r = 1. El área del sector circular de ángulo a es a/2 (si esta-
mos midiendo en radianes), con lo cual, el área del sector circular es menor que el área
del triángulo formado entre el eje X (cuya base mide 1), la tangente, y la prolongación
de la hipotenusa. Entonces, las áreas nos dan la desigualdad

que es equivalente a la desigualdad buscada, a ≤ tg(a).

Claramente, podemos ver en la Figura 3.9 que cuando el ángulo a se aproxima a cero, también
el seno y la tangente se aproximan a cero. El coseno, en cambio, se aproxima a 1. El siguiente

sen(a) ≤ a ≤ tg(a)

sen(a) =
1

2
2olugnáledadreuc a ≤

1

2
2a = a.

a

2
≤

1 · tg(a)
2

Teorema El cociente de sen(a) y  a se aproxima a 1 cuando  a se aproxima a 0.

Demostración En las desigualdades que obtuvimos, dividamos todo por sen(a), y nos queda

Utilizando que tg(a) = sen(a)/cos(a), y simplificando,

Esto nos muestra que el cociente es siempre mayor a 1. Pero cuando a se aproxi-
ma a 0, el lado derecho también se aproxima a 1, porque el coseno se aproxima a
1, y por lo tanto también lo hace el cociente de a y sen(a).

sen(a)
sen(a) sen(a)≤

a
≤

tg(a)
sen(a)

1 ≤
a

≤
1
.

sen(a) cos(a)
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resultado será conocido seguramente para quienes ya han visto el concepto de límite.  

Otro resultado importante es conocido como Teorema del Coseno. Como veremos, este
teorema generaliza el teorema de Pitágoras para triángulos que no son rectángulos, y su

principal aplicación es que permite conocer la longitud del tercer lado de un triángulo
si conocemos dos de ellos y el ángulo que forman.

57

TeoremaSea el triángulo ABC de ángulos a, b, y c, y sean x, y, z las longitudes de los lados. Entonces,

z2 = x2 + y2 − 2x · y · cos(c).

DemostraciónConsideremos la figura 3.12 para fijar ideas. Trazamos por C la perpendicular al lado AB
que corta en el punto D. Tenemos ahora dos triángulos rectángulos, y como vimos al
comienzo al introducir las razones trigonométricas, podemos averiguar cuánto miden los
lados AD y DB:

Sabemos, además, que

Multiplicando por z  esta última expresión, conseguimos

Trazando las perpendiculares a los otros lados, y haciendo un
razonamiento similar, obtenemos dos fórmulas análogas:

Por lo tanto, sumando y restando estas expresiones tenemos

Cancelando y agrupando, queda

con lo cual el teorema queda demostrado.

AD = x · cos(a) , DB = y · cos(b) .

z = AD + AD = x · cos(a) + y · cos(b) .

z 2 = x · z · cos(a) + y · z · cos(b) .

x 2 = x · y · cos(c) + x · z · cos(a) .
y2 = x · y · cos(c) + y · z · cos(b) .

x 2 + y2 − z 2 = 2 x · y · cos(c) ,

y

z

x

C

BA
D

a

c

b

F i g u r a  3 . 1 2

x 2 + y2 − z 2 = x · y · cos(c) + x · z · cos(a) + x · y · cos(c) + y · z · cos(b) − x · z · cos(a) − y · z · cos(b) .

Cap 03:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  12/11/2010  11:59 p.m.  Página 57



58 L a s  G e o m e t r í a s

Dejamos, como ejercicio, el Teorema del Seno, que se utiliza para determinar los lados
restantes de un triángulo cuando se conocen dos ángulos y un lado.

No hemos considerado aún cómo calcular senos y cosenos, salvo que hagamos un
gráfico y midamos en él las longitudes. En la práctica, no existen métodos senci-
llos para calcularlos, pese a que se los utiliza en numerosas aplicaciones. Por
ejemplo, el Almagesto, el tratado astronómico escrito por Ptolomeo en el siglo II,
contiene una tabla de cuerdas calculadas cada medio grado y con cinco decimales
de precisión. Como ya mencionamos, la mitad de la cuerda de un ángulo corres-
ponde al seno de la mitad de este ángulo, y puede considerarse entonces la primera
tabla trigonométrica: una lista de los valores del seno (y del coseno, o la tangente)
para muchos valores del ángulo. El armado de estas tablas fue un trabajo compli-
cado pero imprescindible, y fueron sustituidas, recién en las últimas décadas, por
las computadoras. Para calcularlas resultan muy útiles las siguientes relaciones que
nos permiten obtener senos y cosenos de sumas y restas de ángulos, si bien es un
tema que no profundizaremos. 

Si nos dan dos ángulos a y b, y el valor de sus senos y cosenos, tenemos

sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)

sen(a − b) = sen(a)cos(b) − sen(b)cos(a)

cos(a + b) = cos(a)cos(b) − sen(a)sen(b)

cos(a − b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)

Por ejemplo, si conociéramos sen(1º), calculamos cos(1º)  utilizando la relación pita-
górica.  Luego las fórmulas nos permiten calcular el seno y el coseno de 2º, 3º, 4º,
5º,…. ya que:

sen(2º) = sen(1º + 1º)
= sen(1º)cos(1º) + sen(1º)cos(1º)

cos(2º) = cos(1º + 1º)
= cos(1º)cos(1º) - sen(1º)sen(1º)

Ejercicio 8 Demostrar el siguiente teorema:

Teorema Sea el triángulo ABC de ángulos a, b, y c, y sean x, y, z las longitudes de sus lados
como en la figura 3.12. Entonces,

y
sen(a)

=
x

sen(b)
=

z
sen(c)

.
el valor de estos cocientes
coincide con el diámetro del
círculo que pasa por los tres
vértices del triángulo.
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(Observemos que conocemos los valores que aparecen en el lado derecho).  Seguimos,
de la misma manera, calculando los otros valores:

sen(3º) = sen(2º +1º)
= sen(2º)cos(1º) + sen(1º)cos(2º)

Finalmente, mencionemos las coordenadas polares. En
general, para situar un punto A en el plano, utilizamos
las coordenadas cartesianas y damos valores en los ejes
X e Y, indicándolo con el par (x, y). Otra posibilidad
para indicar un punto del plano es dar los siguientes
dos valores:

r = distancia de A al origen

j = ángulo que forma con el eje X

El par (r, j) son las coordenadas polares de un punto
A (ver la Figura 3.13). La relación entre las coordena-
das cartesianas está dada por las siguientes ecuaciones:

x = r · cos(j),
y = r · sen(j),

como puede comprobarse sin dificultad.

59
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Aplicaciones

En este capítulo veremos distintas aplicaciones de los teoremas de semejanza de triángulos.
A grandes rasgos, podemos clasificarlas en tres grandes grupos: el análisis de transformacio-
nes que mantienen la forma de una figura (como las traslaciones, rotaciones y homotecias),
el cálculo de distancias o longitudes que no podemos medir directamente (tales como la
altura de un árbol, o el radio terrestre), y el estudio de ángulos inscriptos en una circunfe-
rencia (tema que cierra la discusión iniciada al final del segundo capítulo). 

El pantógrafo es un instrumento de dibujo que permite copiar una figura
o reproducirla a una escala distinta. Para utilizarlo se fija un punto llama-
do pivote, y luego se desplaza el punto de referencia sobre el dibujo
original, mientras que un lápiz situado en el punto de copiado reproduce
la imagen. El dibujo puede estar a una escala menor o mayor dependien-
do de las distancias entre el pivote y los puntos de reproducción y copiado.

Vamos a estudiar cómo funciona un pantógrafo, porqué genera una ima-
gen congruente o semejante a la original, y cómo puede construirse uno.

Comenzamos analizando
el siguiente pantógrafo.
Los segmentos AC y CF son iguales. El
punto B es el punto medio de AC, y D
es el punto medio de CF. Los segmentos
BE y ED son iguales a la mitad de los
segmentos AC y CF.

En la figura 4.2, vemos cómo funcio-
na el pantógrafo. A medida que

Para tener
en cuenta al
resolver el
problema

Como veremos más adelante, todas estas aplicaciones ilustran conceptos
centrales para la resolución del problema de calcular las distancias al Sol
y a la Luna, y sus tamaños.

4.1. Congruencia
Punto de Copiado

Pivote

Punto de referencia

 

C  

DB

A

E
F

pivote
Punto de 
referencia

Punto de 
copiado

F i g u r a  4 . 1
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desplazamos el punto de referencia sobre el cora-
zón, el pivote queda fijo, y en el punto de copiado
se reproduce el corazón.

Para demostrar que es una copia exacta, observemos
que las distancias desde el pivote hasta el punto de
referencia y desde el pivote hasta el punto de copia-
do son siempre las mismas. Y además, esos tres
puntos están alineados.

La imagen copiada será entonces simétrica a la imagen de
referencia, tomando como centro de simetría el pivote.

Veamos primero qué quiere decir que dos figuras sean simétricas.

Dada una figura en el plano y un punto O, una simetría central de la
figura con centro O consiste en asignar a cada punto P de la figura
otro punto P’ en el plano tal que los puntos P, O y P’ estén alineados
y además la distancia de P a O sea igual a la distancia de O a P’.

Dos figuras simétricas son iguales, pero giradas 180º.

Por ejemplo, la figura de la derecha es una simetría de la figu-
ra de la izquierda con centro O.

Las líneas punteadas muestran los puntos simétricos de dos puntos. 

Volviendo al pantógrafo, para demostrar que las figuras que se forman son simétricas,
tomando el pivote E como centro, tenemos que ver que los puntos A, E y F están ali-
neados y que además AE = EF.

 

Punto de 
copiado

pivote

Punto de 
referencia

F i g u r a  4 . 2

 

O

P

F i g u r a  4 . 3

Ejercicio 1 En la figura 4.3, ¿cuál es el simétrico del punto P?

Ejercicio 2 En las siguientes casos, ¿cuáles son figuras simétricas con respecto al punto O?

O

F i g u r a  4 . 4

O
 

F i g u r a  4 . 5

4.1.1. Simetría central
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Miremos la figura 4.6:

Vamos a demostrar primero que los triángulos ABE y
EDF son congruentes.

El cuadrilátero BCDE es un rombo porque todos sus
lados son iguales (así habíamos elegido los puntos B y
D, en la mitad de los segmentos AC y CF, que tenían
la misma longitud). Por lo tanto, los lados BC y DE
son paralelos. Como los ángulos EDF y BCD son
correspondientes entre paralelas,  son congruentes. Los ángulos BCD y ABE también
son correspondientes entre paralelas y por lo tanto son congruentes.  Luego, los ángu-
los ABE y EDF son congruentes.

Además, sabemos que los lados AB, BE, ED y DF son todos congruentes. Entonces,
podemos usar el criterio de congruencia LAL que vimos en el capítulo 2. Luego, los
triángulos ABE y EDF son congruentes. 

Como los triángulos son congruentes, en particular los segmentos AE y EF son con-
gruentes, como queríamos demostrar.

Nos falta ver que A, E y F están alineados. Para eso, vamos a probar que:

Ya vimos que . Además , por ser alternos internos entre
paralelas. Tenemos entonces que: 

donde la última igualdad se obtiene, porque los ángulos del triángulo ABE suman 180º.

Con eso queda demostrado que los puntos A y F son simétricos con respecto al centro E.
Por lo tanto, la figura que dibuja el lápiz colocado en F es simétrica a la figura que sigue el
puntero colocado en A, y entonces la figura va a ser una copia exacta, aunque girada 180º.

A B E  =  B E D D E F  =  B A E 

++=++ BAEABEBEADEFBEDBEA
º180=

 

º180=++ DEFBEDBEA 
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Ejercicio 3Se utiliza un pantógrafo para reproducir el
triángulo de la izquierda. Dibujar como
quedará reproducido.
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copiado
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En la sección 1.1 vimos qué es una simetría central. Ésta es un caso especial de una
transformación más general del plano, llamada rotación.

Para realizar una rotación también vamos a tomar un punto O que será el centro de la rota-
ción. Dada una figura en el plano, la rotación de esta con centro en O consiste en asignar
a cada punto P de la figura un punto P’ tal que el ángulo tenga siempre una medi-
da constante, que llamaremos ángulo de la rotación, y además PO sea congruente a  OP’.

Por ejemplo, en la figura realizamos una rotación del triángulo ABC de
90º con centro O.

Vemos que los ángulos AOA’ y BOB’ miden 90º. (También el ángulo
COC’ mide 90º.) Además, si tomamos un punto cualquiera en el trián-
gulo ABC y dibujamos su rotación, será un punto en el triángulo A’B’C’.

La rotación, al igual que la simetría, cumple que la figura original y
la figura rotada son siempre congruentes.

Ahora veremos que la simetría central siempre puede ser vista como una rotación. ¿Cuál es el
ángulo de la rotación? Vimos que dado un punto P y un centro O, el punto simétrico P’ debe
cumplir que P, O y P’ estén alineados. Por lo tanto, el ángulo que forman es siempre de 180º.

Descubrimos entonces que 

La simetría central de centro O es una rotación de 180º con el mismo centro.

P O P ’

Ejercicio 4 Dibuja la rotación del cuadrilátero ABCD con centro
O y ángulo 60º. El punto A ya se encuentra rotado.

Ejercicio 5 Luego de aplicar una rotación al segmento AB
se obtuvo el segmento A’B’. ¿Cuál es el centro de
rotación? ¿Cuál es el ángulo de rotación?

Sugerencia: Como los segmentos AO y A’O deben ser con-
gruentes, el triángulo AOA’ resultará isósceles. ¿Dónde
puede estar ubicado el punto O para que esto pase?

4.1.2. Otras transformaciones: rotaciones

A 

B 

A’ B’ 

O

C 

C’ 
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Nuestro objetivo es ahora medir la altura de cosas altas. Vamos a ver
cómo hacerlo… ¡midiendo la sombra! Realmente es muy simple,
porque la sombra de un objeto la obtenemos con la luz del Sol, y si
se proyecta sobre el piso, podemos medirla sin mayor dificultad. En
la figura 4.12, vemos la sombra de un árbol y de una bandera. 

Cuando tenemos varios objetos, ¿cómo van a ser las sombras?
En la figura 4.13 vemos tres objetos diferentes, y las líneas pun-
teadas representan los rayos del Sol. Podemos pensar que los
rayos del Sol llegan paralelos a la Tierra.

¿Existe alguna relación entre la altura de los objetos y la lon-
gitud de las sombras? Para saberlo, vamos a ver que los
triángulos que forman el objeto, la sombra, y los rayos del Sol
son semejantes.

En la figura 4.14, los triángulos ABC y PQR son semejantes. Para
demostrarlo, usamos que AB y PQ son paralelas, y también lo son PR
y AC (los objetos que consideramos se elevan perpendicularmente,
no están torcidos ni inclinados). Además B, C, Q y R se encuentran
todos sobre la misma recta (la recta del piso). Por lo tanto,

por ser ángulos correspondientes entre paralelas. Además, 

porque los dos ángulos son rectos.

Entonces podemos usar el criterio de semejanza de triángulos.  ¿De qué nos sirve saber que son
semejantes? Porque midiendo la sombra de un objeto del que conocemos la altura, podemos cal-

P Q R  =  A B C 

B C A  =  Q R P 
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Ejercicio 6En ciertos casos, una figura se puede
obtener a partir de otra mediante distin-
tas transformaciones.

Dadas las siguientes figuras, encuentra
un centro O para que el cuadrado de la
derecha sea una simetría central del cuadrado de la izquierda, con centro O.

Encuentra ahora otro punto O’ para que el cuadrado de la derecha sea una rota-
ción de 90º del cuadrado de la izquierda.

F i g u r a  4 . 1 2

F i g u r a  4 . 1 3
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P 
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C R Q 

F i g u r a  4 . 14

4.2. Semejanzas

Cap 04:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  13/11/2010  12:00 a.m.  Página 65



66 L a s  G e o m e t r í a s

cular la altura de otro objeto. La idea es similar a la que utilizamos en el capítulo anterior, si bien
ahora no vamos a medir los ángulos que se forman para utilizar las razones trigonométricas.

Por ejemplo, en la figura 4.15, AC representa  el más-
til de la bandera y BC es la sombra; PR es un palo de
1 metro de altura y RQ es su sombra.

Si la sombra del palo (RQ) mide 0,4 metros, y la som-
bra de la pared (BC) mide 2 metros, podemos
averigurar la altura de la pared. 

Como sabemos que los triángulos son semejantes,
usando la razón de semejanza, tenemos que

dado que 2/0,4 = 5. Despejamos entonces

AC = 5m.

¡Ésta es la altura del mástil!

Puede probarse esto con objetos reales. Se puede medir la altura de edificios, árboles o
cualquier otra cosa. En los próximos ejercicios vamos a ver algunos ejemplos.

AC
PR RQ

=
CB

= 5

 

A 

P 

B 
C R Q 

1m 
2m 
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Ejercicio 7 Queremos calcular la altura de un edificio, como el de la figura. ¿Cómo podemos
hacerlo? ¿Cómo tenemos que medir la sombra?

Ejercicio 8 En la figura vemos el patio de una escuela, la sombra de las paredes y una perso-
na con su sombra. Conociendo la altura de la persona y la longitud de su sombra,
¿Cómo podríamos calcular la altura de las paredes de la escuela?

Ejercicio 9 Se quiere calcular la altura de una pirámide. Veamos primero el caso en que los
rayos del Sol son paralelos a la base de la pirámide.

Para calcular la longitud de la sombra, tendríamos que medir el segmento OP.
Pero no podemos meternos adentro de la pirámide.  Sin embargo, podemos medir
los lados de la base de la pirámide. 

Si los lados de la base miden 50 m y la distancia de T a P es de 30 m, ¿cuál es la
altura de la pirámide?

Cap 04:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  13/11/2010  12:00 a.m.  Página 66



Nuestro objetivo es ahora armar un pantógrafo que nos va a per-
mitir reproducir imágenes a escala. Es decir, vamos a poder
achicar o agrandar las imágenes.

Veamos un ejemplo.

El mecanismo es idéntico al visto cuando desarrollamos congruencias,
pero intercambiamos la ubicación del pivote y con el punto de referencia. 

Cuando movamos el punto de referencia sobre la imagen que
queremos reproducir, ¿qué obtendremos en el punto de copiado?
Obtendremos la misma figura pero magnificada por 2. En matemática, decimos que
hemos hecho una homotecia de razón 2. En las cámaras de fotos o microscopios, dirí-
amos que estamos haciendo un “zoom 2x”.

¿Qué es una homotecia?

Dado un punto O del plano, una homotecia consiste en asignar
a cada punto I un punto P en la recta IO de tal forma que PO / IO sea
constante. El cociente PO / IO se llama la razón de la homotecia.

En la figura 4.21 vemos qué pasa cuando aplicamos una
homotecia de razón ½ a varios puntos y a un segmento S.

Aplicar la homotecia al segmento S, significa aplicarle la
homotecia a cada uno de los puntos de este segmento.
Obtenemos así un nuevo segmento, paralelo al anterior, cuya longitud es la mitad de la
longitud del segmento original.

Para ver que nuestro pantógrafo está haciendo una homotecia, siguiendo la definición,
tenemos que ver que O, I y P están siempre alineados y que PO / IO = 2. 
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4.3. Homotecias

F i g u r a  4 . 19
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Pero esto es exactamente lo que vimos antes (pues sólo
hemos intercambiado el pivote y el punto de referen-
cia). Ya habíamos visto que O, I y P estaban alineados
y que OI = IP. Por lo tanto, PO / IO = 2 IO / IO

= 2.

¿Qué pasa si
q u e r e m o s
ag r anda r  o
achicar la ima-

gen en otra razón distinta de 2? Tenemos que
adaptar el pantógrafo. Si por ejemplo, queremos
hacer un pantógrafo que multiplique por 3, debe-
mos hacer que OP sea 3 veces OI. Obtenemos el
pantógrafo de la figura 4.23 (las muescas x2, x3, x4,
x5 permiten cambiar la longitud de los segmentos).

Esquemáticamente, tenemos el diagrama de la figura 4.24.

Este pantógrafo está construido de forma tal que
BI = CD = BO y BC = DI = DP. Además, BC = 2 CI.

Queremos ver que OP = 3 OI. Para eso, necesitamos probar
que IP = 2 OI.

La demostración es similar a las anteriores, y puede hacerse
en los siguientes pasos.

BCDI es un paralelogramo.

1. Los ángulos OBI e IDP son congruentes.
2. Los triángulos OBI e IDP son semejantes.
3. La razón de semejanza entre los triángulos IDP y OBI es 2.
4. Los puntos O, I y P están alienados.

Probando esas cinco afirmaciones, vemos que O, I y P
están alineados y OP = 3 OI. Por lo tanto, al mover el
punto I sobre el dibujo de referencia, el lápiz del punto
P va a realizar una homotecia del dibujo de razón 3.

El mural de la Dolorosa, en la iglesia del Pilar, tiene 10 metros de largo.  Nos pregun-
tamos desde dónde puede una persona verlo completamente. El campo visual de un ser

4.4. Ángulos inscriptos
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humano es de unos 180º. Esto quiere decir que
puede ver todo lo que esté delante de él, como ilus-
tramos en la figura de la izquierda.

Por lo tanto, una persona va a poder ver todo el mural en
cualquier lugar en que esté parada. Sin embargo, si cierra
uno de los ojos, el campo visual se reduce a unos 150º.

En ese caso, ¿desde dónde podrá ver todo el mural?

Se puede hacer una prueba.  Buscar algún mural o una pared
larga, y observar desde dónde se puede ver completamente con
un solo ojo (se puede mover el ojo hacia los costados, pero no se
puede girar la cabeza).   Si marcásemos con un círculo los lugares
desde donde se puede ver completamente, y con un rombo los
lugares desde donde no, obtendríamos algo como la figura 4.26.

Tratemos de resolver este problema matemáticamente. Llamemos
AB al segmento que representa el mural (ver figura 4.27). Si
tomamos un punto P en el plano, podremos ver completamente
el mural si el ángulo APB que se forma es menor que 150º. Si es
mayor que 150º, el mural no entra en nuestro campo visual.

Busquemos el borde entre las dos regiones. Es decir, los pun-
tos del plano en los que el ángulo que se forma es exactamente 150º.

Pero, empecemos con algo más fácil. Busquemos los puntos
en los que el ángulo es exactamente 90º (ver figura 4.28).

Tenemos, como antes, los puntos A, B y P. Llamemos O al punto
medio del segmento AB. Entonces sabemos que AO = BO.
Vamos a probar que además PO = AO = BO.

¡Veamos una demostración muy ingeniosa! En la figura 4.29,
completamos un rectángulo.

Y ya sabemos que las diagonales de un rectángulo son iguales y se
cortan en el punto medio, así que AO = PO = BO = QO.

Podemos pensar que todos estos segmentos son radios de una cir-
cunferencia de centro O (ver figura 4.30). Como A, O y B están
alineados, AB es el diámetro de la circunferencia.

¿Qué podemos concluir de todo esto? Si APB = 90º, obtenemos que P se encuentra en
la circunferencia de diámetro AB.
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Pensemos más en general. Si tenemos un segmento AB, ¿dónde están
todos los puntos que forman un cierto ángulo con el segmento?

Vamos a probar que todos esos puntos se encuentran en un arco
de circunferencia que pasa por A y B. O podemos mirarlo al
revés. En la figura 4.31, tomamos una circunferencia y dos pun-
tos A y B en la circunferencia. Tenemos que probar que para
todos los puntos de cada uno de los dos arcos, los ángulos que se
forman miden siempre lo mismo.

Tomemos O el centro de la circunferencia (ver figura 4.32).
Vamos a probar que el ángulo APB es igual a la mitad del
ángulo AOB.

Despejando AOB, 

En el triángulo AOP, 

Pero OPA = PAO, porque OPA es un triángulo isósceles. Entonces

.

Haciendo lo mismo en el triángulo OBP,

.

Sumando las dos igualdades, 

Y por la igualdad que teníamos al principio, 

Si miramos el dibujo, vemos que OPA + OPB = APB. Concluimos que

como queríamos.

=++ 360°BOPAOPAOB 

= - +360°AOB BOPAOP( ) 

=++ 180°PAOOPAAOP 

= -180°OPA2 AOP 

= -180°OPB2 BOP 

= -360°(OPA + OPB) (AOP + BOP)2   

= AOB(OPA + OPB)2  

= AOB / 2APB 

A B

Q

O

P

F i g u r a  4 . 3 0

P

B

A

F i g u r a  4 . 3 1

P

B

A

F i g u r a  4 . 3 2

Cap 04:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  13/11/2010  12:00 a.m.  Página 70



Entonces, para cualquier punto Q que tomemos en el arco
APB, el ángulo AQB va a medir siempre lo mismo.

Regresando a nuestro problema del comienzo de la sección,
como el ángulo que abarca uno solo de nuestros ojos es de 150º,
nos interesará descubrir en qué puntos P nos podemos ubicar tal
que se forma un ángulo APB de exactamente 150º. Todos estos
puntos están en un arco como se puede ver en la figura 4.33. 

Si nos paramos adentro, el ángulo va a ser mayor que 150º, en
cambio afuera va a ser menor. ¿Cómo podemos hacer para
dibujar ese arco de circunferencia? Nos alcanza con encontrar
un punto P que forme un ángulo de 150º con AB y luego tra-
zar la circunferencia que pase por los puntos A, B y P.

Por ejemplo, en la figura 4.34 dibujamos el punto P en el
medio del arco

Los ángulos PAB y ABP suman 30º. Como son iguales,
cada uno mide 15º. Por lo tanto, podemos trazar las rec-
tas por A y B que forman ángulos de 15º con AB y marcar
P en la intersección (ver figura 4.35).
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Ejercicio 10El campo visual de los perros es de unos 240º. Por lo tanto pueden ver completamente
cualquier pared. Pero, qué pasa con el mural de la figura 4.36, que ocupa dos paredes
de un patio. ¿Desde dónde podrán verlo completamente?

Figuras
Ejercicios

Ejercicio 11En la figura 4.37, probar que los triángulos AQB y CQD son semejantes. ¿Cuáles son los
ángulos correspondientes?

Ejercicio 12En la figura 4.38 , el ángulo DAB = 80º. ¿Cuánto mide el ángulo BCD?

5m

90º
5m
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B  

Figura 4.36

Figura 4.37 Figura 4.38
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Los elementos de los cuales disponía Eratóstenes para averiguar el radio de la Tierra eran los siguientes:

· conocía la distancia d entre dos ciudades del norte de África (Siena -hoy
Assuan- y Alejandría);

· sabía que estas ciudades estaban prácticamente alineadas en la dirección Norte-Sur;

· sabía que en el solsticio de verano (el 21 de junio para el hemisferio Norte),
los rayos del Sol al mediodía caían perpendiculares a la Tierra, reflejándose en
el fondo de los pozos de agua;

· sabía cuándo era el mediodía en Siena;

· sabía la longitud de un bastón y de la sombra que proyectaba en Alejandría en
el mediodía del 21 de junio.

Con estos datos fue capaz de deducir el perímetro de la Tierra y el radio. ¿Son fáciles
de obtener? ¿Cómo lo hizo?

Sobre el primer punto no hay mucha información histórica: aparentemente, hizo el camino
en carro, con sus esclavos ocupados en contar las vueltas que daba la rueda.  El valor calcula-
do difiere según las fuentes, especialmente porque se desconoce el valor exacto de la unidad
de medida que menciona (el estadio). La distancia entre Alejandría y Siena varía entre 780 y
950 kilómetros, según se utilice el estadio egipcio o el ateniense; tiene sentido que fuese el pri-
mero porque ambas ciudades quedan en Egipto, pero también debe considerarse que estamos
hablando de uno de los grandes representantes de la cultura helenística. Vamos a considerar,
entonces, que la distancia era aproximadamente de 800 kilómetros.

El segundo punto es más sencillo: sólo requiere salir de Siena y viajar siempre en direc-
ción norte (si llegamos a Alejandría, es porque estaban alineadas en esa dirección).
¿Cómo viajar en dirección Norte? Hoy día es sencillo, y una brújula sería nuestra mejor
guía, pero Eratóstenes vivió más de un milenio antes de su invención; en esa época, el
mejor método sería viajar de noche orientándose con la estrella polar.

Respecto al tercer punto, profundizar sobre los solsticios escapa de los objetivos de este libro,
aunque entenderlos es más una cuestión geométrica que astronómica. La Tierra gira alrede-

Problema

Como última aplicación, calcularemos aproximadamente el radio terrestre. Para esto,
explicaremos el método que fue utilizado por Eratóstenes en el siglo III a.C. Éste será
uno de los datos que utilicemos luego en el capítulo 9, cuando resolvamos nuestro pro-
blema principal: estimar la distancia al Sol y a la Luna, y sus tamaños.

4.5. El radio de la Tierra
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dor del Sol en una órbita elíptica, que prácticamente está con-
tenida en un plano. A este plano se lo llama el plano de la
eclíptica. Sin embargo, ese plano no está alineado con el plano
ecuatorial (es el plano donde vive el círculo que forma el
Ecuador en la Tierra, ver la figura 4.39.  Para imaginarnos este
plano, podemos pensar en la Tierra como una naranja, dibuja-
mos en ella el Ecuador, y la cortamos por este círculo en dos
mitades: la superficie de cada mitad es un plano, el llamado
plano ecuatorial).   

Cuando la Tierra gira alrededor del Sol, hay dos oportunidades a lo largo de un año en los cua-
les pasa simultáneamente por ambos planos (cuando el plano de la eclíptica y del Ecuador se
cruzan, y la Tierra pasa por esa intersección). En estas dos ocasiones, el día y la noche duran
exactamente doce horas cada uno, y esos los rayos del Sol caen perpendiculares sobre el Ecuador
(ocurre el 20 de marzo y el 22 de septiembre, los equinoccios). Luego, como la órbita terrestre
está sobre el plano de la eclíptica, se aleja del plano ecuatorial, y cuando ha recorrido un cuar-
to de la vuelta los rayos caen perpendiculares a los trópicos (al trópico de Cáncer, en el solsticio
de verano del hemisferio Norte -que coincide con el solsticio de invierno del hemisferio sur, el
día 21 de junio-; o al trópico de Capricornio, en el solsticio de invierno del hemisferio Norte -
que coincide con el solsticio de verano del hemisferio sur-, el día 21 de diciembre). Estos dos
días, los solsticios, corresponden en verano al día en que la noche es más corta, y en invierno
es el día en que la noche es más larga.    En la época de Eratóstenes se entendía el papel de los
solsticios y los equinoccios en relación a las estaciones, así que no necesitó determinarlos. En
cambio, midió el ángulo de inclinación de estos planos (¿Se nos ocurre cómo? Lo veremos en
el transcurso del capítulo), cuyo valor es de aproximadamente 23, 5°.   

El cuarto punto es sencillo (hoy día que disponemos de relojes), pero también puede
determinarse con un reloj de Sol. De todos modos, para armar el reloj de Sol, hay
que indicar cuándo es el mediodía, y el procedimiento para hacerlo es el siguiente
(observe la figura 4.40): se clava una estaca en la Tierra, y durante el día se marca la
sombra que hace; al mediodía no siempre el Sol está perpendicular a la estaca, pero
será el momento en que la sombra es más corta; se marca esa dirección, y listo.

El quinto y último punto se obtiene midiendo el bastón
y la sombra que proyecta al mediodía del 21 de junio.

La figura 4.41 nos muestra un bosquejo de la situación.
Hemos indicado con S la ubicación de Siena, con A la de
Alejandría, d es la distancia entre ambas, y R es el radio
terrestre. Los rayos solares vienen paralelos, y si bien en el
punto S no producen sombra, sí lo hacen en A.

Como los rayos son paralelos, la recta formada por el radio
terrestre y su prolongación, el bastón, produce ángulos µ
iguales (ya que son alternos internos entre paralelas, como
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vimos en la Introducción). Podemos averiguar el ángulo µ, recordando del capítulo anterior que

y observando que en el triángulo que se forma en A, el cateto adyacente es el bastón, y
el opuesto es su sombra. Para averiguar el ángulo, podemos utilizar una calculadora,
pero también podemos dibujar a escala el triángulo formado por el bastón y la sombra,
y lo medimos con un transportador.

La medición de Eratóstenes dio µ = 7,2°, y su razonamiento fue el siguiente:

Por lo tanto, el perímetro de la Tierra es de unos 40.000 km, y calculamos su radio uti-
lizando la fórmula para el perímetro de un círculo de radio r:

donde R es el radio terrestre, y despejamos R ≈ 6.366 km.

si a un ángulo de 7,2° le corresponde un arco de 800 km,

a uno de 360° le corresponde un arco de 800 km.        = 40.000 km.360
7,2

perímetro = 2π  r,

40.000 = 2π  R,

tg (θ) =
cateto opuesto

cateto adyacente
Observación
Este es un valor
muy cercano al de
6.378 km, que es el
radio promedio de
la Tierra. Esto
sugiere que, efec-
tivamente, utilizó el
estadio egipcio
como unidad de
medida. Sin
embargo, en otra
de sus obras,
cuando calcula la
distancia al Sol, si
utilizamos el esta-
dio ateniense se
obtiene una distan-
cia de 148 millones
de kilómetros (un
valor muy próximo
al verdadero, de
aproximadamente
149 millones).

Ejercicio 13 Para determinar la dirección Norte-Sur, se clavaba un bastón en la tierra antes de
mediodía, y se trazaba un círculo tomando su ubicación como centro y su sombra
como radio (marcando el punto donde tocaba la circunferencia). Luego, la sombra
se acortaba y caía dentro del círculo, hasta que más tarde tocaba nuevamente la
circunferencia... ¿Cómo determinaban ahora el Norte?

Ejercicio 14 Si dos ciudades están alineadas de Norte a Sur y en cada una de ellas clavamos un
bastón, y medimos su altura y la longitud de la sombra, ¿podemos calcular con esta
información el radio terrestre conociendo la distancia entre ellas? ¿Hace falta que
sea un 21 de junio o un 21 de diciembre?

Observación: en la Argentina hay numerosas ciudades alineadas que podrían servir para hacer el
experimento. Se puede coordinar el momento de la medición para hacerla en simultáneo, pero pri-
mero hay que determinar el mediodía solar, que seguramente no coincide con las 12:00.
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Supongamos que miramos el horizonte parados a la orilla del mar, en un día de muy
buena visibilidad (digamos, diez mil metros) y nos dicen que a seis kilómetros de allí,
en el agua, flota una boya luminosa. ¿Podremos verla desde donde estamos? ¿Y si utili-
záramos prismáticos?

Arriesguemos una respuesta, y digamos que sí. Un
razonamiento que puede avalar esta impresión es el
siguiente. Seis kilómetros son menos que los diez mil
metros de visibilidad, así que deberíamos ver la boya,
aunque... podemos comenzar a dudar: la boya está a
seis kilómetros de nuestros pies, pero nuestros ojos
están más altos, supongamos a dos metros de altura
(parados sobre algo, si hace falta). En este caso, la dis-
tancia d entre nuestros ojos y la boya debe ser mayor.
Un esquema de la situación (figura 5.1) y el teorema de Pitágoras deberían convencer-
nos de que no hay problemas para ver la boya.

En la figura 5.1 A es el punto de la playa donde estamos parados, O es la ubicación de
nuestros ojos, y B es la boya. La distancia d que queremos calcular es la longitud de la
hipotenusa OB, y como datos tenemos que 2 metros son 0,002 kilómetros (la longitud
del lado AO), y la base AB mide 6 kilómetros. Ahora, sabemos gracias a Pitágoras que

d2 = 0,0022 + 62,

Despejando, la distancia d que buscamos es, en kilómetros,

que no tiene gran diferencia con los seis kilómetros en línea recta.

Bien, entonces la distancia no parece ser un obstáculo para ver la boya. ¿Qué otro pro-
blema podría haber?

d = 0, 0022 + 62

6, 00000033 . . .
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5.1. Introducción
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Pensemos un momento antes de responder. El dibujo anterior no
representa exactamente la realidad. Sabemos que la Tierra es aproxi-
madamente esférica, con lo cual la base AB no debería ser recta, sino
curva. ¿Tendrá influencia este hecho? La Figura 5.2 debería conven-
cernos de la importancia de que la superficie de la Tierra sea curva.

¡Observemos que si la boya está debajo del punto donde se tocan la
recta y la circunferencia, no la podemos ver! Esto nos debe resultar
creíble, porque no podríamos verla si estuviera en nuestras antípodas,
del otro lado de la Tierra. Debe haber un punto donde las cosas que-
den debajo de nuestra línea de visión.  Aquí, la pregunta es si está
antes o después de los seis kilómetros en donde está ubicada la boya.

Por lo tanto, la curvatura terrestre no debe descartarse tan rápido, porque genera dis-
tintas dificultades. El objetivo de este capítulo será reconocer esas dificultades e intentar
superarlas. En principio podemos plantear una pregunta muy sencilla, quizá la pregun-
ta más sencilla:

� ¿qué quiere decir que la boya está a seis kilómetros?

En este caso, nos estamos preguntando, ¿cómo medimos distancias sobre superficies
curvas? En el plano, la distancia entre dos puntos se calcula midiendo la longitud del
segmento que los conecta, y es suficiente con moverse en línea recta de un punto al
otro.  Sin embargo, esto genera un nuevo problema:   

� ¿cuál es el equivalente a moverse en línea recta sobre la esfera?

Con todas esas herramientas estaremos en condiciones de resolver el problema que
planteamos al comienzo del capítulo.

En este capítulo, también veremos las nociones de paralelismo sobre una esfera, y los
problemas que causa la curvatura a la hora de trazar mapas, como así también las prin-
cipales proyecciones utilizadas en su trazado. Si bien estos problemas no tienen relación
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