Todo lo que’usted quiere saber sobre

MATEMATICA FINANCIERA

pero no Se anima a preguntar

Dra. Patricia Kisbye
Dr. Fernando Levstein

Coleccién: LAS CIENCIAS NATURALES Y LA MATEMATICA




Coleccion: LAS CIENCIAS NATURALES Y LA MATEMATICA

Todo lo que,usted quiere saber sobre

MATEMATICA FINANCIERA

pero no se anima a preguntar

Dra. Patricia Kisbye y Dr. Fernando Levstein

ADVERTENCIA

La habilitacién de las direcciones electrénicas y dominios de la web asociados, citados en este libro, debe ser considerada
vigente para su acceso, a la fecha de edicién de la presente publicacién. Los eventuales cambios, en razén de la caduci-
dad, transferencia de dominio, modificaciones y/o alteraciones de contenidos y su uso para otros propdsitos, queda
fuera de las previsiones de la presente edicién -Por lo tanto, las direcciones electronicas mencionadas en este libro,

deben ser descartadas o consideradas, en este contexto-.

Distribucién de cardcter gratuito.



autoridades

PRESIDENTE DE LA NACION
Dra. Cristina Ferndndez de Kirchner

MINISTRO DE EDUCACION
Dr. Alberto E. Sileoni

SECRETARIA DE EDUCACION
Prof. Maria Inés Abrile de Vollmer

DIRECTORA EJECUTIVA DEL INSTITUTO NACIONAL DE
EDucACION TECNOLOGICA
Lic. Maria Rosa Almandoz

DIRECTOR NACIONAL DEL CENTRO NACIONAL DE
EDUCACION TECNOLOGICA
Lic. Juan Manuel Kirschenbaum

DIRECTOR NACIONAL DE EDUCACION TECNICO PROFESIONAL Y
OCUPACIONAL
Ing. Roberto Diaz

Ministerio de Educacidn.

Instituto Nacional de Educacién Tecnoldgica.
Saavedra 789. C1229ACE.

Ciudad Auténoma de Buenos Aires.
Republica Argentina.

2010



Todo lo que,usted quiere saber sobre

MATEMATICA FINANCIERA

pero no se anima a preguntar

Dra. Patricia Kishye
Dr. Fernando Levstein

Coleccién: LAS CIENCIAS NATURALES Y LA MATEMATICA




Director de la Coleccién:
Lic. Juan Manuel Kirschenbaum

Coordinadora general y académica

de la Coleccién:

Prof. Ing. Haydeé Noceti

Diseno diddctico y correccién de estilo:
Lic. Marfa Inés Narvaja

Ing. Alejandra Santos

Coordinacién y produccién gréfica:
Tomds Ahumada

Disefio gréfico:

Sebastidn Kirschenbaum
Ilustraciones:

Diego Gonzalo Ferreyro
Federico Timerman

Retoques fotogrificos:

Roberto Sobrado

Disefio de tapa:
Tomds Ahumada
Administracién:
Cristina Caratozzolo
Néstor Hergenrether

Colaboracién:
Téc. Op. en Psic. Soc. Cecilia L. Vazquez
Dra. Stella Maris Quiroga

Nuestro agradecimiento al personal
del Centro Nacional de Educacién
Tecnoldgica por su colaboracidn.

Coleccién “Las Ciencias Naturales y la Matemdtica”.
Director de la Coleccién: Juan Manuel Kirschenbaum
Coordinadora general de la Coleccién: Haydeé Noceti.

Queda hecho el depésito que previene la ley N° 11.723. © Todos los de-
rechos reservados por el Ministerio de Educacién - Instituto Nacional de
Educacién Tecnolégica.

La reproduccién total o parcial, en forma idéntica o modificada por cual-
quier medio mecdnico o electrénico incluyendo fotocopia, grabacién o
cualquier sistema de almacenamiento y recuperacién de informacién no

autorizada en forma expresa por el editor, viola derechos reservados.

Industria Argentina

ISBN 978-950-00-0745-0

Kisbye, Patricia

Todo lo que Ud. quiere saber sobre matemdtica financiera pero no se
anima a preguntar / Patricia Kisbye y Fernando Levstein; dirigido por
Juan Manuel Kirschenbaum.

- la ed. - Buenos Aires: Ministerio de Educacién de la Nacidn. Instituto
Nacional de Educacién Tecnolégica, 2009.

188 p.: il.; 24x19 cm. (Las ciencias naturales y la matemdtica / Juan
Manuel Kirschenbaum.)

ISBN 978-950-00-0745-0

1. Matematica.

2. Finanzas.

3. Ensefianza Secundaria.

I. Levstein, Fernando

II. Kirschenbaum, Juan Manuel, dir.
III. Titulo

CDD 510.712

Fecha de catalogacién: 07/12/2009

Impreso en Anselmo L. Morvillo S. A., Av. Francisco Pienovi 317 (B1868DRG),
Avellaneda, Pcia. de Buenos Aires, Argentina.

Tirada de esta edicién: 100.000 ejemplares




Los Autores

Dra. Patricia Kisbye

Se gradu6 como Licenciada en Ciencias Matemadticas en
la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacio-
nal del Centro de la Provincia de Buenos Aires.
Posteriormente obtuvo su titulo de Doctora en Matem4-
tica en la FAMAF, Universidad Nacional de Cérdoba.
Ha colaborado en el dictado de asignaturas especificas del
Profesorado en Matematica, entre ellas Matemadtica Fi-
nanciera. Ha dirigido tesinas en el drea de finanzas para
alumnos de la licenciatura en Matemdtica y de Ciencias
de la Computacién. Posee ademds publicaciones sobre la
Teoria de los Ntimeros.

Actualmente es Profesora Adjunta de la FAMAE UNC.

Dy. Fernando Levstein

Se gradué como Licenciado en Matemitica en el IMAF
de la Universidad Nacional de Cérdoba. Luego obtuvo
un doctorado en matemitica del InstitutoTecnolégico de
Massachusetts. Durante varios anos contribuyé a la orga-
nizacién de la Olimpiada Matemdtica Argentina y de la
Reunién de Educacién Matemdtica. Dicté en varias opor-
tunidades un curso de matemadtica aplicada a la economia
para el Doctorado en Economia de la UNC y estuvo a
cargo del dictado de Matemitica Financiera para el Pro-
fesorado en Matematica de la UNC. Actualmente es Pro-
fesor Titular de la FaMAF en la UNC. Su 4rea de
especialidad es la Teorfa de Lie, en la cual ha realizado di-
versas publicaciones cientificas y dictado conferencias en
congresos nacionales e internacionales.




\

Prefacio
Capitulo 1: Introduccién: Un poco de historia

Capitulo 2: Progresiones aritméticas y geométricas
* 2.1. Progresiones aritméticas

¢ 2.2. Induccién completa y el efecto dominé

* 2.3. Progresiones geométricas

* 2.4. Ejercicios

Capitulo 3: El interés

3.1. El fundamento del préstamo con interés
3.2. Interés

3.3. El interés simple y el interés compuesto
3.4. El interés aplicado en fracciones de tiempo
3.5. Si la incégnita es el tiempo

3.6. Ejercicios

Capitulo 4: El descuento

¢ 4.1. Introduccién

* 4.2. Operacién de descuento
¢ 4.3. El descuento compuesto
* 4.4. Otros tipos de descuento
* 4.5. Ejercicios

Capitulo 5: Operaciones financieras
¢ 5.1. Introduccién

¢ 5.2. Formas de pago

5.3. Operaciones de depdsito

5.4. Préstamos

5.5. Ejercicios

Capitulo 6: Capitalizacién y actualizacién

¢ 6.1. Introduccién

* 6.2. Rentas o anualidades

6.3. Capitalizacién de una renta

6.4. Actualizacién de una renta

6.5. Célculo del ndmero de cuotas y de la tasa de interés de una anualidad
6.6. Valor actual de rentas con cuotas en progresién aritmética

6.7. Rentas perpetuas

6.8. Otras anualidades

6.9. Ejercicios

Capitulo 7: Sistemas de amortizacién
 7.1. Introduccién

11

15
16
17
21
26

29
30
32
39
40
41

43
43
46
48
50

53
53
56
58
58

61
62
64
71
74
77
79
79
81

83




e 7.2. Sistema americano y fondo de amortizacién
* 7.3. Ejercicios

Capitulo 8: Flujos de caja

¢ 8.1. El concepto de valor actual
* 8.2. Tasa interna de retorno

¢ 8.3. Usufructo y nuda propiedad
* 8.4. Ejercicios

Capitulo 9: Las apariencias engafian
* 9.1. No todo lo que reluce es oro

* 9.2. Deuda Publica

* 9.3. ;Qué es el Riesgo Pais?

* 9.4. Correccién por inflacién

* 9.5. Ejercicios

Capitulo 10: La matemdtica financiera moderna

10.1. Las bases del modelo: la matemdtica financiera moderna
10.2. Luz, cdmara,... accién

10.3. Opciones

10.4. El juego es un impuesto a quien no sabe matemdtica
10.5. Riesgo calculado

10.6. El modelo para 7 periodos

10.7. Ejercicios

Capitulo 11: El niimero e y la funcién exponencial
e 11.1. Introduccién

¢ 11.2. El ndmero e

11.3. La funcién exponencial

11.4. Capitalizacién continua

11.5. Ejercicios

Apendice A: La planilla de célculo
* A.1. Tabla de valores de Az,

e A.2. Tasa interna de retorno

* A.3. Ejercicios

Apendice B: La calculadora financiera
* B.1. Ejercicios

Apendice C: Tablas

Solucién de los ejercicios

88
89

91
96
101
103

105
108
110
110
114

117
119
120
121
123
125
128

131
131
135
138
139

141
144
146
148

149
153

155

163




Prefacio

Esta publicacién estd dirigida a estudiantes y docentes del nivel medio. El objetivo ha
sido introducir las principales nociones de matemdtica financiera, desde las mds bésicas
hasta las mds avanzadas que se puedan lograr en funcién de los conocimientos alcanza-
dos por un alumno de secundaria.

El desarrollo de los temas se ha hecho a través de ejemplos, en los cuales se introducen
gradualmente los conceptos y métodos de resolucién de problemas. Al final de cada
capitulo se ha incluido una lista de ejercicios de aplicacién y sus resoluciones. Consta
de once capitulos y tres apéndices.

En el Capitulo 1 se hace un breve repaso de los principales hitos que influyeron en el
desarrollo histérico de la Matemadtica Financiera. De lo visto alli, podemos separar en
dos partes el resto del libro. Una de las partes estd formada por los capitulos 2, 3, 4, 5,
6, 7'y 9 que sélo requieren de la matemadtica disponible hasta el siglo XIII, en pleno
medioevo. Los restantes capitulos hacen uso de métodos y técnicas que fueron dispo-

nibles recién a partir del siglo XVII.

En el capitulo 2, se introduce el tema de sucesiones aritméticas y geométricas y se mues-
tra una gran variedad de sus aplicaciones.

En los capitulos 3 y 4, se introducen las nociones bésicas de tasas de interés y de des-
cuento, junto a una variedad de férmulas que los involucran.

En el capitulo 5 se describen las operaciones financieras y formas de pago usadas
mids frecuentemente.

El capitulo 6 trata sobre ciertas sucesiones de pagos de duracién finita o indetermina-
da para los cuales se pueden encontrar férmulas que expresen el valor actual y el valor
final de las mismas.

En el capitulo 7 se desarrollan los sistemas mds comunes de pagos de deudas en cuotas:
sistema francés, alemdn y americano.

En el capitulo 8 se introduce la nocién de flujo de caja, que permite ver con nuevos
ojos los conceptos desarrollados en los capitulos anteriores.

El capitulo 9 estd dedicado a clarificar el abuso que se observa muchas veces en las
publicidades que se refieren a tasas de interés. En particular, se muestra cémo se puede
anunciar una tasa mds pequena que la real.



En el capitulo 10 se intenta mostrar el comienzo del camino que siguié la matemadtica
financiera en el siglo XX. Esto hace que se necesiten algunos conocimientos muy bdsi-
cos de probabilidades, los cuales han sido desarrollados en el texto. Con esto se logra
hacer un modelo que permite dar un valor aproximado al derecho de comprar una
accién a un precio prefijado y en un tiempo determinado.

En el capitulo 11 se desarrollan los conceptos matemdticos que permiten dar sentido a
la capitalizacién continua.

Se han incluido tres apéndices que complementan los conjuntos de ejercicios. Estos se
refieren al uso de la planilla de cdlculo, la calculadora financiera y tablas de valores tti-
les. Se recomienda al lector recurrir a ellos cuando la resolucién de los ejercicios vaya
mis alld del cdlculo con ldpiz y papel. Se espera que una lectura temprana de estos apén-
dices le permita al lector realizar los ejercicios con el menor niimero de inconvenientes.
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Capitulo 1

Introduccién:
Un poco de historia

Cada vez que tomamos una decisién econémica estamos usando herramientas de la
matemdtica aunque, muchas veces, nos cueste darnos cuenta. Muchas personas toman
buenas decisiones, basadas en una gran experiencia, que incluye éxitos y fracasos. La
matemdtica pone a nuestra disposicion técnicas y métodos para resolver todo tipo de
problemas, y en particular los econédmicos. Su estudio nos provee un camino mds corto
para aprender a tomar las mejores decisiones y saber justificarlas.

En este libro trataremos diversos aspectos de la matemadtica relacionados con la resolu-
cién de problemas financieros.

El origen de la matemdtica financiera se debe rastrear hasta los albores de la civilizacién.
Podemos notar que, a lo largo del tiempo, el desarrollo de nuevas herramientas mate-
méticas ha guardado una estrecha relacién con el surgimiento de operaciones
financieras cada vez mds sofisticadas.

En el capitulo 3 estudiaremos la nocién de interés. Desde un punto de vista histérico, obser-
vamos que este concepto ha estado presente en toda sociedad que haya desarrollado, aunque
sea minimamente, su comercio. Por ejemplo, si nos remontamos a la civilizacién sumeria
asentada en la parte sur de la antigua Mesopotamia, considerada la primer y mds antigua civi-
lizacién del mundo, vemos que, ya en el tercer milenio AC, tuvo una importante actividad
comercial. Esto ocurrié a la par que desarrollaban un avanzado sistema de numeracién: el
posicional de base 60. Este sistema, que también se conoce como sexagesimal, perdura hoy
en la medicién de dngulos o de tiempo como tributo a los avances sumerios en astronomia.

Dicho sistema, permitié a los sumerios realizar con agilidad las operaciones aritméticas nece-
sarias para el comercio, como por ejemplo, el cambio de monedas, que estaba basado en los
porcentajes de las aleaciones de oro y plata que cada una posefa.

En Babilonia hace cuatro mil anos, ya era usual prestar a interés. Por ejemplo: en el Cédigo
de Hammurabi (alrededor de 1850 AC) se encuentra tallada en piedra la siguiente ley:

“Si un mercader ha hecho un préstamo de grano o plata, por el grano tomard un
panu 'y cuatro sutu por cada kur. Si hizo un préstamo de plata tomard un sexto

de shekel y seis granos por cada shekel”

Aunque para nosotros estos términos sean tan lejanos como el tiempo en que fueron
escritos, se puede desentranar su significado. Segtin el historiador Roth, esto correspon-
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de a una tasa del 33% en el primer caso y 20% en el segundo. Notemos que la nocién
de tiempo no estaba explicitada en la ley. Esta falencia era aprovechada, a veces, para
hacer usura, ya que podian cobrar un interés bajo y luego reclamar la devolucién del
préstamo en un lapso corto. En el capitulo 8 veremos formas actuales de producir una
tasa de interés efectiva mayor que la tasa publicitada.

De la lectura de la Biblia, sabemos que los israelitas tenfan prohibido prestarse entre si
a interés. Mds adelante, el cristianismo retoma esta prohibicién. Santo Tomds de
Aquino argumenta contra el interés porque dice que: “sélo Dios dispone del tiempo”.
A partir de dicho argumento, podemos notar que se introduce la nocién de tiempo en
el célculo de intereses.

En la civilizacién griega, la mayoria de los grandes pensadores consideraban indignas
las aplicaciones de las matemadticas a los problemas cotidianos (comerciales). Aristételes
en su obra “Politika” toma una posicién contraria al comercio, porque lo considera una
actividad para ganar a costa de los demds. También estd en contra del interés, porque el
hecho de que el dinero se reproduzca por si sola, le parece una aberracién. En concor-
dancia con esto, hebreos, romanos y griegos desarrollaron un sistema numérico en el
cual era muy dificil efectuar la multiplicacién, con lo cual se volvia muy engorroso
hacer, por ejemplo, una conversién de monedas o un célculo de interés.

En el capitulo 3 veremos cémo los economistas ingleses, desde hace ya dos siglos, jus-
tifican el cobro de interés.

En el dltimo capitulo veremos que el mecanismo usado por Tales (ver recuadro), es el prin-
cipio de los derivados. Estos instrumentos permiten a unos, asegurarse de no tener grandes
pérdidas, y a otros tener la posibilidad de obtener grandes ganancias con un pequeno capital.

El comercio se desarrolla muy
lentamente durante la edad
media, hasta que hace 800 anos
Leonardo de Pisa, mas conocido
como Fibonacci, introduce en
Italia la numeracién decimal
que aprendié de los drabes que,
a su vez, la obtuvieron de los
hindues. Esta es posicional y, a
diferencia de la babilénica, es en
base diez y posee una notacién
especial para el cero. Es la que
usamos actualmente.

En su obra “Liber Abaci” (1202) Fibonacci resume toda la matemdtica conocida por los
drabes e hindues, muestra el uso de la nueva notacién, que es adoptada paulatinamen-
te debido a sus ventajas de cdlculo.

Paralelamente, comienzan a funcionar los antepasados de los bancos europeos. En Italia
era comdn que alguien con capital para prestar se ubicara en un banco de plaza (banca)



y alli hiciera sus negocios. De alli deriva el nombre que damos actualmente a las insti-
tuciones bancarias. Asi, en el siglo XIII se retoma el desarrollo de la matemdtica
financiera, estancado durante mds de mil anos desde los tiempos del imperio romano.
En este periodo se crean las tablas para el cilculo del interés compuesto.

El gran avance siguiente es el desarrollo de las tablas de logaritmos, que permitieron rea-
lizar cdlculos mds precisos y rdpidos para obtener una raiz enésima o una dividir entre
numeros con muchas cifras decimales. Esto tltimo fue de suma utilidad para el desa-
rrollo de la astronomia de esa época, y luego se extiende a todas las ramas de la
matemdtica que necesitaban resolver ecuaciones con precisién. En particular, en mate-
matica financiera permitird resolver las ecuaciones planteadas para encontrar las tasas
de interés reales de un negocio, en tiempos que no se disponia ni siquiera la idea de lo
que serfa una calculadora.

Con el advenimiento del cdlculo infinitesimal en el Siglo XVII se hace posible la capi-
talizacién continua. Es entonces que Bernoulli descubre el niimero e que es la cantidad
que deberfamos recibir al cabo de un afio si depositdramos un peso a una tasa del 100%
anual, y ésta se capitalizara continuamente (ver capitulo 11).

También en el Siglo XVII, nace la estadistica. Con ella, aparecen las tasas de mortali-
dad y se posibilita el desarrollo de las companias aseguradoras. La idea es sencilla: si
sabemos que la tasa de mortalidad es un 2%, y se destina un 2% de los ingresos a un
fondo de compensacién a los deudos de quien fallezca, ninguna familia deberfa perder
el sustento de un dia para otro. De igual manera, si se transporta mercaderia y se sabe
que alrededor de un 5% no llega a destino, se puede formar un fondo comdn donde
cada comerciante aporta el equivalente al 5% de la mercancia enviada, y con éste se pro-
tege a quienes sufran la pérdida.

El célculo de probabilidades estd en la base de la matemitica financiera moderna. Se con-
sidera su fecha de nacimiento el 1900, cuando el matemdtico francés Louis Bachelier
presenta su tesis doctoral: Sobre la especulacion financiera, en la que muestra un modelo
matemdtico para la cotizacién de acciones en bolsa. En dicha tesis, observa la similaridad
entre los movimentos de la cotizacién de las acciones y de una particula de polen flotan-
do en el aire, u otro medio, fenémeno que habia sido observado por el botdnico Robert
Brown. Este se llamé movimiento browniano en su honor, y fue llevado a la fama en
1905 por Albert Einstein en su tesis de doctorado para la Universidad de Zurich.

En 1945, el matemitico japonés Kiyoshi Ito desarrolla un andlogo del cdlculo diferencial
aplicable a funciones de las cuales sélo se conoce la probabilidad de que tomen distintos
valores. Esta drea se llama célculo estocistico, y en 2006 gané el premio Gauss por su
desarrollo. Esta es una herramienta imprescindible para la toma de decisiones en un con-
texto de incertidumbre donde sélo se tiene como dato la probabilidad de que algo suceda.

El siguiente gran paso se produce durante los afios setenta cuando Fisher Black, Myron
Scholes y Robert Merton desarrollan técnicas para decidir el valor justo que le corres-
ponde a ciertos instrumentos financieros llamados derivados. Por esta labor, los dos
ultimos recibieron el Premio Nobel de economia en 1997 cuando E Black ya habia
muerto. Sus desarrollos posibilitaron la multiplicacién de las operaciones realizadas.

13



14

Esto causé una explosién en los mercados de valores. Un caso particular de estos deri-
vados son las opciones de compra o venta, que serdn tratadas en el dltimo capitulo.

El costado negativo de estos avances es la propension a generar nuevos mecanismos de
inversién que, en caso de fallar la regulacién o el control de los gobiernos, pueden pro-
ducir una crisis de magnitud nunca vista como la de 2008 que comenzé con el
otorgamiento masivo de créditos hipotecarios con escasa garantia en un momento en
que las tasas de interés estaban en su minimo histérico. Al subir éstas bruscamente, se
desatd la crisis.
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Capitulo 2

Progresmnes aritmeticas
y geometricas

Muchas veces escuchamos hablar de un crecimiento aritmético o geométrico y lo asocia-
mos con un crecimiento lento o rdpido, respectivamente. ;Qué significan estos términos?

Se dice que algo crece (o decrece) aritméticamente, si en cada etapa se le va sumando
(o restando) una cantidad constante.

Por ejemplo, si durante la semana pasada la temperatura crecié un grado por dia, pode-
mos decir que crecié aritméticamente.

Si las reservas del BCRA (Banco Central de la Reptblica Argentina) suben 200 millo-

nes de ddlares por semana, se habla de un crecimiento aritmético.

Si el peso de una persona que realiza una dieta, reduce un kilogramo por mes, decimos
que decrece en progresién aritmética.

Se dice que algo crece (o decrece) geométricamente si en cada etapa se multiplica por
una cantidad constante mayor que 1 (o menor que 1).

Algunos ejemplos de crecimiento geométrico son:
e Una poblacién de bacterias con suficiente alimento que se multiplica 8 veces por hora.

e Una cantidad de carbono-14, donde el radioisétopo del carbono se multiplica por 0,5
cada 5.730 afos.

Otro ejemplo cldsico de crecimiento geométrico es el siguiente:

Cuenta la historia que un rey quedé tan contento con el juego del ajedrez que habia
sido disenado para él, que ofrecié a su creador regalarle lo que quisiera. Este le contes-
t6 que “sélo” querfa obtener como recompensa un grano de trigo por el primer
casillero, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto y asi sucesivamente hasta
llegar al casillero 64. El rey quedé sorprendido por tan modesto pedido y mandé a su
visir que trajera una bolsa con los granos reclamados. Mayor fue su sorpresa cuando el
visir hizo los cdlculos y vio que no habia tal cantidad de granos en toda la tierra.

15
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Un crecimiento geométrico similar ocurre en los primeros dias después de la concep-
cién, cuando de una célula original se producen dos y de cada una de las obtenidas se
vuelven a obtener dos, y asi sucesivamente, aunque sélo por unos dias.

1. Progresiones aritméticas

En otras palabras, si se cumple que a,,,—2,= RV n € N entonces {a), @5, . . ., @, . . . } es
una progresion aritmética.

1.1. El enésimo término de una progresion aritmética

Luego de considerar los ejemplos anteriores, la primera pregunta que nos planteamos
es la siguiente:

sCémo se calcula el enésimo término de una progresién aritmética {ay, @, . . ., @, . . .}
de razén R?

Vemos que: 2, =a, + R, a3 =a, + R=a, + R+ R=a, + 2R, razonando de la misma

forma a4 = a4, + 3R, en general intuimos que @, = 4, + (n— 1)R. Esto se puede expresar
con el concepto de suma telescdpica, esto es, una suma que colapsa. Observemos que

R+R+-+R = (an—an-1)+ (@1 —an2)+...+ (a2 —a1)

an + (—Gp-1+ p1) + (—@n2 + an2)+ - +a2) — 1y

ap — a7
de donde 2, = 2, + (n— 1)R

Si bien el razonamiento es muy convincente, no llega a ser una demostracién (el punto
débil son los puntos suspensivos que se usaron). En el ejemplo 2.6 se demostrard que
la férmula es verdadera cualquiera sea el 7.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



En un pais sdlo ingresan 1.000 inmigrantes por afio. Si llamamos con 7 la canti-
dad de inmigrantes que hay actualmente, y con 7,,, la que habra dentro de »
afos, se ve que {/} es una progresion aritmética.

iEs posible tener triangulos rectangulos cuyos lados sean enteros y estén en pro-
gresion aritmética? Supongamos que los lados son de longitud 2, 2 + Ry a + 2R,
entonces debe cumplirse el teorema de Pitagoras:

(a+2R)?* = (a+R)?*+d° de donde
a®+4aR+4R* = a®>+2aR + R?>+a®> por lo tanto obtenemos
3R®+2aR—a’> = 0

Si despejamos R tenemos R ==2£va"53¢ gsto nos da las posibilidades R = —a y
R =% .Laprimera nos da un lado de longitud 0, por lo tanto no sirve. En la segun-
da como « y R deben ser enteros 2 es miltiplo de 3y se tiene entonces las ternas
{37, 4n, 51}, que corresponden a todos los tridngulos que tienen lados enteros y son
equivalentes al clasico triangulo de lados 3, 4y 5.

2. Induccién completa y el efecto dominé

Existe un método muy ingenioso para probar que
una férmula es vilida para todos los niimeros
naturales. Para ilustrarlo visualmente, podemos
pensar que cada natural corresponde a una ficha
de domino y que éstas se colocan en fila de tal
manera que al caer la primera, ésta hace caer la
segunda y asi sucesivamente. (Ver figura 2.1). Se
llama método de induccién completa y consiste
en lo siguiente:

Supongamos que tenemos dos funciones
F:N—RyG:N — R yqueremos pro-
bar que F(n) = G(n) ¥V n € N entonces:

Primero, se prueba que la férmula es valida para 7 = 1, es decir se verifica que /(1) = G(1).

Segundo, se hace una hipdtesis inductiva, es decir, se asume que la férmula es vilida para
un natural 7 = £y, a partir de alli, se prueba que eso implica que serd vélida para el
siguiente natural 7 = £ + 1.

De esto, se concluye que la férmula vale para todo niimero natural, porque si se verifi-
ca que vale para 7 = 1, entonces se podrd aplicar la segunda parte del método con 4 =1
y asi concluir que vale para & = 2. Si repetimos el procedimiento pero con % = 2, sabre-
mos que vale para # = 3. De esta manera, armamos una maquinaria que permite
verificar que la férmula serd vdlida para todos los naturales.

Ejemplo 2.4

Ejemplo 2.5
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En general, el método sirve para probar que una familia de propiedades 7, son verdaderas.

Paso uno: probar que P; es verdadera.
Paso dos: probar que si P, es verdadera, entonces P,; es verdadera.

Del ejemplo se sigue que toda progresion aritmética queda determinada por sus dos pri-
meros términos.

Una progresién {a,}, puede pensarse como una funcién 2 : N — R que asigna a cada
natural 7 el ndmero 4,,.

Si graficamos una progresién aritmética, observaremos é D

que los valores que va tomando estdn alineados. Ellos
se encuentran sobre el grifico de la recta y = &, + Rx.

Una famosa anécdota sobre el gran matemdtico Karl E
Gauss cuenta que, un dia su profesor de primaria (apa-
rentemente con el objetivo de descansar un rato) pidié a
sus alumnos que sumaran todos los niimeros del 1 al 100.
El pequeno Gauss entregé la respuesta velozmente, sor- 1,2.3.4..

prendiendo al profesor. ;Cémo hizo tan rdpidamente el
cdlculo? Segtin le explic al maestro, observé que si suma-

ba el primero y el tltimo obtenia 101, el segundo y el antetiltimo también 101, y asi hasta llegar
a50+51=101. En total obtuvo 50 veces 101 es decir 5.050, que es la respuesta exacta.

Una variante de esta idea se puede usar para dar una férmula para la suma de los pri-
meros 7 7Umeros:

S = 14+243+---+(n—1)+n

S = n+m—-1)+---+3+2+1 sumandom.am.
28
25 n(n+1)
S = n(n+1)/2

m+l)+nm+1)+---+(n+1)

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Una notacién muy util para trabajar con sumas es la siguiente:
n
Zai=a1+a2+---+an_1+an
i=1
Tiene la propiedad que:
n n n
ani—i—bi ZCZCLH‘Zbi
i=1 i=1 i=1
Por ejemplo, con esta notacién escribimos la suma S, de los primeros 7 nimeros como:
n
Sa=) i
i=1
Supongamos que deseamos calcular la suma S, de los primeros 7 términos de una progre-

sién aritmética {2} de razén R, esto es S, = >, a; . Si recordamos que 2, =4, + (i— 1) R
usando la propiedad, se tiene:

Zai = Zal—i—(z—l)R
i=1 i=1
= > a+RY (i-1)
i=1 i=1

nay + Rn(n —1)/2

2=1+3+5+7

Grafico 2.2
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Definicion 2.2

Ejemplo 2.10

Teorema 2.1

Demostracion

Ejemplo 2.10
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que no sea paralela a ninguna de las anteriores, esta contendra » puntos distintos
provenientes de las intersecciones con las » rectas. Estos » puntos determinan
n + 1 segmentos (dos de ellos infinitos). Cada uno de estos segmentos, parte en dos
a una de las z, regiones agregando asi una region por cada segmento. Tenemos
que a,,; = 2, + (n + 1). Entonces:

Zai = Zal + (l — 1)R
=1 =1

> a+RY (i-1)
i=1 i=1

= na; + Rn(n —1)/2
De donde obtenemos que @, =7 (= +1)2 + 1

Dada una sucesion de nameros {z,} podemos formar la sucesion derivada {4}
que esta definida por: 4, = 4,,, — a,

Si {a,} es una progresion aritmética de razon R, la sucesion derivada {«,} es la
progresion constante R, ya que 4,,, —a, = R Vn € N.

Reciprocamente, si {,} tiene sucesion derivada constante «, = R, entonces {z,}
es una progresion aritmética de razén R. Si R = 0 entonces z, es constante.

Si las sucesiones derivadas de {z,} y {4,} son iguales, entonces la diferencia
{a,—b,} tiene derivada 0y por lo tanto «, = 4, + RV» € N. Geométricamente, vemos
que z, Y b, estan sobre rectas paralelas.

Teorema fundamental del calculo discreto

n

R
E a; = Gpy1 — A1

=1

Basta observar que la suma de las derivadas es una suma telescépica que colap-
sa en el miembro de la derecha.

Si la sucesion derivada de {z,} es una progresion aritmética de razon R, jqué
puede decirse de z,?

Sabemos que 4, = ay+ nR
Usando el TFCD tenemos a,,+1 — a; = ., (ap + iR) = nag + Rn(n + 1)/2-
Por lo tanto, a1 = a1 +nag + Rn(n+1)/2 = Zn? + (£ 4+ a)n + a;

Quiere decir que la sucesion es un polinomio de segundo grado en 7.



3. Progresiones geométricas

Para definir una progresién geométrica s6lo tenemos que cambiar diferencia por divi-
sién en la definicién de progresion aritmética, mds precisamente tenemos:

Unt1

En otras palabras, si se cumple que =¢q VnéeN, entonces{a, ap, ..., a, ...}

es una progresién aritmética.

De los ejemplos, se observa que hay una manera muy sencilla de obtener una progre-
sién geométrica de una progresién aritmética de nimeros enteros {z,}. Se puede hacer
tomando cualquler ndmero positivo, por ejemplo el 2, y formando {2%"}. Esta es geo-

métrica, ya que —;— = 2%+ = 28 — ¢ constante. Usamos la propledad“ = G=°

que viene de 4’4 = a”*‘ Esta propledad vale también para &y ¢ racionales (e inclu-
so para by ¢ reales) si definimos # av ="\/a.

El matemadtico escocés John Napier en 1914, independientemente el suizo Joost Biirgi
seis anos después, inventaron los logaritmos, tratando de relacionar las progresiones
geométricas con las aritméticas. Si tenemos una progresién geométrica a, y fijamos un
nimero positivo como el 10, queremos hacerle corresponder una progresmn aritméti-
ca b, de tal manera que a,, = 10°. En otras palabras, se busca una operacién inversa
a la potenciacién.

Progresiones aritméticas y geométricas
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El problema que trataban de resolver Napier y Biirgi a principios del siglo XVII, era
agilizar los cdlculos que realizaban los astrénomos de la época, que necesitaban multi-
plicar y dividir cantidades con muchas cifras decimales.

Dado que es mucho mds ficil sumar que multiplicar y restar que dividir, la idea bdsica
detrds del desarrollo de los logaritmos fue encontrar una conexién que permitiera pasar
de multiplicaciones a sumas y de divisiones a restas. El logaritmo es la respuesta, gra-
cias a su propiedad caracteristica:

log, xy = log, x + log, y

Su aplicacién requirié publicar tablas con gran cantidad de valores de logaritmos. Por
ejemplo, para multiplicar x por y se buscan en la tabla los valores de log;, x y logy, , se
suman y se busca un niimero ¢ cuyo logaritmo sea log;, x + log;, 7, entonces ¢ = xy.

El uso de los logaritmos permiti6 hacer cdlculos mucho mds precisos en astronomia, y
se difundié hacia todas las dreas que requirieran de cdlculos efectuados con rapidez y
precision. Durante tres siglos fue una herramienta fundamental para el cilculo.

En el siglo pasado, luego de la aparicién de las calculadoras y las computadoras, se per-
dié completamente su uso en la prictica; pero en la matemdtica perdura como una
funcién fundamental porque permite modelar crecimientos no explosivos y transfor-
mar una operacién de multiplicacién en una de suma.

¢Cémo calcular el enésimo término de una progresién geométrica {2, @, . . ., @, . . . }
de razén R?

n—1 _ _apn 9n-1 a2 _ apnb _ a g _ 7—1
Sabemos que g" ! = [ttt @2 — gmb — @a de donde concluimos que 4, = 2,

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Recordemos que en 2.2 definimos 4, la derivada de la sucesién {a,}. ;Qué ocurre
cuando tomamos la derivada de una sucesién geométrica de razén ¢?

a! = apy1 — an = ap(ani1/an — 1) = a,(q — 1). Por lo tanto se tiene que a)/a,
es una constante igual a ¢ — 1.

Cuando la progresion no es geométrica, la tasa z, = 4, = a, no es constante, pero se sigue
cumpliendo a,,; = (1 + 2,)a,.

Progresiones aritméticas y geométricas




Ejemplo 2.23

Ejemplo 2.24
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La sucesion de Fibonacci
En1202, Fibonacci plantea en su libro Liber Abaci el siguiente problema:

Un granjero tiene un corral y quiere dedicarse a la cria de conejos. Una pare-
ja de conejos llega a su estado reproductivo en un mes y tarda un mes en
engendrar una pareja de conejitos. ;Cuantas parejas de conejos tendra el
granjero al cabo de 12 meses si comienza con una pareja de conejos recién
nacidos? Vemos que el primer mes tiene una, el sequndo mes sigue teniendo
una pero ya en estado reproductor, al tercer mes tiene la pareja original y una
recién nacida, al cuarto mes tendra la original, una en estado reproductor y
una recién nacida, en general en el mes » + 1 tendra las del mes » mas las
recién nacidas, de las cuales hay una por cada pareja existente en el mes » — 1.
Esto da la ecuacion

Upy1 = Ap + Gp_y a; =az =1

de la que se puede obtener 4.

Formula para la sucesion de Fibonacci

Se desea obtener una formula para los términos de la sucesion: 1, 1,2, 3,5, 8,. . .,
donde cada término es la suma de los dos anteriores, es decir, ,,; = 2, + a,.1.

Si calculamos la sucesion derivada, vemos que cumple: @, = 4, pero como a, 7 qa, 1,
con ¢ constante, observamos que no es geométrica.

Sin embargo, z, se puede escribir como la diferencia de dos sucesiones geométricas:
a, = b, — ¢, {Cudles son 4, y ¢,? Supongamos que son de la forma b, = C\" y
¢, = CA\™. Queremos encontrar las razones A, y A.

Para esto consideramos b, —c,,= (A4 —1)b,— (A_—1)c, =C( A=) N} = C(A_—1) A"

Entonces si A, y A_satisfacen las ecuaciones (A, — 1)\, =1=(A_ - 1)\ tendremos
queb, —c, =CAT ' —CA\"'=b, ; —c, 1

Por ser las dos raices de (x — 1)x = 1, sabemos entonces que \. = £Y5. La cons-
tante C debe cumplir: 1 =a; = C(\, — A\_) = CV/5.

- g 2— 2 - -
Verificamos que se cumple que 1 = ay; = % . Finalmente, concluimos que

como b, — ¢y = b, — ¢, + b,y — c,; y tiene los dos primeros términos iguales a
a1 Y ap, debe coincidir con la sucesion de Fibonacci.

Si observamos que A™ < 4/10 vemos que 4, es siempre el nimero entero mds cercano a b,.

Para calcular 4;, tomamos L\/l*; ~ 1,6182/2,236 ~ 321,91574/2,236 ~ 143,96947. Se
tiene que el entero mds cercano es 144 y este no es otro que el duodécimo tér-

mino de la sucesién de Fibonacci.

Este niimero A, = 1,618 . . . se conoce con el nombre de razén durea o niumero
de oro, y se lo denota con la letra griega ¢. El cociente de dos términos conse-



cutivos de la sucesién de Fibonacci ,,,/4,, se acerca cada vez mds a ¢ a medida
que aumenta 7. Estas relaciones pueden verse en la naturaleza, por ejemplo, en
una flor de girasol los granos van formando una espiral con an granos en la ené-
sima vuelta. Algo similar ocurre en los caracoles de mar y en la distribucién de
hojas alrededor de un tallo. Aparece también en la construccién de un pentdgo-
no o un dodecaedro.

Se quiere construir un tridngulo rectangulo que tenga sus lados en progresion geo-
métrica, jsera esto posible? Si lo fuese, denotemos por 4, aq y a4* las longitudes
de los lados de dicho triangulo. Por el teorema de Pitagoras, cuando 4 > 1, deberia
cumplirse la ecuacion 2* + (aq)* = (ag?). Si desarrollamos los cuadrados y dividimos
por 4% vemos que la razén ¢ deberd ser solucion de 4 — 4> —1=0y 4 > 1. 0 sea
que 4 no es otro que el nimero de oro ¢ del ejemplo anterior. Los tridngulos asi
construidos reciben el nombre de tridngulos de Kepler, quien demostrd por prime-
ra vez esta caracterizacion.

Las torres de Hanoi

Cuenta la leyenda!, que en un lejano pais del sudeste asiatico hay tres postes y un
conjunto de 64 discos de distinto radio. Originalmente, estaban encastrados en uno
de los postes, en orden de mayor a menor contando desde la base.
Un grupo de monjes tiene, como tarea, que trasladarlos hacia otro de
los postes. La regla basica que deben cumplir es nunca superponer
un disco de mayor radio sobre uno menor. Para esto, pueden usar al
tercer poste como auxiliar. Cuando acaben de trasladarlos la vida se
extinguira. ;Cuantos traslados deben realizar? En la figura 2.2 se
puede ver una version con 8 discos.

Si tuviéramos un disco, el niGmero de traslados seria 1. Si hubiera dos, deben tras-
ladar el mas pequefio al poste auxiliar luego el mayor y finalmente el menor, es
decir, 3 traslados. En general, si llamamos 7, al namero de traslados necesarios
para cambiar de poste # discos, tendremos:

Tw=1,+1+T,

El primer 7, corresponde a trasladar, de acuerdo a las reglas, los » discos superiores al
poste auxiliar, para esto usamos el poste final como si fuera auxiliar. El 1 corresponde a
trasladar el disco mayor que quedoé en la base al poste de llegada que esta vacio. Por
(ltimo, tenemos 7, traslados para pasar al poste final los 7 discos que estan bien orde-
nados en el poste auxiliar. Asi tenemos la sucesion 1= 7; 27; + 1, 227; + 1) + 1, . ..

! Se I acredita haber creado el juego de las Torres de Hanoi al matemético francés Edouuard Lucas en 1883

La sucesion del ejemplo anterior se puede escribir como: 1, 1+2, 1+2+ 22 142422 +2°, . . ..
Cada término 7, es la suma de la progresion geométrica {2}” . Vemos que

n+1 n

Tn:2Tn—Tn:ZQ"—ZZi:2”“—1
=1 1=0

Ejemplo 2.25

Ejemplo 2.26
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Ejemplo 2.27
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4. Ejercicios

Ejercicio 2.1 Si sabemos que el tercer término de una progresion aritmética es 7 y el séptimo
término es 27, jcuanto vale el décimo término?

Ejercicio 2.2 I Si 13, x, y, =, 25 forman una progresion aritmética, ;cual es su razon?

26 Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar




Calcule el promedio de los niimeros de una progresion aritmética que tiene 4 términos, Ejercicio 2.3
comienza en 7 y termina en 28.

Calcule el promedio de los nameros de una progresion aritmética que tiene » Ejercicio 2.4
términos, comienza en p y termina en f.

Calcule la suma de los miiltiplos de 13 comprendidos entre 20 y 400. Ejercicio 2.5

Muestre que la suma de los nimeros de 7 digitos (= > 2) es igual a 495x 10>"-3-45x 102 | Ejercicio 2.6

¢Puedes descomponer 1.000.000 como producto de dos nameros que no tengan Ejercicio 2.7
ningun digito 07

Los aiios bisiestos son aquellos divisibles por 4 pero no por 100 y los divisibles Ejercicio 2.8
por 400.

a) ;Cuantos aiios bisiestos habra entre el 2009 y el 2999?

b) Si el 9 de julio de 2008 fue miércoles, ;qué dia de la semana sera el 9 de
julio de 28167

Encuentra dos sucesiones distintas «, y &, cuyas derivadas cumplan 4, =2 = 5. Ejercicio 2.9

Encuentra una sucesion «, cuya derivada cumpla 4, = 4, Ejercicio 2.10

Calcule las sucesiones P, y H, de nimeros pentagonales y hexagonales. Ejercicio 2.11

Si los monjes de las torres de Hanoi tardan 10 segundos para cada traslado, Ejercicio 2.12
¢ Cuantos minutos tardaran en trasladar los 64 discos?

Si un supermercado hace un descuento del 15% y pagando con una tarjeta de Ejercicio 2.13
débito, el banco nos devuelve un 10% del monto pagado al supermercado, ;cual
es el porcentaje total de descuento que recibo?

Si cada articulo que compramos tiene incluido 21% de IVA (impuesto al valor agre- Ejercicio 2.14
gado), pero pagando con tarjeta de débito, el estado nos devuelve 5 puntos de IVA,
icual es el porcentaje de lo pagado por el articulo que recibo?
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Ejercicio 2.15 |

Ejercicio 2.16 |

Ejercicio 2.17

Ejercicio 2.18

Ejercicio 2.19 |
Ejercicio 2.20 |

Ejercicio 2.21

28

Si los sueldos docentes aumentan 10% en marzo y 9% en setiembre ;cual es el
porcentaje total de aumento que recibo?

Usando induccion completa como en 2.1 probar que una progresion geomeétrica
{a,} cumple 2, = 4 (Z_f)(n- 1)

Decida si las siguientes ternas pertenecen a alguna progresion geomeétrica de
nameros enteros.

a) {2, 12, 20}
b) {3, 12, 24}

a) Calcule los 15 primeros términos de la sucesion de Fibonacci.

b) Muestre la aproximacion del undécimo mediante 4,,, el correspondiente térmi-
no de la progresion geométrica dada por la razon aurea.

¢Cuanto miden los lados de un triangulo de Kepler si uno de ellos mide un deci-
metro? Analizar todas las posibilidades.

¢ Cuanto tardaria Aquiles en alcanzar a la tortuga si fuera 20 veces mas rapido que
ella y corriese a una velocidad de un metro por segundo?

¢(Cuantos aiios tardara un capital en duplicarse si esta depositado y crece a una
tasa del 12% anual?

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 3
El Interés

3.1. El fundamento del préstamo con interés

Podemos decir que toda operacién financiera es un préstamo, en el que un prestamista
entrega a un prestatario una cierta cantidad de dinero, a cambio de que este ultimo lo
devuelva al cabo de un cierto tiempo con un recargo o interés.

Por ejemplo, si se pide dinero prestado a una entidad financiera, éste deberd ser devuel-
to en un cierto plazo con un interés acordado previamente. Del mismo modo, si se
deposita dinero en una cuenta bancaria, este capital se ird incrementando con el correr
del tiempo. En este tltimo caso, el prestamista es quien deposita el dinero y el presta-
tario es la entidad financiera.

A lo largo de la historia, siempre que el hombre ha prestado algo a otro, ya sea dinero
u otros bienes, ha exigido que se le devuelva una cantidad superior a la prestada. Por
otro lado, quien recibe el préstamo acepta devolverlo bajo esas condiciones. ;Significa
esto que la transaccién es siempre beneficiosa para el prestamista? ;Por qué entonces el
prestatario acepta estas condiciones?

Ya en el siglo XVIII, Jeremy Bentham (1748-1832) formulé la doctrina wtilitarista
segdn la cual todo acto debe ser juzgado y valorado segin la utilidad que brinda. Util
era aquello que aumentaba el placer y disminuia el dolor. Por lo tanto, el individuo que
prestaba un bien también sacrificaba la utilidad que el mismo le podria dar si lo hubie-
ra conservado. Por ello era razonable que, finalizado el préstamo, exigiera el valor del
bien mds el valor de la utilidad perdida.

La légica de este comportamiento fue retomada por los economistas neocldsicos a
comienzos del siglo XX, y en particular por Irving Fisher (1867-1947). Fisher expuso
en su obra “Teorfa del Interés” (1930) la razén de la exigencia de intereses en la devo-
lucién de cualquier préstamo, fundamentando que no sélo el interés se basa en la
utilidad del bien en préstamo sino también en el tiempo que el mismo es prestado. Es
decir, no sélo influyen aspectos cuantitativos del bien, sino también temporales. Fisher
introduce en su obra la nocién de tasa nominal y la tasa real de interés, relacionando a
ambas con la tasa de inflacién.

Las contribuciones de Irving Fisher a la teoria econémica fueron muy importan-
tes, y es considerado como uno de los economistas cientificos mds importantes de
la historia.
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3.2. Interés

Como ya se ha visto hasta ahora, el hombre no es indiferente al tiempo en el cual puede dispo-
ner de una cierta cantidad de dinero. Si se le ofrece disponer de $ 1.000 ahora o $ 1.300 quién
sabe cudndo, no sabrd qué elegir. Si los $ 1.300 son para dentro de 1 mes, seguramente acepta-
r4 esta opcidn. Si son para dentro de 10 afnos preferird recibir los $ 1.000 ahora, si es que existe
alguna forma de invertirlos de modo de producir mds de $ 1.300 durante 10 anos. Por esto, no
sélo importa cudnto dinero mds se devolverd a cambio, sino también cudndo serd la devolucién.

En una operacién financiera intervienen distintos elementos:

® C; : capital inicial, o capital prestado, h
e Cp: capital final, o capital devuelto,
e [ interés,
e UM: unidad monetaria, por ejemplo, pesos, ddlares, euros, libras, etc.

\. UT: unidad de tiempo, por ¢jemplo, dias, meses, anos, semestres, etc. y

La relacién existente entre el capital inicial, el capital final y el interés se expresa de la
siguiente manera:

I=Cr—

Si bien es claro que en el Ejemplo 3.2 se ha cobrado un interés mayor en cuanto al
monto de dinero que representa, también es importante notar que el monto del présta-
mo y el tiempo transcurrido también son mayores. En realidad, el interés es un concepto
relativo al dinero o capital en préstamo y también al tiempo que dura dicho préstamo.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Entonces, es mds preciso comparar cudl es el interés que se cobra por una unidad de
capital prestada en cada caso, considerando una misma unidad de tiempo. Esto nos
conduce al concepto de tasa de interés.

Ahora bien, el interés es directamente proporcional al capital en préstamo. Es decir, si por

$ 1 se pagan $ 0,10 de interés por mes, entonces por $ 50 se pagardn $ 5, y por una can-

tidad $ X el interés serd de $ X - 0,10. Luego la tasa de interés se puede calcular como:
L_L0-1 5550 (X + X -0,10)— X

1 ! 50 r X

En todos los casos el resultado es 0,10. La tasa de interés se puede calcular como el
cociente entre el interés y el capital inicial en la unidad de tiempo considerada.

Cr—Cr

rur = C
T

En el Ejemplo 3.1, la tasa de interés por 30 dias es

497

= 30,000 0,16566

304

En el Ejemplo 3.2, la tasa de interés por 5 afios es

100.000

tsa=———-=05

200.000
Atn no es posible comparar estas dos tasas de interés puesto que una de ellas estd expre-
sada en 30 dias y la otra en 5 afos. Para determinar cudl es la tasa mayor es necesario
expresar ambas en una misma unidad de tiempo.

Es importante notar que las tasas de interés son independientes de la unidad moneta-
ria utilizada. Es decir, si la operacién financiera se expresa en otra unidad monetaria, la
tasa de interés sigue siendo la misma.
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Es asi que la tasa de interés es una magnitud adimensional, es independiente de la uni-
dad monetaria elegida.

Tanto por uno y tanto por ciento. Es frecuente emplear la notacién de porcentajes
cuando se trata de tasas de interés, indicando que “la tasa es del tanto por ciento”. En
este caso, una tasa de interés 7 se expresa en porcentajes como una tasa del 1007 %. A
modo de ejemplos:

e una tasa de interés del 3% anual es lo mismo que una tasa de interés anual de
0,03; puesto que 3 = 100 - 0,03%.

e una tasa de interés del 0,125% mensual es una tasa del 12,5 mensual, ya que
0,125 - 100 = 12,5%.

e cnel Ejemplo 3.1 la tasa de interés es del 16,566% cada 30 dias, mientras que
en el Ejemplo 3.2 la tasa de interés por 5 afos es del 50 %.

3.3. El interés simple y el interés compuesto

Al realizar una compra en cuotas, al depositar dinero en el banco, al pedir un crédito,
y en cualquier operacién financiera que involucre el cobro de intereses, siempre se
enuncia una tasa de interés de la operacién. Esta tasa permite calcular el interés que se
cobrard en la operacién, si la duracién de la misma es una unidad de tiempo.

Ahora bien, si se quiere calcular el interés cobrado en un intervalo de tiempo arbi-
trario, no es suficiente con conocer la tasa. Es necesario conocer ademis la
férmula o tipo de interés que se aplica. Existen dos férmulas diferentes de calcu-
lar el interés en base a la tasa, que dan lugar a dos #ipos de interés: el interés simple
y el interés compuesto.

Cada una de estas férmulas indica cémo debe calcularse el interés sobre un capital ini-
cial C; después de un cierto tiempo 7. Por ejemplo, si se hace un depésito de $1.000 a
plazo fijo por 3 meses a interés compuesto, con una tasa de interés del 2% mensual, se
obtendrd un interés diferente a si se aplica un interés simple, atin con la misma tasa de
interés y por el mismo periodo.

Para cualquiera de las férmulas, es necesario conocer el capital inicial C;, el tiempo en
que se aplicard la tasa de interés y por supuesto, la tasa de interés 7.

3.3.1. Interés simple

En el caso del interés simple, se asume que en cada unidad de tiempo transcurrida se suma
una cantidad proporcional al capital inicial, siendo la constante de proporcionalidad la
misma tasa de interés. Asi, el interés simple luego de 7 unidades de tiempo estd dado por:



I=C;-nr

y el capital final obtenido es

CF=C[+]=C['(1+717)

En una operacién en la que se aplica el interés simple, el capital inicial se incrementa a
lo largo del tiempo de acuerdo a una progresion aritmética. Es decir, si el capital inicial

es C; y la tasa de interés por unidad de tiempo es 7, entonces en las sucesivas unidades
de tiempo el capital serd:

C],C]+7'C1,C1+27’C1,C]+37C[,C[+47'C],....

En la Figura 3.1 se ilustra el incremento del capitalen [~

. . 1150 1
los sucesivos meses. Se puede apreciar en la figura que
el crecimiento del capital sujeto a un tipo de interés
simple es lineal, es decir, que es posible unir con una 11207 {
linea o recta los puntos correspondientes a los sucesi-
vos capitales. _ 10%0 1 ?
g
o
g
1060 1
1030 1
1000 ¢
I meses 1I 2I 3 4 5
Interés simple

Figura 3.1

3.3.2. Interés compuesto

En el caso del interés compuesto, el interés obtenido en cada unidad de tiempo se
capitaliza, es decir, pasa a formar parte del capital; de manera que en el periodo

El interés
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Ejemplo 3.6
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siguiente el interés se calcula sobre el monto formado por el capital inicial y el inte-
rés obtenido hasta ese momento.

En el caso del Ejemplo 3.5, los intereses se capitalizan una vez al mes. Asi, para obte-
ner el monto al final del primer mes se debe calcular

1.000 + 1.000 - 0,03 = 1.000 - (1 + 0,03) = 1.030
al finalizar el segundo
1.030 - (1 + 0,03) = 1.000 - (1 + 0,03)> = 1.060,90
al finalizar el tercero
1.060,90 - (1 + 0,03) = 1.000 - (1 + 0,03)° = 1.092,727
y asi, sucesivamente. De este modo, los sucesivos montos mensuales son:
$1.000 $1.030 $1.060,90 §$1.092,727 $1.125,5088 $ 1.159,2741.

Como se puede observar, el monto obtenido al cabo de dos 0 mds unidades de tiempo,
calculado segtin el interés compuesto, es mayor que el obtenido segtin el interés simple.
En la Figura 3.2 se ha ilustrado esta situacién superponiendo los puntos correspondien-
tes al monto obtenido segin se aplique el
interés simple o el interés compuesto. Los
puntos superiores son los que corresponden al

1150
interes compuesto.

. , , 1120
Para el interés compuesto, la férmula general

para obtener el capital final, con una tasa de )

interés 7, luego de 7 unidades de tiempo (7 un g
ntimero natural) es ¢
1060 °
CF=C]'(1+7’)” °
de donde deducimos que el interés producido oo b '
estd dado por

meses 1 2 3 4 5
Interés simple y compuesto

[=Co—C=C-(1+9" —1)

En el caso del interés compuesto con una tasa de interés 7, los sucesivos montos obte-
nidos al final de cada periodo constituyen una progresién geométrica, siendo la razén
igual a (1 + 7).

Un capital de $4.000 es depositado a una tasa de interés compuesto del 5% mensual
durante dos meses. Esto significa que al cabo de dos meses, el capital final sera de
Cr=4.000 - (1,05 =4.000 - 1,1025 = $ 4.410 pesos y el interés ganado sera $ 410.



Importante: En la prictica es muy poco frecuente hablar de interés simple o de tasas
de interés simple. La razén es que el interés compuesto, a partir de la segunda unidad
de tiempo, produce un interés mayor. Por lo tanto, a lo largo de este texto asumiremos

que se aplica la férmula del interés compuesto, a menos que indiquemos lo contrario.

El grifico de la Figura 3.3 muestra el incremento de un
capital de $100 sometido a una tasa de interés mensual
del 20% para cada uno de los tipos de interés, simple y
compuesto. Puede apreciarse que la diferencia entre los
sucesivos capitales es cada vez mayor. Precisamente, el
crecimiento de un capital sometido a un tipo de interés
simple es /ineal, mientras que el interés compuesto pro-
duce un crecimiento de tipo exponencial.

(

3500 4

2000 4

500 4

100 4

int. compuesto

°
int. simple

o090 0°?°

0

Figura 3.3

3.3.3. Tasas de interés proporcionales y equivalentes

Las tasas de interés pueden expresarse en diferentes unidades de tiempo: mensuales, o
anuales, o cada 30 dias, etc. A la hora de efectuar una operacion financiera en la que es
posible optar por diferentes tasas, es importante saber distinguir cudl es la tasa mds con-
veniente. Si un individuo debe cobrar un interés, le interesard conocer cual es la tasa
que da mayor rendimiento, es decir, aquella que una misma unidad de tiempo produ-
ce un mayor interés. En cambio, si debe pagar un interés, optard por la tasa de menor
rendimiento. Sea cual fuera el caso, es importante saber comparar dos tasas de interés.

Dos tasas de interés expresadas en una misma unidad de tiempo pueden comparar-
se fdcilmente: una tasa de interés mensual del 20% es mayor que una tasa mensual

de 15%, y menor que una del 30 %.

El interés

Gréafico comparativo de interés simple y compuesto
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En cambio, si se tienen dos tasas de interés expresadas en diferentes unidades de
tiempo, la comparacién no es tan sencilla. Por ejemplo, no es del todo claro si una
tasa del 1% mensual produce menor, mayor o el mismo interés que una tasa del
12,5% anual, o si una tasa del 20% cada 30 dias es /o mismo que una tasa men-

sual del 20 %.

Ahora bien, ;cémo medir un mismo periodo de tiempo con dos unidades de tiempo
distintas? Por ejemplo, un periodo de un mes, ;cudntos dias tiene? Si bien en la vida
real hay meses de 30, 31, 28 y 29 dias, y también afios de 365 y de 366 dias, en mate-
mitica financiera se convienen otras relaciones y equivalencias entre las unidades de
tiempo afio, mes y dia. Asi, el @70 financiero es de 360 dias, y el mes financiero de 30
dias. Por lo tanto, a lo largo de este texto se asumirdn las siguientes relaciones, que por
otro lado son las mas frecuentes:

1 afo = 12 meses
360 dias
1 mes = 30 dfas

También se emplean, quizds con menor frecuencia, las unidades de tiempo derivadas
del mes: bimestre, trimestre, semestre y cuatrimestre. Las relaciones son:

1 afio = 6 bimestres = 4 trimestres = 3 cuatrimestres = 2 semestres

De acuerdo a esta convencién, cada ano tiene 12 meses, cada mes tiene 30 dias y los
afos son de 360 dias. En particular, esto dice que una tasa mensual » produce el mismo
interés en un mes que en 30 dias. En otras palabras, que una tasa mensual 7 es equiva-
lente a una tasa » cada 30 dfas.

Otro concepto que se utiliza frecuentemente es el de tasas proporcionales.

El siguiente ejemplo aclara esta definicién:

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



(Un afio de 365 dias). En ciertas ocasiones se utiliza la relacion
1 afio = 12 meses = 365 dias

Esto implica que cada mes tiene mas de 30 dias, mas precisamente, un mes equi-
vale a 365/12 = 30.41 dias, aproximadamente.

Por lo tanto una tasa mensual » no es proporcional a una tasa » cada 30 dias, ni
tampoco son equivalentes. Por ejemplo, una tasa del 5% cada 30 dias produce un
interés de $ 5 sobre un capital de $ 100 en 30 dias, y en consecuencia producira un
interés un poco mayor en 1 mes = 30,41 dias.

Si las tasas son proporcionales, entonces producen el mismo interés simple en un
mismo periodo de tiempo.

Una tasa del 20% mensual aplicado a un capital de $ 1.000, produce un interés sim-
ple de $ 600 al cabo de tres meses: 1.000 - 0,2 - 3 = 600.

A su vez, la tasa del 60% trimestral también produce $ 600 de interés al cabo de 3
meses, como lo muestra el calculo 1.000 - 0,6 - 1 = 600.

Sin embargo, si consideramos la formula de interés compuesto, el capital producido por
estas dos tasas no es el mismo a lo largo de tres meses. Sivolvemos al Ejemplo 3.7, vemos
que una tasa trimestral del 60% (proporcional a la tasa mensual del 20 %) producira un
capital final de $ 1.600, mientras que la tasa del 20% mensual produce un capital final de
$1.728. Esto significa que la tasa del 20% mensual produce un interés del 72,8% trimes-
tral. Por lo tanto, una tasa del 20% mensual es equivalente a una tasa del 72.8% trimestral.

Si se considera un capital de $ 1.000 sujeto a una tasa de interés del 2% mensual,
al cabo de un afio se tendra un capital igual a

$1.000 - (1,02)
por lo que el interés producido es
$1.000 - ((1,02)2- 1)
La tasa de interés anual es entonces
r=1(1,02)'2 — 1=0,2682%

Por lo tanto una tasa del 2% mensual es proporcional a una tasa del 24% anual, y
equivalente a una tasa del 26,82% anual.

El Ejemplo 3.11 es util para remarcar que, si bien un afio tiene 12 meses, la tasa equivalente anual
no se obtiene multiplicando por 12 a la tasa mensual cuando se trata de un interés compuesto.

Una tasa del 3% mensual es proporcional a una tasa del 36% anual. Para determi-
nar la tasa equivalente anual calculamos el interés producido por una unidad de
capital en un periodo de un afio. Esto es 7= (1,03)'> —1 = 0,42576, es decir que es
equivalente a una tasa del 42,576% anual.

Ejemplo 3.9

Ejemplo 3.10

Ejemplo 3.11

Ejemplo 3.12
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Existe una notacién usual para referirse a las tasas proporcionales y equivalentes de una
tasa de interés 7 determinada. La notacién es la siguiente:

Notacién: Si 7 es una tasa de interés asociada a una unidad de tiempo #, denotaremos
con 7™ a la tasa de interés proporcional asociada a 7 unidades de tiempo y 7, a la tasa
equivalente a 7 asociada a 7 unidades de tiempo. Las férmulas correspondientes son:

" =mer,rpm=0+r"-1

Si m = 1, entonces tenemos que # = 7y = 7.

3.3.4. Relacién entre 7 y 7,

En el Ejemplo 3.11 se puede observar que si 7 = 1 es la tasa mensual, entonces la tasa
proporcional anual 7#'? es menor que la tasa equivalente anual 7. Esto no es un hecho
casual. Puede demostrarse que la tasa equivalente a 7 periodos de tiempo (con 7 > 1)
es mayor que la tasa proporcional correspondiente.

La aclaracién 7 > 1 es importante, pues de lo contrario se da la relacién inversa.

Proposicion 3.1 Dada una tasa de interés , un entero s, siendo 7 > 1, y las correspondientes tasas
proporcional y equivalente #” e r,,, se verifica que

7(m) < V(m)
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3.3.5. Tasas de interés nominal, periédica o real y equivalente

Es frecuente que en las operaciones financieras se enuncia una tasa de interés, pero la
capitalizacién de intereses, o los pagos, se efectiian en periodos menores. Por ejemplo,
para un plazo fijo a tres meses se enuncia una tasa de interés del 6% anual. Esto signi-
fica que en realidad se aplica una tasa del 1,5% (es decir 6/4 %) trimestral, pero se
enuncia la tasa proporcional anual: 6 %. Esta tasa del 6% se denomina zasa nominal
anual, y se simboliza como T.N.A.

La tasa de interés equivalente anual se llama tasa equivalente anual'y se simboliza T.E.A.

Resumiendo, si se considera como unidad de tiempo la 72-ésima parte de un ano, y para
este periodo se aplica una tasa de interés 4, se llama tasa nominal anual a la tasa propor-
cional anual y tasa equivalente anual a la tasa equivalente anual:

TN.A. = i, TEA. = i,

Observemos que la T.N.A. sélo es una tasa enunciada, pero no indica nada sobre el ren-
dimiento a lo largo del ano.

3.4. El interés aplicado en fracciones de tiempo

Si se aplica una tasa de interés mensual 7 en un depésito de $ 1.000, entonces el
capital formado al cabo de 7 meses es $1.000 (1 + 7)”. Ahora bien, ;cudl es el capi-
tal al cabo de 1 mes y medio?, ;o al cabo de 20 dfas? La pregunta general es: ;cémo
se calcula el interés cuando el tiempo transcurrido no es un mualtiplo de la unidad
de tiempo considerado?

El interés
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Existen distintas opciones que se describen a continuacién.

Opcién 1 Capitalizacién mixta. Una posibilidad es aplicar el interés compuesto sobre las
primeras unidades de tiempo, y en la dltima fraccién de tiempo emplear un tipo de interés
simple. Por ejemplo, si un individuo deposita a una tasa del 3% mensual un capital de $ 500
durante 45 dias, entonces la forma de calcular el capital final es aplicar interés compuesto el
primer mes, e interés simple el medio mes restante. De este modo el capital final es:

0,3
Cr = $500(1,03) (1 + 2 ) =$ 522,725

Opcién 2 Interés compuesto. Una posibilidad es expresar el tiempo en la unidad de tiem-
po considerada, y aplicar la férmula de interés compuesto. En el caso del ejemplo anterior, dado
que 45 dias equivale a 1,5 meses (un mes y medio), entonces se calcula el capital final como:

Cr = $500(1,03)"° = $ 522,6679
Opcién 3 Una tercera opcién es considerar s6lo las primeras unidades de tiempo y no capi-
talizar en la dltima fraccién de tiempo. En el ejemplo equivale a capitalizar los intereses sélo
el primer mes y no aplicar la tasa de interés en el medio mes restante. Asi el capital final serd:

Cp =$500(1,03) = $ 515

La representacion grafica de estos casos es la

que se observa en la Figura 3.4. °
Opc.1 0 o
. . , °5°
De estas tres opciones, la que se utiliza mds 030
frecuentemente es la primera. Observemos © Opc2
000O0O0OO0OOO
que el monto es menor que en el segundo °

caso, lo cual favorece a quien debe pagar inte-
reses (en general, al banco).

capital

500 4

Ter mes medio mes

meses

3.5. Si la incégnita es el tiempo

Puede ocurrir que un individuo desee depositar una cierta cantidad de dinero C; en una
cuenta, a una determinada tasa de interés 7, y quiera saber cudnto tiempo debe deposi-
tarla para que su capital ascienda a Cy .



Para resolver esta situacién se debe despejar la incégnita 7 de la férmula del interés com-
puesto: Cr = C; (1 + 7). Dividiendo en primer lugar ambos miembros por C; :

i CF
Cr

la forma de despejar # es aplicando logaritmo en ambos miembros, cualquiera sea la
base del logaritmo:

(1+7)

log((l + 'r)t) = log(g—j)

Hemos utilizado las propiedades conocidas de la funcién logaritmo:

log(a - ) = log(a) +log(b), log(a/b) = log(a) —log(b), log(a") = rlog(a),
la f6rmula para obtener 7 es

. log(Cr) — log(Cr)
log(1+7)

En el caso del Ejemplo 3.16, se tiene que el tiempo en meses es

_ log(55.833)— 1og(38.000)
- log(1,0075)

= 51,4960076

es decir 51 meses y medio.

A continuacién, se presentan una serie de ejercicios en orden de dificultad creciente.

3.6. Ejercicios

Dada una tasa nominal de interés del 0,60 = 60% anual, calcular la T.E.A. si la capitalizacion es ‘ Ejercicio 3.1

a) mensual, b) bimestral.

Calcular la tasa nominal anual con capitalizacion trimestral, sabiendo que la tasa Ejercicio 3.2
de interés equivalente anual es del 15%. Calcular ademas la tasa periddica que
rige la capitalizacion.

Un capital de $1.000 es depositado en una cuenta, a una TN.A. del 1% con capitalizacion tri- Ejercicio 3.3
mestral. Calcular el capital que sera posible retirar al cabo de 225 dias (2 trimestres y medio).

El interés
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Ejercicio 3.4

Ejercicio 3.5

Ejercicio 3.6

Ejercicio 3.7

Ejercicio 3.8

Ejercicio 3.9

42

De una caja de ahorro en la que se aplica el interés simple, se sabe que hoy, 5
meses después de haberla abierto con un depdsito de $ 2.500 pueden retirarse
$2.550. ; Cuanto podria retirarse si se espera hasta el octavo mes? ;Cual es la tasa
de interés mensual simple que aplica dicha cuenta?

i Cual es el capital final correspondiente a un capital inicial de $ 20.000, coloca-
do a un interés del 15% anual, durante 2 aiios, si se capitaliza anualmente?

Calcular el interés obtenido sobre un depdsito de $ 59.500 colocados a una T.N.A.
del 10 %, durante 3 aios, con capitalizacion semestral.

Calcular el capital que debe depositarse a una T.N.A. del 10% con capitalizacion
trimestral, para que al cabo de 6 afios y medio el capital sea de $ 105.600.

Calcular el tanto por ciento mensual al que se debe colocar un capital de $ 5.000,
para que al cabo de 60 dias el monto sea de $ 5.304,50.

Calcular el tiempo que debe depositarse un capital de $ 1.000, colocado a interés
del 5% mensual, para transformarse en $ 3.386,46.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 4
El Descuento

4.1. Introduccién

Existen documentos comerciales que implican promesas de pago futuro. Es decir,
manifiestan el compromiso de una persona a pagarle a otra una determinada cantidad
de dinero en un cierto plazo. Tal es el caso de los pagarés y las letras de cambio o giros
bancarios, de las cuales se hard referencia explicita en el Capitulo 5.

La cantidad de dinero que expresa el documento se denomina valor nominal, y el plazo
de pago es el vencimiento del documento. Si un individuo tiene en su poder un docu-
mento de un determinado valor nominal /V cuyo vencimiento se operard en un futuro,
y si lo quisiera transferir, vender o negociar antes de su vencimiento, seguramente no
podra hacerlo por el valor nominal /V, sino por uno inferior, simplemente porque NV
representa un valor futuro.

Por ejemplo, una persona posee un pagaré por $ 1.000 con vencimiento a 30 dias, pero
necesita efectivo para afrontar ciertos gastos. Quien acepte este pagaré a cambio de una can-
tidad £ de dinero, asume que estd prestando este efectivo a cambio de recibir $ 1.000 en 30
dias. Por lo tanto el efectivo £ serd seguramente menor que $ 1.000, dado que cualquier
préstamo supone interés. Asf, los $ 1.000 corresponderdn al préstamo E mds el interés.

La forma de calcular £ es a través de una actualizacién del capital de $ 1.000, asumien-
do una determinada tasa de interés. Se dice que se ha realizado un descuento sobre el
valor del documento.

4.2. Operacién de descuento

En una operacién financiera de descuento, existe un proceso de actualizacién de un
capital disponible en un futuro. Por lo general, se trata de documentos con vencimien-
to: cheques diferidos, bonos, certificados de deuda, pagarés, etc., que poseen un
determinado valor al momento de su vencimiento, pero que mientras tanto sélo son
promesas de pago futuro.

El descuento puede verse como una operacién financiera en la cual se presta una can-
tidad E, y al cabo de cierto tiempo # se devuelve el valor /V. La cantidad N — E es el
interés cobrado en la operacién y, por lo tanto, se tiene que el descuento y el interés,
como cantidades de dinero, son las mismas.
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Considérense las siguientes situaciones:
a) A le presta a B la suma de $ 80, a cambio de que B le devuelva al mes $ 100.

b) B posee un pagaré por $ 100 con vencimiento en un mes. 4 le canjea este
documento a B por $ 80.

El caso a) se considera una operacién en la que se cobra un interés por un préstamo, y el
caso b) se dice que es una operacién en la que se realiza un descuento. Sin embargo, en
ambos casos la operacién financiera, desde el punto de vista del flujo de dinero, es la
misma: A le entrega $ 80 a By recibe $ 100 al mes, es decir que ha cobrado $ 20 de inte-
rés. Por ello, no debe perderse de vista que toda operacién de descuento puede verse como
una operacién financiera en la que hay un capital inicial, un capital final y un interés.

La caracteristica de una operacién de descuento es que ésta se realiza sobre un documento que es
promesa de pago futuro. Debe notarse que, si bien el documento estd disponible al momento de
hacer la operacién, su valor nominal estard disponible mas adelante. Asimismo, aparentemente
el descuento se realiza al comienzo de la operacién, pero la realidad es que el valor que se des-
cuenta estard disponible al final de la operacién, en el momento en que el documento puede ser
cobrado. Asi, en el Ejemplo 4.1 b), hay un descuento de $ 20, sin embargo, estardn disponibles
para A al momento del vencimiento del pagaré y no al momento de hacer el descuento.

Algunos de los elementos intervinientes en una operacién de descuento son:

1. NV: Valor Nominal del documento sobre el cual se producird un descuento, es decir,
lo que valdré el documento al momento de su vencimiento. Este capital estard dis-
ponible en un tiempo 7 que es el tiempo de duracién de la operacién financiera.

2. E: Valor efectivo, o valor actual, o valor presente de dicho documento.

3. r: Tasa de interés que rige la operacién, bajo la cual se calcula el valor presen-
te del documento.

4. D: Descuento, cantidad descontada sobre este documento.

5. . Tiempo de duracién de la operacién.

La relacién entre estos elementos es

_
(1+7)

Dado que /V es un valor disponible en un futuro, se dice que E es el valor presente o
valor actual de N. Asimismo, el factor (1+T)t se dice factor de actualizacion, y (1 + r)" es
el factor de capitalizacion.

D=N-F N=E-(1+r) E=N.

1
Se utilizard también la notacién simplificada u = (1 +7) y v = =

1
1+r u



4.2.1. Tasa de descuento

Si bien en una operacién de descuento, el interés y el descuento se refieren a una misma
cantidad, no ocurre esto con la tasa de interés y la tasa de descuento.

La tasa de interés se calcula con respecto al capital inicial, es decir, con respecto al valor
efectivo del documento. En cambio, la tasa de descuento es con respecto al capital final
o valor nominal del documento.

Es decir, dado un documento con valor nominal 2V, la tasa de descuento es el descuen-
to que se realiza sobre dicho documento por unidad de capital en una unidad de
tiempo. Asi, si el vencimiento de /V es en una unidad de tiempo (¢ = 1), las férmulas
para el cdlculo de d y de la tasa de interés 7 son:

,_N-B_D _N-E D
Y A A " E

A su vez, usando que V= Eu 'y que E = N _, se obtienen las siguientes relaciones entre
ry d:

d_D_D_Dl_r_
_N_Eu_Eu_u_yr
N — Nv
= =l=pw

Asi, d es en términos de 7:

En particular, como u > 1, se deduce que la -

Capital
tasa de descuento es menor que la tasa de
interés: d < 7.

N=E (1+r)
2 . 0 N @ @

El gréfico 4.1 ilustra la operacién de descuen-
to tomando como unidad de tiempo la Capitalizacion D=N-E
duracién de la misma. Actualizacion

0
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4.3. El descuento compuesto

Dada una tasa de descuento, el valor efectivo obtenido por un documento depende del
tipo de descuento aplicado. El més frecuente es el tipo de descuento compuesto, que de
manera andloga al interés compuesto, se aplica sucesivamente en cada periodo de tiem-
po. Asi, dada una tasa de descuento d, un documento con valor nominal N y
vencimiento en 7 periodos de tiempo, los sucesivos valores descontados serdn:

N, N(1-d), N1-d? ... Nd1-d"

siendo V(1 — d)" el valor efectivo obtenido por el documento.

4.3.1. Tasa nominal de descuento

De manera andloga a la definicién de Tasa Nominal Anual de Interés, se define tam-
bién la Tasa Nominal Anual de Descuento (TNAD). Dada una tasa de descuento d, se
define la tasa nominal anual a la tasa proporcional anual:

Tasa Nominal Anual de Descuento = d™ = md

donde 2 es el nimero de veces en que la unidad de tiempo, a la cual se refiere d, estd
contenida en el afno.

Lo usual es que se enuncie la tasa nominal de descuento, y se calcule la tasa real de des-
cuento mediante la férmula:

(m)
g
m

Dada la tasa real de descuento, el valor efectivo obtenido por un documento de valor
nominal Ny vencimiento # se calcula como:

E=N(1-d)

y en consecuencia el descuento es D = N (1 — (1 — d)").
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En este caso, tenemos que la unidad de tiempo de la operacién de descuento es de 60 dias,
y el periodo de la operac10n es de 45 dfas. Asi, m = 6, TNAD= d© = 0,24, y la tasa real
de descuento es d =" = 0,04. El plazo de la operacién expresado en esta unidad de tiempo
es t = 45/60 = 0,75. Por lo tanto, el valor efectivo obtenido por el descuento al cheque es:

E = 90.000 (1 —0,24)""

)0,75

= 90.000 (0,76)*" = 73.257,6029

El descuento efectuado sobre el cheque es de $ 16.742,3971

Una institucion enuncia una tasa nominal de descuento del 60% anual con capitaliza-
cion semestral. Si se descuenta en dicha institucion un pagaré de $ 1.000, 6 meses
antes de su vencimiento, ;Cual es el valor efectivo obtenido en dicha operacion?

Solucién. Dado que el plazo de la operacién es de 6 meses, la tasa de descuento a apli-
caresd = 0,6 /2 = 0,3 semestral. El descuento es:

D =$ 1.000 x 0,30 = $ 300
y por lo tanto el valor efectivo es £= N — D = $ 700

La tasa de interés de la operacién se calcula en relacién al valor efectivo, es decir:

300
= 700 0,4286 semestral
que también se puede calcular a partir de d por la férmula 7 = -4

Asi, se cumple que £= $ 1.000 (1 + 0,4286)" = 700.

4.3.2. Tasas de descuento equivalentes

Dos tasas de descuento se dicen equivalentes si producen un mismo descuento sobre un
mismo capital en una misma unidad de tiempo.

El simbolo d,, denotard la tasa de descuento equivalente a d, asociada a 72 unidades de
tiempo a las que corresponde d. Por ejemplo, si d es una tasa de descuento mensual,
entonces d;,) es la tasa de descuento equivalente anual.

La relacién entre la tasa de descuento d y su equivalente d,, estd dada por:

dmy=1—(1—-d)™

En un banco se ha efectuado el descuento de un documento de $4.000, 30 dias antes de
su vencimiento, siendo la tasa nominal anual de descuento de 1,8% con capitalizacion
mensual. Calcular: el valor efectivo, la tasa de descuento, la tasa de interés de la opera-
cion, la tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento equivalente anual.

Ejemplo 4.4

Ejemplo 4.5
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Solucién: Puesto que el mes financiero es de 30 dias, se tiene que 72 = 12 y la tasa
nominal es d'? = 1,8% anual. El valor nominal del documento es V= $ 4.000. La tasa
de descuento aplicada es:

L 1%

= 0,15% para 30 dfas.

12 12
La tasa de interés de la operacién es:
d  0,0015

T

=14 0,985 = 0,001502 = 0,1502% para 30 dfas.

El valor efectivo es £= N (1 — d) = $ 4.000 x 0,9985 = $ 3.994

La tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento equivalente anual estin dadas por:

raz = (14+7)? —1=(1,001502)"* — 1 =1,81%

daz =1—(1—d)"* =1,78%.
T(lg) . 0,0181

= =0,0178 = 1,78
14 T'(12) 1,0181 ’ ’ %

También puede aplicarse la férmula d12) =

4.4. Otros tipos de descuento

Existen otros métodos para calcular el descuento sobre un documento. En particular,
analizaremos los siguientes:

e ¢l descuento simple comercial, y

e ¢l descuento racional o matemaitico.

4.4.1. El descuento simple comercial

Consiste en descontar del documento una cantidad proporcional al tiempo que falta
para su vencimiento. La constante de proporcionalidad es la tasa de descuento corres-
pondiente. Asi, dada una tasa de descuento d, el valor efectivo de un documento con
valor nominal NV se calcula como

E=N((1-dt)
donde 7 es el tiempo que falta para el vencimiento del documento.

El valor efectivo de una letra de cambio de $ 1.000 de valor nominal, descontado por una
entidad financiera que aplica un descuento simple del 10% anual esta dado por:

E=1.000(1—0,1t)



La desventaja de este tipo de descuento es que para valores de # mayores que d—' el des-
cuento es mayor que el valor nominal /V. En otras palabras, al negociar el documento
no se obtendria dinero a cambio sino que habria que pagar por él.

En el Ejemplo 4.6, si el documento se descuenta 10 afos antes (# = 10) se obtiene un
valor efectivo nulo, £ = 0, y por mds de 10 anos el valor efectivo es negativo.

Solucién. Lo que recibe el titular es el valor efectivo del documento luego de aplicarse
el descuento. La unidad de tiempo es el ano, por lo que el plazo de la operacién es
¢ =180/360 =0,5. Dado que se aplica un tipo de descuento simple comercial, este valor es

E =100.000- (1 —0,15-0,5) = $ 92. 500

por lo que el descuento efectuado sobre el valor nominal es de $ 7.500.

4.4.2. Descuento simple racional

Este tipo de descuento evita la situacién de tener un valor efectivo negativo. El valor efectivo
E sobre un valor nominal /V con vencimiento # para una tasa de descuento d estd dada por:

N
E_1+ﬁ

De esta manera se tiene que N = E /(1 + di), es decir que el valor de £ se calcula como
el capital que debe depositarse durante un tiempo 7 a una tasa de interés simple d para
que su valor final sea V.

El valor efectivo E se obtiene del cociente entre el valor nominal del documento y una
expresién positiva: 1 + dz. Por lo tanto, £ no puede ser nulo ni negativo.

Ademis, de la férmula de diferencias de cuadrados:
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(1+dt) (1 —dt) =1 — (dt)?

. Por lo tanto,

1
Y, observando que 1 — (d5)* < 1y 1 +dt> 0, se sigue que 1 — dt < T d
N
>N-(1-dt
1+dt — ( )

Esto implica que el valor efectivo que se obtiene segtin el descuento racional es siempre
mayor que en el descuento simple.

Asimismo, se puede calcular que el valor efectivo que se obtiene al tiempo 7 = 1/d antes
del vencimiento es

Esto es, el valor efectivo es la mitad del
valor nominal, mientras que para el des-
cuento simple comercial el descuento es
por todo el documento.

El grafico 4.2 ilustra la comparacién, para soha
una misma tasa de descuento d, entre el desc. racional

valor efectivo que se obtiene segtn el des-

cuento simple comercial y el descuento desc. compuesto
racional o matemidtico. desc. simple

Walor Nominal

uuuuuuuuuuuuuuuuuuu

m
0 4 8 12 tiempo

Grafico 4.2

4.5. Ejercicios

Una letra de cambio esta firmada por $ 2.730 con vencimiento para el 22 de octubre.
El tenedor de la misma desea hacerla efectiva el 4 de septiembre del mismo afio y
acude a un banco que le cobra una tasa mensual de descuento del 2 %. Determinar
el valor descontado que recibira por la letra de cambio y el descuento que le hace
el banco suponiendo: a) Descuento racional b) Descuento comercial.

Se realiza el descuento de un documento cuyo valor nominal es de $ 10.752,16.
Sabiendo que el documento vence dentro de 90 dias y la tasa nominal anual de
descuento es del 27%, calcular:

1. el valor efectivo a cobrar,
2. la tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento anual.

3. ;Cual deberia haber sido el valor nominal de descuento, para obtener el
mismo valor efectivo con una tasa nominal anual del 23%?

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Un documento tiene un valor efectivo de $ 890 si se lo descuenta 78 dias antes de Ejercicio 4.3
su vencimiento a una tasa del 8,1% trimestral simple. Calcular cual es el valor
nominal para ambos tipos de descuento: comercial y racional.

Si se aplica descuento racional a un cheque diferido 8 meses antes del venci- Ejercicio 4.4
miento, se debera descontar una sexta parte del valor nominal del mismo.
Determinar la tasa anual de descuento.
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